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Vorbemerkungen

Diese Vorlesung iiber lineare Algebra richtet sich an Studierende der Physik. Daher
mochte ich ein paar Gedanken {iber das Verhéltnis von Mathematik und Physik an den
Anfang stellen. Dieses Verhéltnis ist extrem komplex, und die folgenden, stark vereinfa-
chenden Uberlegungen werden dieser Komplexitét natiirlich nicht gerecht.

In der Mathematik geht man von wohldefinierten mathematischen Strukturen aus und
versucht, mit Hilfe streng logischer Argumente mathematische Aussagen iiber diese
Strukturen zu machen.

In der Physik geht man von den beobachteten Phinomenen aus und versucht, Gesetz-
méBigkeiten zu finden und daraus Vorhersagen ableiten zu kénnen. Dabei bedient man
sich der Sprache der Mathematik.

Im optimalen Fall kénnte das so aussehen: Die beobachteten Strukturen werden formali-
siert, d.h. es wird eine mathematische Struktur definiert, die die beobachteten Gesetzmé-
Bigkeiten erfasst. Durch mathematische Schlussfolgerungen kénnen Aussagen abgeleitet
werden, die wiederum als physikalische Vorhersagen interpretiert werden kénnen. Die
Uberpriifung dieser Vorhersagen ist dann eine Uberpriifung, ob der Prozess der Forma-
lisierung gelungen ist.

In der Praxis sieht es meist etwas anders aus. Oft spielen auch rein anschauliche Argu-
mente in der Physik eine Rolle, meist ist es eine Mischung aus Intuition und Rechnung,
ohne dass die mathematische Beschreibung wirklich rigoros gemacht wurde.

Die verschiedenen Herangehensweisen haben alle ihre Berechtigung, aber es ist wichtig zu
lernen, zwischen anschaulichen/intuitiven und rigorosen Argumenten zu unterscheiden.

MATHEMATIK Prysik

Formalisierung

Mathematische Strukturen - Beobachtete Phanomene

Abstraktion
) Intuition Qualitative
Beweise & Rechnung Argumente
Mathematische Aussagen - Vorhersagen

Interpretation

In dieser Vorlesung geht es hauptsichlich um die Mathematik, auch wenn wir natiir-
lich Anwendungen besprechen und versuchen wollen, mathematische Argumente und
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Aussagen auch anschaulich zu verstehen. So wichtig diese Anschauung ist, zéhlt in der
Mathematik letztlich nur der rein logische Beweis.

An dieser Stelle haben viele Studierende zu Beginn Schwierigkeiten, da in der Schulma-
thematik oft wenig Wert auf Beweise gelegt wird. Neben dem Einiiben all der fiir die
lineare Algebra relevanten Techniken, wird es in der Vorlesung daher auch darum gehen,
das Verstédndnis der abstrakten Strukturen und Argumente zu schulen.

Betrachten wir ein einfaches Beispiel fiir einen mathematischen Satz und Beweis, der
iiber 2000 Jahre alt ist, und den einige von Thnen wahrscheinlich aus der Schule kennen.

[ Satz 0.1 (Satz von Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen. ]

Wie Sie sich erinnern, ist eine Primzahl eine natiirliche Zahl grofier 1, die nur durch sich
selbst und durch 1 teilbar ist.

Wie bei den meisten zahlentheoretischen Problemen niitzt einem die Anschauung hier
wenig und man muss sich ganz auf die mathematischen Argumente verlassen.

Beweis. Wie gehen wir vor? Ein direkter, konstruktiver Beweis scheint nicht so einfach —
wir benotigen einen Algorithmus, der unendlich viele Primzahlen konstruiert. Stattdessen
wahlen wir wie Euklid einen Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an, es gibe nur endlich
viele Primzahlen und zeigen, dass diese Annahme zu einem Widerspruch fiihrt.

Angenommen, es gibe nur endlich viele Primzahlen, die wir mir pi,...,py bezeichnen
wollen (N ist die Gesamtzahl aller Primzahlen). Betrachten wir dann p =pq----- py+1.

Bei Division von p durch jede Primzahl p; bleibt immer Rest 1. p ist also durch kei-
ne Primzahl teilbar und damit durch iiberhaupt keine Zahl teilbar aufler durch 1 und
durch sich selbst. Dann miisste p eine weitere Primzahl sein, laut Annahme waren aber
P1,...,pn schon alle Primzahlen. Damit sind wir zu einem Widerspruch gelangt, was
bedeutet, dass unsere urspriingliche Annahme falsch war. Es gibt also unendlich viele
Primzahlen.

O]

Das war jetzt ein Beispiel aus der Zahlentheorie, nicht aus der linearen Algebra (wobei
es durchaus Beziehungen zwischen den Gebieten gibt), aber es ist eines der schonsten
Beispiele fiir einen mathematischen Beweis.

Worum geht es jetzt in der linearen Algebra? Einiges davon werden Sie aus der Schule
kennen: Vektoren, Systeme linearer Gleichungen, Matrizen . ..

Grob gesagt geht es allgemein um lineare Strukturen, wobei linear einerseits die Propor-
tionalitdt und andererseits die Additivitdt umfasst, d.h. im Beispiel des Newtonschen
Gesetzes F' = ma:

—

e (2F) = m (2d) : doppelte Kraft fithrt zu doppelter Beschleunigung.
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o (Fy + Fy) = m(d@ + @): Die Summe von zwei Kriiften fithrt zu einer Beschleuni-
gung, die durch die Summe der Einzelbeschleunigungen gegeben ist.

Lineare Strukturen tauchen an vielen Stellen auf, insbesondere in der Physik: bei vek-
toriellen Gleichungen sowieso, aber approximativ praktisch iiberall, wenn eine Funktion
ndherungsweise durch ihre Tangente beschrieben werden kann.

Das Paradebeispiel fiir Anwendungen der linearen Algebra ist das Losen von linearen
Gleichungssystemen, wie z.B.

r+2y=0
—r+y=3.

In diesem Fall ist die Losung sehr einfach: Addieren beider Gleichungen ergibt 3y = 3,
also y = 1. Einsetzen davon in eine der urspriinglichen Gleichungen gibt x = —2.

Die lineare Algebra liefert eine komplette Losungstheorie solcher Gleichungssysteme (die
beliebig grofl sein kénnen) samt einem effizienten Algorithmus. Auch lineare Differenti-
algleichungen wie sie beispielsweise bei Stabilitdtsanalysen auftreten (um z.B. die Reso-
nanzfrequenz einer Briickenkonstruktion zu bestimmen) kénnen mit Hilfe der linearen
Algebra behandelt werden.

Alle Anwendungsgebiete aufzuzihlen ist praktisch nicht mdglich, aber eine gerade fiir
die Physik nicht wegzudenkende Anwendung ist die Quantenmechanik. Die Formulierung
der Quantenphysik baut auf der linearen Algebra auf — wenn Sie die Quantenmechanik
verstehen wollen, dann widmen Sie sich jetzt erst einmal der linearen Algebra.

Literatur

Diese Vorlesung folgt nicht direkt einem einzelnen Buch, ist aber in vielen Teilen vom
Buch Lineare Algebra: Eine Einfiihrung fiir Studienanfanger von Gerd Fischer [E] inspi-
riert, insbesondere was die Notation betrifft. Der Inhalt der Vorlesung findet sich in den
allermeisten Lehrbiichern iiber lineare Algebra wieder, eine relativ knappe Darstellung
der fiir uns interessanten Konzepte kann man in dem Kapitel 7 iiber Lineare Algebra im
Buch Mathematik fiir Physiker von Hans Kerner und Wolf von Wahl [KvW] nachlesen.



1. GRUNDBEGRIFFE

1 Grundbegriffe

In diesem Kapitel werden wir uns zunéchst iiber einige Grundbegriffe wie Mengen und
Abbildungen sowie algebraische Strukturen verstédndigen.

Vieles, aber vermutlich nicht alles aus diesem Kapitel wird Thnen aus der Schule bekannt
vorkommen und viele der Aussagen werden Ihnen intuitiv verstdndlich sein. Wir nutzen
diese Vertrautheit, um auf halbwegs vertrautem Terrain die saubere mathematische Be-
griffsbildung und Argumentation einzuiiben, die fiir die spiteren abstrakten Konzepte
unentbehrlich sind.

1.1 Mengen
Was ist eigentlich eine Menge? Ublicherweise lisst man an dieser Stelle zunéchst Cantor
(1845 —-1918) zu Wort kommen:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens
(welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Wie Sie vielleicht bemerkt haben, ist dies keine Definition, die unsere héchsten mathe-
matischen Rigorositatsanspriiche erfiillt, fasst aber gut zusammen, was wir uns intuitiv
unter einer Menge vorstellen. Unproblematisch sind sicherlich endliche Mengen, die wir
durch Auflistung ihrer Elemente definieren kénnen, z.B.

{1,2,3}.
{47,33} .

Selbst unter Mathematikern ist es iiblich, in den Féllen, wo das Bildungsgesetz klar ist,
manche Elemente mit Punkten abzukiirzen,

{1,2,...,10},
{Montag, Dienstag, ..., Sonntag} .

Eine Menge ist eindeutig dadurch charakterisiert, welche Elemente zu ihr gehoren, die
Zugehorigkeit wird mit dem Ihnen vermutlich vertrauten Symbol € gekennzeichnet, z.B.

1e€{1,2,3}. (1.1)
Wir wollen die Menge {1, 2,3} fiir den Augenblick N3 nennen, das schreiben wir so:
N3 =1{1,2,3}. (1.2)
Da N3 durch seine Elemente charakterisiert ist, konnen wir schreiben

x€N3 < z=1loderz=2o0derx=3 (bzw.z=1Vz=2Vvz=3). (1.3)
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Insbesondere ist die Anordnung der Elemente unwichtig, z.B. ist auch N3 = {3, 1, 2}.
Auch Mengen mit unendlich vielen Elementen sind Ihnen bekannt, z.B.

e IN, die Menge der natiirlichen Zahlen,ﬂ N=1{1,2,3,...},

e NNy, die Menge der natiirlichen Zahlen einschliefflich 0, Ny = {0,1,2,3,...},

e 7, die Menge der ganzen Zahlen, Z = {0,1,—1,2,-2,...},

e (), die Menge der rationalen Zahlen,

e R, die Menge der reellen Zahlen,

e C, die Menge der komplexen Zahlen.
Diese Zahlensysteme werden Sie genauer in der Analysis besprechen.

Bei Mengen mit unendlich vielen Elementen kann man die Menge natiirlich nicht mehr
durch eine vollstdndige Auflistung aller Elemente definieren. Eine andere Moglichkeit,
eine Menge zu definieren, besteht darin, die Elementzugehorigkeit durch eine Eigenschaft
zu erkléren, z.B. kdnnen wir die oben eingefithrte Menge N3 auch beschreiben als

Ny={n|neNund1<n<3}, (1.4)
was wir liblicherweise schreiben wiirden als

Ny={nelN|1<n<3}. (1.5)

Wenn man nicht aufpasst, kann die Beschreibung von Mengen anhand der Eigenschaften
der Elemente zu Widerspriichen fithren. Nehmen wir an, wir konnten die folgende Menge
bilden:

R={M | M Menge und M ¢ M}, (1.6)

also die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten. (Zunéchst wiirde
man vielleicht gar nicht auf die Idee kommen, dass eine Menge sich selbst als Element
enthalten kann, aber warum nicht?) Ist jetzt R in R enthalten oder nicht?

Angenommen R € R. Dann miisste R die Zugehorigkeitseigenschaft erfiillen, also R ¢ R.
Ist andersherum R ¢ R, dann miisste R aufgrund seiner Definition R enthalten, also
R € R. Wir sehen also:

ReR < R¢R. (1.7)

Das kann nicht sein! Bei unserer Annahme, wir konnten Mengen mittels beliebiger Ei-
genschaften bilden, waren wir zu unvorsichtig und haben einen Widerspruch konstruiert.

Ein Ausweg ist es, eine weitere Struktur zu definieren, sogenannte Klassen. In diesem
Formalismus gibt es dann keine Menge aller Mengen, sondern nur die Klasse aller Men-
gen. Klassen kénnen iiber Eigenschaften definiert werden und kénnen nur Mengen als

'Wir verwenden hier die Konvention, dass 0 kein Element der Menge IN ist, so wie es im Buch von Kerner
und von Wahl [KvW]| gemacht wird, aber abweichend von der Konvention im Buch von Fischer [F]



1. GRUNDBEGRIFFE

Elemente enthalten, aber keine (echten) Klassen (Mengen fasst man als spezielle Klas-
sen auf). Dies fithrt zur sogenannten Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre, in der keine solchen
Widerspriiche gefunden wurden, wie wir sie oben gesehen haben. Wir werden darauf hier
nicht weiter eingehen (ich ermutige Sie aber, sich selbst einen Einblick in die axiomati-
sche Mengenlehre zu verschaffen, z.B. in dem Buch von Friedrichsdorf und Prestel [EP]
oder auch im Wikipedia-Eintrag unter ,,Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre).

Wir wollen hier diese Axiomatik nicht behandeln (sozusagen das Kleingedruckte), son-
dern eher einen pragmatischen Standpunkt einnehmen, sollten aber im Hinterkopf ha-
ben, dass es bei der Einfithrung ,zu grofler Mengen, wie der vermeintlichen ,,Menge
aller Mengen*, zu Subtilitdten kommen kann.

Nun wollen wir einige Symbole und Begrifflichkeiten einfithren, die wir im Umgang mit
Mengen benotigen:

e O bezeichnet die leere Menge (manchmal auch { }), die keine Elemente enthélt.

e X C Y bedeutet: X ist Teilmenge von Y, d.h. jedes
Element von X ist auch ein Element von Y. Formaler
koénnen wir diesen Sachverhalt ausdriicken als

Vee X:zeY, (1.8)

Hfur jedes x aus X gilt: = ist Element von Y“ V ist
der Allquantor, Vx bedeutet ,fiir alle z“ oder besser
Hfir jedes x“

e X NY heiBit der Durchschnitt von X und Y,
also die Menge der Elemente, die sowohl in X
als auch in Y enthalten sind. Formal kénnen wir

schreiben
und
XNY={z|zeX ANzeY} (L9
oder
XNY={zeX|zeY} (1.10)
oder
XNnY={yeY|yeX}. (1.11)

e X UY heifit Vereinigung von X und Y, also die
Menge der Elemente, die in X oder in Y (kein
exklusives oder) enthalten sind. Formal schreibt
man

70777777

oder

XUY={z|zeXVzeY}. (L12)


https://de.wikipedia.org/wiki/Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
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e X \Y heift ,X ohne Y“ (manchmal auch ge-
schrieben als X —Y'), also die Menge der Elemen-
te von X, die nicht in Y enthalten sind, wobei
wir nicht voraussetzen, dass X Teilmenge von Y
ist. Formal schreibt man

X\Y={zeX|zgV} (1.13)

X Y

e X XY bezeichnet das (kartesische) Produk‘ﬂ von X und Y. Das ist die Menge
der geordneten Paare (z,y), wobei x € X und y € Y, also

XxY ={(z,y)|z€ XAyeY}. (1.14)

Beispiel 1.1. Wir betrachten ein Kartenspiel. Die Menge der méglichen Werte der )
Karten nennen wir W,

W ={A4s,2,3,4,5,6,7,8,9,10, Bube, Dame, Konig} , (1.15)
die Menge der Farben F,
F={90,0,& &}, (1.16)

Jeder Spielkarte ist eine Farbe und ein Wert zugeordnet, also kénnen die Spielkarten
durch Paare (Farbe, Wert) charakterisiert werden. Die Menge aller Spielkarten lasst
sich somit durch die Produktmenge F' x W beschreiben,

Fx W ={(¢, As), (&,5),...}. (1.17)

J

Beispiel 1.2. Die Menge Ny x Ny = {(0,0), (0,1), (1,0), (0,2), (2,0), (1,1),...} |

kann als Gitter dargestellt werden.

(0‘3) (1‘3) (2‘3) (3‘3)
(0‘2) (1‘2) (2‘2) (3‘2)
(0‘1) (1‘1) (Q‘Z) (3‘1)

(0‘0) (1‘0) (2‘0) (3‘0)

2Im Buch von Fischer [F] heifit das Produkt direktes Produkt.
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Ebenso kann man das Produkt von n € IN Mengen X1, Xs, ..., X,, definieren als die
Menge der n-Tupel, oder Folgen der Lange n, (x1,x2,...,2,) mit x; € X; fur jedes
i1=1,2,...,nund n > 1.

Beispiel 1.3. Hat man Spielkarten mit verschiedenen Riickseiten, so kann man die
Karten durch ein Tripel (Farbe, Wert, Riicken) kennzeichnen, also durch Elemente
in F x W x R mit der Menge R = {blau kariert, rot gestreift,...} der maglichen
Riickseiten.

Auch Durchschnitte und Vereinigungen kénnen wir von mehr als zwei Mengen bilden.
Sei I eine nichtleere Indexmenge und fiir jedes ¢ € I sei X; eine Menge. Dann ist

Xi={z|Viel:zecX} (1.18)
el
UXi={z|3iel:zeX}. (1.19)
i€l

»es gibt ein ¢ € I, sodass z € X;“

Das Zeichen 3 ist der Existenzquantor, 3z bedeutet ,es gibt / es existiert (mindestens)
ein z“. Des Weiteren fithren wir ein:

dlx : ,es gibt genau ein x“

Az : es gibt kein z“.

Beispiel 1.4. Als kleine Anwendung der formalen Notation:

X\(UXi>:{x€X\£iEI:xeXi} (1.20)

i€l

10
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Beispiel 1.5.

P(N3) = {2, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}} (1.28)

Falls jemand besorgt ist, das wir schon wieder Mengen von Mengen bilden, so sei er/sie
beruhigt: Die Potenzmenge ist ein harmloses Objekt und wirklich eine Menge.

Fine Menge ist eine ungeordnete Zusammenfassung bestimmter Objekte. Manchmal ist
es niitzlich, weitere Strukturen einzufiihren, die eine gewisse Ordnung hineinbringen,
z.B. kann man versuchen, bestimmte Objekte, die etwas gemeinsam haben, zusammen-
zufassen und auf diese Weise eine Menge M in paarweise diskunkte Teilmengen (also
Teilmengen, deren paarweiser Durschnitt leer ist) von ,&hnlichen* Objekten zu zerlegen.
Was man genau mit ,dhnlich“ meint, hdngt davon ab, welche Eigenschaften eines Ob-
jekts einen interessieren. Beispielsweise konnen wir die ganzen Zahlen Z in die geraden
und die ungeraden Zahlen zerlegen,

7 =1{0,2,-2,4,—4,...yU{1,-1,3,-3,...} . (1.29)

chradc Zungcradc

Eine Zerlegung einer Menge M in nichtleere, disjunkte Teilmengen X; (¢ € I) nennt man
eine Zerlegung in Aquivalenzklasserﬂ

M=JX; , firi#j: XinX;=2, firalleicl: X; #@. (1.30)
i€l

Man fasst also alle Elemente in einer Teilmenge X; als dquivalent auf, wobei es von der
konkreten Situation abhéngt, was damit genau gemeint ist: Es gibt keinen universellen
Aquivalenzbegriff fiir Elemente beliebiger Mengen. Um das etwas klarer zu machen,
schauen wir uns ein Beispiel an.

Beispiel 1.6. Interessiert man sich fir die Teilbarkeit von Zahlen beziiglich 2, wiirde
man zum einen alle geraden Zahlen und zum anderen alle ungeraden Zahlen als
aquivalent ansehen, weil sie jeweils den gleichen Rest bei Division durch 2 haben,
hier wdre also wie oben

7, = demde U Zungemde (131)

die fiir die Fragestellung sinnvolle Zerlegung. Wiirden wir uns fir die Teilbarkeit
durch 3 interessieren, so scheint es sinnvoll, alle durch 3 teilbaren Zahlen in eine
Menge Xo zusammenzufassen, alle Zahlen, die bei Division durch 3 Rest 1 haben, in
eine Menge X1 und schliefilich alle Zahlen, die bei Division durch 3 Rest 2 besitzen,

3Weiter unten werden wir den Begriff der Aquivalenzklasse ausgehend vom Begriff der Aquivalenzre-
lation definieren, so wie es iiblich ist und beispielsweise im Buch von Fischer [El Abschnitt 1.1.8]
gemacht wird. An dieser Stelle nehmen wir die Zerlegung in Aquivalenzklassen vorweg als Motivation
fiir den Begriff der Aquivalenzrelation.

12
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in eine Menge Xa:
Z=XoUX1UXe , X,={neZ|n=r mod3}. (1.32)

Hier sehen wir ganze Zahlen als dquivalent an, wenn sie gleichen Rest bei Division
durch 3 besitzen. Man sieht also: Was mit Aquivalenz gemeint ist, hingt von der
Situation ab.

J

Zwei Elemente a,b € X; in der gleichen Aquivalenzklasse nennen wir dquivalent und
schreiben dafiir a ~ b. Dies definiert eine Relation auf M, fiir a,b € M gilt entweder
a ~ b (d.h. sie liegen in der gleichen Aquivalenzklasse) oder a # b (d.h. sie liegen in
verschiedenen Aquivalenzklassen). Statt nun die Zerlegung einer Menge in Aquivalenz-
klassen anzugeben, ist es oft sinnvoller, die Aquivalenzrelation selbst festzulegen. Dafiir
miissen wir aber genauer sagen, was wir mit einer Relation meinen:

Definition 1.1. Sei M eine Menge. Wir nennen eine Teilmenge R C M x M eine
Relation und schreiben

firallea,be M: a~b:<= (a,b)€R. (1.33)

Mit anderen Worten, wir geben mit der Menge R einfach alle Paare an, die iiber die
Relation in Beziehung stehen. Damit wir nicht nur irgend eine Relation, sondern ei-
ne Aquivalenzrelation beschreiben, muss diese Relation ein paar weitere Eigenschaften
erfillen:

~N

Definition 1.2. Eine Relation ~ auf der Menge M heifit Aquivalenzrelation
genau dann, wenn fir alle x,y,z € M gilt

1. © ~x (d.h. ~ ist reflexiv),
2. x ~y=yn~x (dh. ~ ist symmetrisch),

3. x~yundy~z=x~z (dh ~ ist transitiv).

Wenn x ~ y, sagt man: x ist dquivalent zu y.

Wenn man an die Zerlegung in disjunkte Teilmengen denkt, ist es klar, dass eine Aquiva-
lenzrelation diese Eigenschaften erfiillen muss: 1. x ist natiirlich in der gleichen Teilmenge
wie x, 2. wenn x in der gleichen Teilmenge wie y ist, dann ist y offensichtlich in der glei-
chen Teilmenge wie z und 3. wenn x und y in der gleichen Teilmenge sind und y und z
auch in der gleichen Teilmenge sind, dann sind auch z und z in der gleichen Teilmenge,
da ja alle Teilmengen paarweise disjunkt sind. Umgekehrt kann man von der obigen
Definition einer Aquivalenzrelation ausgehen und die zugehérigen Aquivalenzklassen de-
finieren, die zu einer disjunkten Zerlegung der Menge fiihren.
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Definition 1.3. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Eine Teilmenge A C M
heifit A quivalenzklasse (beziiglich der Relation ~) genau dann, wenn

1. A#+o
2.x,yc A = x~y

3. xeA yeM, z~y = yec A

Man kann dann iiberpriifen, dass die Menge M tatséchlich in die so definierten Aquiva-
lenzklassen zerlegbar ist (siehe z.B. [El Ende von Abschnitt 1.1]), d.h. diese Definition
passt mit unserer anfinglich gegebenen Charakterisierung zusammen.

Beispiel 1.7. Im Beispiel [1.6 haben wir Z in die Mengen Xy, X1 und Xs zerlegt,
die wir durch den Rest bei Division mit 3 charakterisiert hatten. Die zugehdrige
Aquivalenzrelation lisst sich einfach formulieren:

m~n <= m—n ist durch 3 teilbar. (1.34)

Typischerweise ist die Aquivalenzrelation einfacher zu charakterisieren als die konkrete
Zerlegung der gegebenen Menge. Trotzdem ist es sinnvoll, immer im Kopf zu haben,
dass die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation gerade so gewéhlt sind, dass sie zu einer
disjunkten Zerlegung der Ausgangsmenge fiihren.

Wenn wir eine Aquivalenzrelation definiert und die Ausgangsmenge in Aquivalenzklassen
zerlegt haben, konnen wir auch die Menge aller Aquivalenzklassen betrachten,

M/ ~:={A C M| A ist Aquivalenzklasse beziiglich ~}. (1.35)

Wir kénnen uns das so vorstellen, dass wir uns nicht mehr fiir die einzelnen Elemen-
te interessieren, sondern nur noch fiir eine bestimmte Eigenschaft der Elemente, und
wir identifizieren Elemente, die in dieser Eigenschaft iibereinstimmen. Das passiert bei-
spielsweise schon, wenn ein Kleinkind mit Bausteinen spielt und diese nach den Farben
sortiert: Alle blauen Steine kommen auf einen Haufen, alle gelben auf den zweiten und die
roten auf den dritten Haufen. Die Haufen sind dann die Aquivalenzklassen (beziiglich der
durch die Farbe definierten Aquivalenzrelation), und die Menge der Aquivalenzklassen
hat dann drei Elemente — in ihr vergessen wir die Form der Bausteine und unterschei-
den nur noch nach den Farben, es gibt also eine ,blaue“ Klasse, eine ,,gelbe“ und eine
,rote®.
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1.2 Abbildungen

Seien X, Y zwei Mengen. Dann nennen wir f eine Abbildung von X nach Y, wenn f
eine Vorschrift ist, die jedem z € X genau ein f(x) € Y zuordnet. Wir schreiben das als

f: X->Y. (1.36)
Die Zuordnungsvorschrift wird geschrieben als
frxe f(z). (1.37)

Man beachte den Extrastrich am Anfang des Pfeils. X heifit der Definitionsbereich
von f und Y der Bildbereich von f.

Beispiel 1.8.
Ai:R=>R Quadrieren

T 2’

idx : X - X LIdentitat” oder ,identische Abbildung“
T
f2 : INO X INO — ]N[) Addition
(z,y) =z +y
f3: X =Y fir ein festes yg € Y : konstante Abbildung

X = Yo

Beispiel 1.9. Seien X1, Xo Mengen und X1 x Xs die Produktmenge. Dann definiert
man die Projektionen als Abbildungen

7T12X1><X2—>X1 7T2:X1><X2—>X2

(.%'1, xg) = T (.%‘1,.%'2) = T9.

Im Beispiel des Kartenspiels F' x W ordnet die Projektion auf den ersten Faktor
jeder Karte ihre Spielfarbe zu,

mp FxW = F 7r(0,3) =&
(Farbe, Wert) — Farbe.

Die Projektion auf den zweiten Faktor liefert den Wert,

aw i FxW —=W w(<$,3) =3
(Farbe, Wert) — Wert
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Nicht immer werden alle Elemente des Bildbereichs erreicht, die Menge aller Bilder f(x)
nennen wir das Bild von X, das wir mit f(X) bezeichnen wollen:

f(X)={yeY|Txe X :y=f(x)} (1.38)
oder kurz f(X):={f(x) |z € X}. (1.39)

Im ersten Beispiel (f1 : z + 22) ist fi(R) ={z € R |z >0} =: Ry.

Fiir ein gegebenes y = f(x) nennen wir x ein Urbild von y (bei f). Fiir eine Teilmenge
N C Y definieren wir die Menge der Urbilderf] von N als

fFUN)={z e X | f(z) € N}. (1.40)

Im obigen Beispiel ist f; ' ({1,4}) = {=2,—1,1,2} und f;'({-1}) = 2.

’
‘X

Statt durch eine Vorschrift konnen wir f auch durch seinen Graphen definieren. Dabei
ist hierbei nicht unbedingt ein Bild gemeint, sondern eine Teilmenge I'(f) von X x Y

I(f) :=A{(z,y) e X XY |y = f(z)}. (1.41)

Beispiel 1.10. Fiir das Quadrieren sdhe das so aus:

(1) = {(z,2%) € R x R}. (1.42)

-1
*Im Buch von Kerner und von Wahl [KyW] wird das Urbild von N bei f mit f (N) bezeichnet.
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(1,1)

R x {0}

J

Eine Teilmenge G von X X Y ist genau dann ein Graph einer Abbildung, wenn gilt: Zu
jedem x € X gibt es genau ein y € Y, sodass (x,y) € G, oder formaler:

G C X xYistein Graph < Vxe X JlyeY: (v,y) €G. (1.43)

Abbildungen koénnen sehr unterschiedliche Eigenschaften haben. Wir fiihren folgende
Bezeichnungen fiir eine Abbildung f : X — Y ein:

e f heifit surjektiv genau dann, wenn f(X) =Y, d.h. wenn jedes Element von Y
ein Urbild hat.

e f heiit injektiv genau dann, wenn jedes Bild f(z) nur ein Urbild (ndmlich z) hat,
in anderen Worten, wenn gilt f(z) = f(2/) = x =2’

o f heiit bijektiv genau dann, wenn f injektiv und surjektiv ist, d.h. wenn es zu
jedem y € Y genau ein z € X gibt mit y = f(x).

Beispiel 1.11.
e R — R, x — 22 ist weder injektiv noch surjektiv.

o R — Ry, x> x? ist surjektiv, aber nicht injektiv.

o R, — Ry, x> 22 ist bijektiv.

J

Wir sehen, dass die Eigenschaften einer Abbildung nicht nur von der Zuordnungsvor-
schrift, sondern auch vom Definitions- und Bildbereich abhéngen. Man beachte also, dass
zur Definition einer Abbildung immer drei Dinge gehéren:

e Definitionsbereich,
e Bildbereich,
e Zuordnungsvorschrift (oder der Graph).

Beispiel 1.12. Die Projektion mp : X1 x Xo — X1, (21, x2) — o1 ist surjektiv, wenn
X5 75 .

Wie wiirde so ein Surjektivititsbeweis aussehen? Wir miissen zeigen, dass alle Ele-
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mente des Bildbereichs erreicht werden, d.h. wir kénnten versuchen zu jeden Element
des Bildbereichs ein Urbild zu finden. Also so:

Falls X1 = @ ist nichts zu beweisen. Sei also x1 € X beliebig. Wihle ein xo € Xo
(nach Voraussetzung ist Xo nicht leer). Dann ist (z1,x2) € X1 x Xo ein Urbild von
x1 € X1 beziiglich my: m1(x1,x2) = x1. Also ist w1 surjektiv. O

Beispiel 1.13. Sei f : X = Y eine Abbildung. Dann ist die Abbildung

F: X5 XxY (1.44)
x v (z, f(z)), (1.45)

die jedem x € X den zugehérigen Punkt des Graphen zuordnet, injektiv. Wie wiirde
man das beweisen? Injektivitdt bedeutet, dass jedes Element des Bildes nur ein Urbild
hat. Man fingt also mit zwei Elementen des Definitionsbereichs an, die auf das
gleiche Element abgebildet werden, und zeigt, dass sie gleich sind:

Seien x1,x2 € X mit F(x1) = F(x2). Nach Definition von F ist dies gleichbedeutend
mit

(@1, f(21)) = (32, f(22)) = @1 =22. (1.46)
Also ist F injektiv. [

Wiirde man den Bildbereich von F auf T'(f) einschranken, so wire F sogar bijektiv.

Fiir eine bijektive Funktion f : X — Y konnen wir die inverse Abbildung (oder
Umkehrabbildung) f~! : Y — X definieren, die jedem y genau das # € X als Bild
f~1(y) zuordnet, fiir das y = f(z) gilt. Fiir diese Umkehrabbildung gilt

Vee X : f(f(z))=2 und VyeY:f(f'(y)=y. (1.47)

Fiir das Quadrieren Ry — R,z — 22 ist offenbar die Umkehrabbildung gegeben durch
]R+ — R+, Y — \/gj

Die Eigenschaft der Umkehrabbildung kénnen wir noch eleganter schreiben als
fltof=idy und fof'=idy, (1.48)

wenn wir die Komposition von Abbildungen definieren:

Definition 1.4. Seien f: X — Y,g:Y — Z Abbildungen. Dann definieren wir die
Komposition von g und f als Abbildung go f : X — Z durch die Vorschrift

gof:zrgoflz)=g(f(r)). (1.49)
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Um uns ein wenig in der Abstraktion zu iiben, wollen wir kurz iiberlegen, was die Kom-
position fiir eine Struktur ist. Offensichtlich ist sie eine Vorschrift, die zwei Abbildungen
eine neue zugeordnet. Damit ist sie selbst eine Abbildung:

o: Abb (Y, Z) x Abb (X,Y) = Abb (X, Z) (1.50)
(9, )= gof (1.51)

Eine wichtige Figenschaft von o ist die Assoziativitit:

Satz 1.1. Die Komposition o ist assoziativ, d.h. fiir Mengen U,V,W, X und die
Abbildungen f U —-V,qg: VoW, h: W — X gilt

(hog)of=ho(gof). (1.52)
Beweis. Sei u € U. Dann ist
(hog)o f(u) = (hog)(f(u))=n(g(f(u))) (1.53)
und andererseits
ho(go f)(u) =h(go f(u)) = h(g(f(u))), (1.54)
also gilt fiir jedes u: (hog)o f(u) =ho (go f)(u). O

Wenn alle Mengen gleich sind (X =Y = Z), definiert die Komposition eine assoziative
Verkniipfung auf der Menge Abb (X, X), ganz dhnlich wie beispielsweise die Multipli-
kation eine assoziative Verkniipfung auf IN darstellt. So wie die 1 das neutrale Element
der Multiplikation ist, 1 -n = n -1 = n, gibt es auch beziiglich o auf Abb (X, X) ein
neutrales Element, ndmlich die Identitit idx,

fiir jedes f € Abb (X, X) ist foidy = f und idx o f = f. (1.55)

Fiir bijektive Abbildungen gibt es sogar ein inverses Element, ndmlich die Umkehrab-
bildung, genauso wie es beispielsweise in den rationalen Zahlen zu jeder Zahl ¢ # 0 ein
multiplikatives Inverses 1/q gibt.

Diese Ahnlichkeit in den Strukturen hat die Mathematiker bewogen, diese Strukturen
abstrakt zu untersuchen anstelle ihrer konkreten Realisierungen. Dem wenden wir uns
als Néchstes zu.
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1.3 Algebraische Strukturen: Gruppen, Korper, usw.

Wir wollen uns hier mit den Strukturen beschéftigen, die mit Verkniipfungen zusam-
menhéngen.

Definition 1.5. Eine Verkniipfung auf einer Menge X ist eine Abbildung

X xX =X (1.56)
(x,y) = T *y. (1.57)

Beispiele fiir Verkniipfungen sind Addition und Multiplikation in IN, Z, Q, R, C, Addition
und Multiplikation von reellen und komplexen Matrizen (spater mehr), Komposition
von Abbildungen, Mittelwertbildung ((z,y) — (z + y)/2),...: immer dann, wenn eine
Operation aus zwei Elementen einer Menge ein neues bildet.

Definition 1.6. Fine Verkniipfung x : X x X — X heifft assoziativ genau dann,
wenn
Ve,y,z € X0 (zxy)*z=x*(y*x2z). (1.58)

Die oben genannten Verkniipfungen sind alle assoziativ mit Ausnahme der Mittelwert-
bildung.

Definition 1.7. Eine Verknipfung x : X x X — X heifit kommutativ genau dann,
wenn
Ve,ye X : xxy=y*x. (1.59)

Von den oben genannten Verkniipfungen sind die meisten kommutativ, die Ausnahmen
sind Matrizenmultiplikation und Komposition von Abbildungen.

Beispiel 1.14. Sei f . R— R, x — x4+ 1 und g: R > R, x+— 2x. Dann ist

(fog)(z) = fg(z)) = f(22) =22 + 1, (1.60)

aber umgekehrt

(9o f)(x) =g(f(2) =gz +1) =2(x+1). (1.61)

-

[ Definition 1.8. Wir nennen ¢ € X ein neutrales Element beziiglich der Ver-
kniipfung * auf X genau dann, wenn

Vee X: exz=xundrxe=2x. (1.62)

J

e 0 ist neutrales Element beziiglich der Addition in INg, Z, Q, R, C,

20



1. GRUNDBEGRIFFE

1 ist neutrales Element beziiglich der Multiplikation in IN, Z, @, R, C.

Entsprechend ist die Nullmatrix neutrales Element der Matrizenaddition, die Ein-
heitsmatrix neutrales Element der Matrizenmultiplikation (das werden wir spéter
noch besprechen).

Die Identitéat ist neutrales Element der Komposition von Abbildungen,

zur Mittelwertbildung gibt es kein neutrales Element.

Die Beispiele im Uberblick:

assoziativ. kommutativ neutrales Element
Addition in Ny, Z, Q, R, C v v 0
Multiplikation in N, Z, Q, R, C v v 1
Addition von reellen Matrizen v v Nullmatrix
Multiplikation von reellen Matrizen v - Einheitsmatrix
Komposition von Abbildungen v - Identitét
Mittelwertbildung - v -

In den Beispielen gibt es immer nur ein neutrales Element. Ist das immer so? Ja, es gilt
der folgende Satz.

Satz 1.2. Sei X eine Menge und x eine Verkniipfung auf X. Seien e und ¢’ neutrale
Elemente beziiglich x. Dann gilt e = €.

Beweis. Nach Voraussetzung ist e ein neutrales Element, also gilt exe’ = €/. Andererseits
ist €/ ein neutrales Element, also ist e x ¢/ = e und somit e = €’. O]

Bemerkung
Eine Menge mit assoziativer Verkniipfung wird auch Halbgruppe genannt. Existiert iiber-
dies ein neutrales Element, so spricht man von einer Halbgruppe mit Eins.

Beispiele fiir Mengen mit assoziativer Verkniipfung und neutralem Element (Halbgruppe
mit Eins) sind

e Abb (X, X) mit o und neutralem Element idx.
e INp mit + und neutralem Element 0.
e IN mit - und neutralem Element 1.

Wenn es Halbgruppen gibt, liegt es nahe, dass man auch den Begriff der Gruppe definiert
hat. Hier fordert man noch etwas mehr Struktur. Um das zu verstehen, schauen wir uns
einmal die Losbarkeit von Gleichungen an. Angenommen a,b € X sind gegeben und wir
suchen =z € X, sodass

axxr="=. (1.63)

Waren dies gewohnliche Zahlen mit der gewthnlichen Multiplikation, dann wiirden wir
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zum Losen durch a teilen bzw. mit 1/a multiplizieren, wenn a # 0. Dies fiihrt auch im
Allgemeinen zum Konzept eines inversen Elements a~! mit ¢! xa = e. Wenn es ein
solches a~! gibt, kénnen wir x angeben: = a~! x b.

Dies fithrt uns zum Begriff der Gruppe, der Thnen in der Physik immer wieder begegnen
wird.

~N

Definition 1.9. Ein Paar (G, *) bestehend aus einer Menge G mit einer Verkniip-
fung x heif$t Gruppe genau dann, wenn folgende Eigenschaften erfillt sind:

1. die Verkniipfung % ist assoziativ,
2. es gibt ein neutrales Element e,

3. zu jedem a € G emistiert ein inverses Element a=! € G,

lya=eundaxa ! =e.

sodass a~

Ist die Verkniipfung iiberdies kommutativ, so nennen wir (G,*) eine kommutative
Gruppe oder eine abelsche Gruppe.

Beispiel 1.15.

e Sei S(X) C Abb (X, X) die Menge der bijektiven Abbildungen. Dann ist (S(X), o
eine Gruppe und das zu einer Abbildung f inverse Element ist die Umkehrung
f~1. S(X) nennt man die symmetrische Gruppe von X.

e (Z,+) ist eine abelsche Gruppe.
o (R\ {0},-) ist eine abelsche Gruppe.

In einer Gruppe gibt es zu jedem Element genau ein inverses Element.

Satz 1.3. Sei (G,x) eine Gruppe und a € G beliebig. Seien o', a” € G zu a inverse
Elemente. Dann gilt o’ = a” .

Beweis. Da d' ein inverses Element zu a ist, gilt @’ *x @ = ¢ mit dem neutralen Element
e € G. Daraus folgt

(@' xa)xad" =exa" (1.64)

= a x(axa") =exa" Assoziativitat (1.65)

— axe=exa" a” ist inverses Element zu a (1.66)

= a=a" e ist neutrales Element (1.67)

Daher ist es gerechtfertigt, von dem inversen Element zu a zu reden. O
Bemerkung

Wenn wir uns die Definition der Gruppe noch einmal ansehen, so bemerken wir ein
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grundsétzliches Schema, das wir hdufiger antreffen werden. Zunéchst fihren wir die
Strukturen ein, um die es in der Definition geht (hier die Menge G und die Abbildung
*: G x G — @G). Das sind sozusagen die Zutaten. Dann folgen die Eigenschaften dieser
Strukturen — die Axiome — die wir fordern wollen. Das ist gewissermafien die Bauan-
leitung, die uns sagt, was wir mit den Zutaten machen wollen.

Was fiir Axiome wir fordern, da sind wir im Prinzip frei. Wenn wir uns ohne nach-
zudenken wilde Axiome ausdenken, kann es aber passieren, dass wir keine besonders
interessante mathematische Struktur definieren. Die Definitionen, denen wir hier begeg-
nen, basieren auf unzédhligen Erfahrungen; es hat sich gezeigt, dass die so definierten
Strukturen besonders interessant und niitzlich sind — sie haben sich gewissermafien
bewéhrt.

Bemerkung
Fiir eine Gruppe (G, %) kann man die Axiome reduzieren auf

1. % ist assoziativ

2. es gibt ein Element e € G, sodass Va € G gilt e x a = a (Existenz eines ,linksneu-
tralen“ Elements) fiir alle Elemente in G.

3. zu jedem a € G existiert ein o’ € G mit o’ x a = e (Existenz eines ,linksinversen*
Elements) zu jedem Element in G.

Wer mag, kann versuchen zu zeigen, dass aus diesen Axiomen die Eigenschaften in
unserer Definition einer Gruppe gefolgert werden konnen, dass also beide Definitionen
aquivalent sind (siehe [F, Abschnitt 1.2.3.]).

Oft haben wir auf einer Menge mehr als eine Verkniipfung definiert, z.B. Addition und
Multiplikation auf IN usw. Da auch diese Strukturen recht héufig auftreten, lohnt es,
auch diese etwas abstrakter zu betrachten.

Als Prototyp fiir die nun zu untersuchende Struktur betrachten wir Z mit der Addition
+ und Multiplikation -. Beziiglich + bildet Z eine abelsche Gruppe, beziiglich - eine
Halbgruppe. Zudem gibt es Beziehungen zwischen den Operationen,

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (1.68)
(a+b)-c=(a-c)+(b-c), (1.69)

die wir Distributivgesetz nennen.

Definition 1.10. Ein Ring (mit Eins) ist ein Tripel (R,+,-) bestehend aus einer
Menge R und zwei Verkniipfungen + und - auf R, sodass gilt

1. (R,+) ist eine abelsche Gruppe

2. - ist eine assoziative Verknipfung mit neutralem Element
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3. es gelten die Distributivgesetze:

Va,b,ce R: a-(b+c¢)=(a-b)+(a-c) (1.70)
(a+b)-c=(a-c)+(b-c). (1.71)

Beispiel 1.16. Fin Beispiel haben wir schon gesehen. (Z.,+,-) ist sogar ein kom-
mutativer Ring, weil die Multiplikation kommutativ ist.

FEin anderes Beispiel ist der Polynomring. Sei R[t] die Menge der Polynome in einer
Unbestimmten t mit reellen Koeffizienten,

R[t] = {ag + ait + agt® + - - + ant™ | ag,a1,...,a, € R,n € No}. (1.72)

Polynome kénnen wir addieren und multiplizieren, d.h. wir konnen zwei Verkniip-
fungen, + und -, auf R[t] definieren. (R[t], +,-) ist dann ein kommutativer Ring: Das
neutrale Element der Addition ist das Nullpolynom, p = 0, das neutrale Element der
Multiplikation ist das konstante Polynom mit Koeffizienten 1, p = 1.

Betrachten wir noch einmal einfache Gleichungen. Wenn wir zwei Verkniipfungen, + und
-, zur Verfiigung haben, kénnen wir die Gleichung

a-r+b=c (1.73)

betrachten. a, b, ¢ sind hier fest aus der Grundmenge gewahlt und z ist gesucht. In einem
ersten Schritt konnen wir das zu b beziiglich + inverse Element —b addieren,

a-x=c+(-b). (1.74)

Um nach z auflésen zu kénnen, wiirden wir jetzt gerne mit dem zu a beziiglich - inversen
Element ¢~! multiplizieren, wenn es existiert. Dann wire die Losung

r=a""'-(c+(=D)). (1.75)

Zum Losen von Gleichungen wére es also wiinschenswert, wenn jedes Element auch ein
multiplikatives Inverses hétte, und wir kénnten auf die Idee kommen, die Definition eines
Rings so zu erweitern, dass die Menge auch beziiglich der Verkniipfung - eine Gruppe
bildet. Dies hétte aber unerwiinschte Nebeneffekte, wie wir gleich einsehen werden.

Satz 1.4. Sei (R,+,-) ein Ring (mit Fins). Sei 0 das neutrale Element beziglich
+, dann gilt
firallere R: 0-r=0wundr-0=0. (1.76)

Beweis. Wir nutzen das Distributivgesetz:

0-r+0-r=0+0)-r=0-r, (1.77)
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da 0 das neutrale Element bzgl. + ist. Addition von —(0 - r) fithrt dann zu
0-r=0. (1.78)

Analog schliefit man r -0 = 0. O

Angenommen, es gibe zu jedem Element ein multiplikatives Inverses, also auch 07! zu
0, dann wére
0-07' =1, (1.79)

aber wegen des obigen Satzes auch
0-07'=0, (1.80)

und somit 0 = 1, die neutralen Elemente wiirden also ibereinstimmen. Sei r € R beliebig,
dann gilt: r = 1.7 = 0-r = 0. Ein Ring, in dem jedes Element ein multiplikatives Inverses
hitte, besdfle nur ein Element!

Damit hétten wir also keine besonderes interessante Struktur definiert. Das Beste, was
wir versuchen konnen, ist, dass alle Elemente mit Ausnahme von 0 ein multiplikatives
Inverses besitzen (und das wére uns aus Q oder R auch vertraut). Eine solche Struktur
nennt man einen Korper, genauer:

Definition 1.11. Ein Tripel (K,+,-) aus einer Menge K und zwei Verkniipfungen )
+ und - auf K heifst Korper genau dann, wenn gilt

1. (K,+) ist eine abelsche Gruppe,

2. (K \ {0},-) ist eine abelsche Gruppe (wobei O das neutrale Element bzgl. +
ist),

3. es gilt das Distributivgesetz: Ya,b,c € K : a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Bemerkung
Beachten Sie, dass wir fir einen Korper voraussetzen, dass die Multiplikation kommu-
tativ ist. Daher miissen wir auch nur eine Variante der Distributivgesetze fordern.

t Beispiel 1.17. Q, R, C mit der gewdhnlichen Addition und Multiplikation sind Kér-
per.

Der Korper ist die fiir alles Folgende grundlegende Struktur. Wir werden hauptséchlich
mit dem vertrauten Korper R (bzw. (R, 4+, -), aber das werden wir nicht mehr ausschrei-
ben) und spéter mit dem Korper C der komplexen Zahlen arbeiten. Die meisten der
von uns betrachteten Strukturen konnen aber leicht auf beliebige Koérper ausgeweitet
werden.
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Zusammenfassung Kapitel [1]

Nach diesem Exkurs in abstrakte Strukturen werden wir uns im Folgenden wieder mit
sehr konkreten Strukturen beschéftigen, die spéter wieder abstrahiert werden. Wir wollen
aber noch einmal kurz zusammenfassen, was Sie aus diesem Kapitel mitgenommen haben
sollten:

Sie sind mit dem Begriff der Menge und den Mengenoperationen (U, N, \, x) ver-
traut.

Sie koénnen mit dem Begriff der Abbildung umgehen, wissen, wie man eine Ab-
bildung aufschreibt, und sind sich bewusst, dass zur Charakterisierung drei Dinge
gehoren (welche?).

Sie wissen, was injektiv, surjektiv und bijektiv bedeutet (versuchen Sie es einmal
aus dem Gedéachtnis zu definieren). Welche Eigenschaften braucht man fiir eine
Abbildung, damit eine Umkehrabbildung existiert?

Sie kennen den Begriff der Verkniipfung und die wichtigsten Eigenschaften, die
eine Verkniipfung haben kann: Assoziativitdt, Existenz eines neutralen Elements,
Existenz eines Inversen, Kommutativitat.

Sie erinnern sich, welche drei Eigenschaften man braucht, um eine Gruppe zu
definieren. Welche kommt bei einer abelschen Gruppe hinzu?

Bei mehr als einer Verkniipfung kommt die Frage auf, inwieweit diese vertraglich
sind. Sie kennen das Distributivgesetz, das eine solche Vertriglichkeit regelt.

Sie wissen, dass bei einem Korper zwei Verkniipfungen (+,-) definiert sind, und
konnen die Korperaxiome in drei Typen einteilen: die Eigenschaften von -+, von -
und ihre Vertraglichkeit.

Wenn Sie nach einem Beispiel fiir einen Kérper gefragt werden, kénnen Sie ohne
zu zogern antworten: z.B. ,R!“ oder die Prézisen unter Ihnen , (R, +, -)!*

Und genau mit R machen wir jetzt auch im folgenden Kapitel weiter.
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2 Geometrie im R"

2.1 Algebraisierung der Geometrie

Fiir die Physik ist es wichtig, die beobachteten Strukturen in mathematische Konzepte zu
iibertragen, also zu formalisieren. Als Beispiel nehmen wir den uns umgebenden Raum,
bzw. den idealisierten Anschauungsraum.

Der Einfachheit halber beginnen wir mit dem eindimensionalen Raum, den wir uns
idealisiert als Linie unendlicher Lange vorstellen. Wie fithren wir hierauf eine algebraische
Struktur ein, mit der wir rechnen kénnen? Als Physikerinnen und Physiker wiirden wir
zunéchst einmal einen Punkt markieren, unser Ausgangspunkt, den wir O (fiir ,,origin®)
nennen wollen. Des Weiteren bendtigen wir einen Maflstab, dafiir markieren wir einen
weiteren Punkt P, dem Abstand von O zu P geben wir den Wert 1. Damit sind wir
in der Lage, jedem Punkt den Abstand zu O zuzuordnen. Physikalisch kénnen wir uns
das so vorstellen, dass wir einen Faden von O nach P spannen, unser Maf3band. Wenn
wir dieses Malband an P anlegen, erreichen wir den Punkt, dessen Abstand zu O wir
2 nennen wollen. Halbieren wir den Faden (falten ihn in der Mitte) und legen ihn an
O an, so erreichen wir den Punkt mit Abstand 1/2. Durch immer genaueres Abmessen
konnen wir (zumindest im idealisierten Raum) jedem Punkt eine reelle Zahl zuordnen,
wobei negative Zahlen Punkte auf der zu P entgegengesetzten Seite bezeichnen.

0o 1/2 1 2

(0] P

Damit haben wir unser Ziel erreicht, den eindimensionalen physikalischen Raum (bzw.
Anschauungsraum) in eine algebraische Struktur zu iibersetzen. Geometrische Operatio-
nen, wie das Verschieben oder das Aneinanderlegen von Strecken, kénnen wir mit Hilfe
der auf R definierten Addition in algebraische Operationen iibersetzen.

Diese Algebraisierung der Geometrie kénnen wir in hoheren Dimensionen fortsetzen. Be-
trachten wir zwei Dimensionen. Wieder markieren wir einen Ursprung O. Wir markieren
einen weiteren Punkt P; und kénnen dann wie im obigen Beispiel eine Gerade durch re-
elle Zahlen beschreiben. Dies ist offenbar nicht genug, und wir fithren einen weiteren
Punkt P, ein (der nicht auf der durch O und P; bestimmten Geraden liegt). Damit
definieren wir eine weitere Gerade durch O und P, und wir kénnen auch Punkten auf
dieser Gerade eine Zahl zuordnen (wobei wir im Moment keine Aussage dariiber machen
wollen, ob der physikalische Abstand zwischen O und P; etwas mit dem physikalischen
Abstand zwischen O und P, zu tun hat).

Um auch anderen Punkten Zahlen zuordnen zu kénnen, nutzen wir aus, dass wir in
der Geometrie den Begriff der Parallelitdt haben, wir also sagen kénnen, wann zwei
Geraden parallel sind. Das ist aus dem physikalischen Raum her anschaulich, wobei
auch klar ist, dass man hier idealisiert und die Erfahrung, die man auf endlichem Raum
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mit endlicher Messgenauigkeit gewonnen hat, stillschweigend auf den unendlichen Raum
ausdehnt (und in der Tat wird in der Allgemeinen Relativitétstheorie der Raum nicht
mehr durch eine flache Geometrie beschrieben). Das soll uns hier nicht davon abhalten,
die Geometrie im zweidimensionalen Anschauungsraum voranzutreiben, aber man sollte
sich immer dariiber klar werden, welche Annahmen bzw. Idealisierungen man macht.

Mit dem Begriff der Parallelitdt kénnen wir wie folgt vorgehen

7
7
/
7

Zu einem Punkt @ der Ebene zeichnen wir die zwei Geraden, die parallel liegen zu
den beiden Geraden, die durch O und P; und durch O und P, festgelegt sind. Den
Schnittpunkten ;1 und @9 kénnen wir auf gewohnte Weise jeweils eine reelle Zahl, x;
und x2, zuordnen. Damit haben wir eine eindeutige Zuordnung zwischen Punkten auf
der Ebene und reellen Zahlenpaaren gewonnen, die wir Koordinaten nennen. Unsere
Algebraisierung fiihrt also zu einer Identifikation zwischen der Ebene und dem

R?:=RxR={(%)]|z,z € R}, (2.1)
wobel wir die Koordinaten in diesem Fall senkrecht anordnen wollen.

Auch geometrische Operationen wollen wir in algebraische Operationen iibersetzen. Ein
Punkt @ mit dem Zahlenpaar (& ) definiert eine gerichtete Strecke Oﬁ von O nach Q.
Durch Parallelverschiebung kénnen wir diese Strecke an jedem beliebigen Punkt P anset-
zen lassen, wobei der Endpunkt jetzt einen neuen Punkt P’ definiert. Diese mit Hilfe der
Strecke O@ definierte Operation, P — P’, hat folgende algebraische Charakterisierung:
Hat der Punkt P die Koordinaten (%} ), so hat der Punkt P’ die Koordinaten (i;ig; )
Das Anlegen von gerichteten Strecken entspricht der natiirlichen additiven Struktur auf
R?, die wir gleich allgemeiner fiir R™ definieren wollen.
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Definition 2.1. Wir nennen die durch

T Y1 1+ Y
+:R"xR" - R", Sl ] = : (2.2)
Tn Yn Tn + Yn

definierte Verkniipfung die Addition von reellen n-Tupeln.

Die gerichteten Strecken bzw. die zugehorigen reellen n-Tupel wollen wir auch Vektoren
nennen; die obige Verkniipfung heifit dann auch Vektoraddition.

[ Satz 2.1. (R",+) ist eine abelsche Gruppe. j

Beweis. Der Beweis sei Thnen {iberlassen. O

0
Das neutrale Element 0 = < : ) nennen wir auch Nullvektor.
0
Reelle Zahlen kénnen wir auch multiplizieren. Welche Bedeutung hat dies geometrisch?
Schon im eindimensionalen Fall haben wir diskutiert, wie wir einer Strecke die doppelte
Strecke oder auch die halbe Strecke zuordnen konnen. Dies lasst sich erweitern auf eine

beliebige Skalierung einer Strecke unter Beibehaltung der Richtung.

Zuriick zur Ebene: Bezeichnet ({3) die Strecke von O nach Q, so bezeichnet (ig;) die

mit A € R skalierte Strecke (mit gleichem Ursprung). Einem negativen A\ ordnen wir die
entsprechend an O gespiegelte Strecke zu.

Damit haben wir eine Operation eingefiihrt, die wir gleich auf R™ verallgemeinern wollen.

Definition 2.2. Die durch

CRxR"—=R", A | := " (2.3)

Tn, ATy,

definierte Operation nennen wir Skalarmultiplikation.

Ein paar Eigenschaften folgen direkt aus den Eigenschaften der Addition und Multipli-
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kation von reellen Zahlen:

Vi pneR, veR :(/\\—t/u)-v:()\-v)\—i/—/(/\-v) (2.4)
+in R + in R™
VAeR, v,weR :/\-(vvw):()\'v)\—i/—/(/\-w) (2.5)
+ in R™ + in R™
VAipeR, veR": X (up-v)=0A-p)-v (2.6)
Vo e R": l-v=w (2.7)
Vv e R": 0 -v= _0 (2.8)
~~ ~
reelle Zahl 0 Nullvektor
Vv e R": (—=1)-v=—v. (2.9)

Bemerkung

Wir bezeichnen den Nullvektor mit dem gleichen Symbol 0 wie die reelle Zahl 0, in der
Physik findet man auch manchmal die Notation 0. Die Addition in R” und in R bezeich-
nen wir beide mit dem gleichen Symbol +, und auch die Multiplikation in R und die
Skalarmultiplikation auf R™ werden mit dem gleichen Symbol - gekennzeichnet. Das ver-
einfacht einerseits die Notation und ist andererseits praktisch, da die Eigenschaften
und die gleiche Form wie ein Distributivgesetz bekommen. Man sollte sich dennoch
immer bewusst sein, was +, - oder 0 im Kontext jeweils bedeuten.

Wir werden auch manchmal das Symbol - fiir die Skalarmultiplikation ganz weglas-
sen, und wir wollen die IThnen vertraute Konvention einfiihren, dass die multiplikative
Operation vor der additiven Operation ausgefiithrt wird, sodass wir ein paar Klammern
weglassen kénnen; wir schreiben z.B. Av + w statt (A - v) + w.

Die Skalarmultiplikation erlaubt es, den geometrischen Begriff der Gerade in ein alge-
braisches Konzept zu tibersetzen.

Definition 2.3. Seien v,t € R? und t # 0. Dann nennen wir
Goi={weR*|NcR:w=v+ -t} =0v+R-t (2.10)

eine Gerade durch v mit Richtungsvektor t.

Haben wir die geometrischen Objekte algebraisiert, konnen wir auf rein algebraischem
Wege Aussagen iiber diese Objekte ableiten. Diese Aussagen kénnen wir dann wieder
geometrisch interpretieren. In der Physik muss man die so erhaltenen Aussagen dann
natiirlich wieder an der Beobachtung uberpriifen, es konnte ja sein, dass wir bei der
Formalisierung zu unvorsichtig waren bzw. bei der Idealisierung zu iibereifrig.

Wir wollen jetzt folgende geometrisch sehr offensichtliche Aussage rein algebraisch be-
weisen:
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Satz 2.2. Sind vy, vs € R? verschiedene Punkte, so gibt es genau eine Gerade durch
v1 und vy.

Beweis. v1 und vy liegen auf der Geraden Gy, yy—v,, denn v; = v; + 0 - (v2 — v1) und
vg =v1+1:(v2 —v1).

Sei G eine weitere Gerade durch vy und v, d.h. es gibt A;, Ay € R mit v1 = v+ Ay - ¢,
vy = v+Ag-t, also auch v1 —vy = (A1 —A2)-t und damit t = p-(ve—wv1) mit u = 1/(Aa— A1)
(da v1 und vy verschieden sind, ist A\; — Ag # 0).

Sei v+ A -t ein beliebiges Element von G, ;. Dann gilt (man beachte, dass v = v1 — Ay - t)
vEAt=vi+ A=) t=v1+ A=A (v2 —v1) € Goyvp—o; - (2.11)

Sei andersherum v; + A - (v2 — v1) ein beliebiges Element von Gy, yy—v, . Dann ist
1 A
vl—i—)\-(vg—vl) = (’L)—F/\l't)—i-)\'ﬁ-tzv-i- (/\1+M> 'tGGv,t. (2.12)
Damit gilt also Gyt = Gy wg—v; - O

Diese Aussage gilt natiirlich analog in jedem R".

Nachdem wir uns eine Weile mit der (algebraischen) Ebene beschéftigt haben, wenden
wir uns jetzt dem dreidimensionalen Raum zu. Wie vorher wahlen _v_vg ei_n_eil Ursprun
O und nun drei Punkte P, P, P3, sodass die Geraden durch OP;, OP; und OP;3
die Koordinatenachsen werden. Hierbei miissen wir nicht nur darauf achten, das diese
Geraden nichiiﬂgerein%ar liegen, sondern auch, dass z.B. die Gerade durch O Pj nicht
in der durch OP; und OP, definierten Ebene liegt.

Auf analoge Art wie vorher ordnen wir einem Punkt @ drei reelle Zahlen zu, seine
xX
Koordinaten (ié) Dazu verschieben wir die durch OP5 bestimmte Gerade so, dass sie

durch @ lauft. Sie schneidet dann die durch 0—131> und O—Pz> festgelegt Ebene in einem
Punkt )12, dessen Koordinaten in der Ebene 21 und x5 sind. Die Strecke ()12() wiederum
ist parallel zu OP3 und kann daher auf die durch OP; laufende Gerade verschoben
werden mit O als Startpunkt. Dem Endpunkt wird dann die Koordinate xg zugeordnet.
Die folgende Illustration soll das verdeutlichen:
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P

T3 Q

Damit ist der dreidimensionale Raum mit R3 identifiziert.

Zusétzlich zu Geraden kénnen wir nun auch Ebenen im R? einfiihren.

Definition 2.4. Seien v,t1,to € R3 mit t; # 0, to # 0 und t; und ty nicht parallel
(d.h. es gibt kein A € R mit t1 = At2). Dann nennen wir

Ev,tl,tg = {w | A, eR: w=v+ M\t + /\th} =v+R-t1 +R-ty (2.13)

die durch t1 und ty aufgespannte Ebene durch v.

-

Wir bemerken in der Definition einige Verrenkungen, die richtigen Forderungen an ¢; und
to zu stellen, damit wirklich eine Ebene herauskommt und keine Gerade oder womoglich
nur ein Punkt. Wir wollen, dass die Vektoren unabhéngige Richtungen definieren, und
in der Tat nennt man zwei Vektoren, von denen keiner ein reelles Vielfaches des anderen
ist, linear unabhingig.

Auch wenn unsere Anschauung bei vier- oder hoherdimensionalen Rdumen versagt, so
spricht in der algebraischen Beschreibung nichts dagegen, auch den R*, den R® usw.
zu betrachten. Im R* konnen wir dann — neben Geraden und Ebenen — auch drei-
dimensionale Unterrdume betrachten. Diese werden nun durch drei Vektoren %, to, t3
bestimmt, die wieder unabhéngige Richtungen beschreiben sollen: Keiner der Vektoren
soll in der durch die anderen aufgespannten Ebene liegen.

Angenommen, dies ist nicht gegeben und z.B. t3 liegt in der durch ¢; und ¢, aufgespann-
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ten Ebene (durch O). Dann gibt es A1, A2, sodass
t3 = Aty + Aaoto . (2.14)

Einen Ausdruck der Form Ait; + Aote nennt man Linearkombination der Vektoren
t1 und t9. Die Vektoren ti, to, t3 definieren also unabhéngige Richtungen, wenn sich
keiner der Vektoren als Linearkombination der anderen schreiben ldsst. Den Satz der
Vektoren 1, t2, t3 nennt man dann linear unabhingig und in dieser Form lasst sich
lineare Unabhéngigkeit auch fiir beliebig viele Vektoren in beliebigen Rdumen R defi-
nieren: FEin Satz von Vektoren ist linear unabhéngig, wenn sich keiner der Vektoren als
Linearkombination der anderen ausdriicken l&sst.

Wir wollen die Definition in etwas anderer Form (&quivalent, aber einfacher anzuwenden)
festhalten:

Definition 2.5. Eine Familie (v1,...,vy) von Vektoren im R™ heifit genau dann )
linear unabhdngig, wenn die Gleichung

AMU1+ .o+ AU, =0 (2.15)

nur die Lésung A\ = --- = Ay, = 0 hat. Sie heifsit linear abhdngig genau dann,
wenn es auch eine andere Losung gibt.

J

Definition 2.6. Ein Vektorv € R™ heifst Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, 6\
R™ genau dann, wenn es Koeffizienten A1, ..., A+ € R gibt mit v = Ajvi+...+\v, =
T Aiv;.
i=1 "Y1

Bemerkung

in einer linear abhéngigen Familie (vy, ..., vy, ) ldsst sich mindestens einer der Vektoren
v; als Linearkombination der anderen ausdriicken: Sei (A1,...,A,) eine nichttriviale
Losung von A\jvi + ...+ Apvy, = 0, d.h. mindestens ein \; ist von Null verschieden.
Dann ist

1
V; = BV (Mo + .o+ Nc1im1 F N1V o At (2.16)

also ist v; eine Linearkombination der anderen Vektoren.
Ist andersherum ein Vektor (z.B. v;) eine Linearkombination der anderen, vy = uove +

oo+ U, dann folgt (—1) - v1 + pove + ... + vy, = 0, d.h. die Vektoren sind linear
abhéngig nach der obigen Definition.

Das bedeutet auch, dass die Definition linearer Unabhéngigkeit mit unserer ersten Cha-
rakterisierung (,keiner der Vektoren ist eine Linearkombination der anderen) tiberein-
stimmt.

Wir werden den Begriff der linearen Unabhéngigkeit spater bei der Behandlung allge-
meiner Vektorrdume noch einmal aufgreifen.
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In diesem ersten Abschnitt dieses Kapitels haben wir gesehen, wie wir zum einen die
anschaulich vertraute Geometrie in algebraische Konzepte iibersetzen kénnen, und wie
wir zum anderen mit Hilfe dieser Konzepte spielend Rdume beliebiger Dimension erfassen
koénnen, wo unsere Anschauung typischerweise versagt. Wir werden jetzt diskutieren, wie
wir weitere geometrische Konzepte in algebraische iibersetzen konnen.
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2.2 Abstande und Winkel: Skalarprodukt

Wir haben im letzten Abschnitt den Anschauungsraum mit dem R” identifiziert; dabei
haben wir ausgenutzt, dass wir Strecken parallel verschieben kénnen. Wir kénnen aber
noch mehr: Insbesondere kénnen wir Strecken auch drehen und damit kénnen wir Ab-
stande in verschiedenen Richtungen miteinander in Beziehung setzen. Wir konnen dann
z.B. in der Ebene nach Wahl von O und P; verlangen, dass P, den gleichen Abstand
zu O hat wie P;. Wir kénnen sogar verlangen, dass O P, senkrecht auf O—Pl> steht, bei-
spielsweise kénnen wir fordern, dass P, gleichen Abstand hat zu P; und zu dem an O
gespiegelten P;. Wir erhalten dann ein rechtwinkliges, normiertes Koordinatensystem.

O x2 Pl_

Aus der Schule wissen Sie auch, wie in einem so gewéhlten Koordinatensystem der Ab-
stand r eines Punktes () mit Koordinaten (z1,z3) vom Ursprung O bestimmt wird,
namlich mit Hilfe des Satzes von Pythagoras:

r? =22 + 23, (2.17)

Das funktioniert analog im dreidimensionalen Raum:

r? =23 +ri, (2.18)

) 2 _ 2., .2
T12 = I + 1'2 (219)
— r? =23 4 22 + 22 (2.20)

Damit haben wir eine weitere Struktur im geometrischen Anschauungsraum definiert:
Wir kénnen Abstdnde zwischen Punkten bestimmen, insbesondere kénnen wir einem
Vektor eine Lénge zuordnen, ein Konzept, das wir gleich auf den R" erweitern:

z1

Definition 2.7. Die Linge (oder Norm) eines Vektors v = ( :

Tn

) € R"™ ist defi-
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niert durch

|lv]| == Zn::v? (2.21)

Eigenschaften der Norm sind

o |[v]] >0und |[v|]|=0 <= v=0

o [[A-vf| = Al [[v]]

o ||v+wl| <|lv|]|+ ||lw|]| (Dreiecksungleichung).
Die ersten beiden sind leicht zu zeigen. Die Dreiecksungleichung ist geometrisch einsich-
tig, wenn man bedenkt, dass ||w|| der Abstand zwischen den Vektoren v und v + w
ist.

[|lwl| v+ w

Noch klarer wird es, wenn wir den Abstand zwischen zwei Punkten im R™ definieren.
Dies ist eine Abbildung d, die je zwei Punkten eine nichtnegative reelle Zahl zuordnet:

d: R" xR" — R, (2.22)
(v, w) = d(v,w) = |Jv —wl]. (2.23)

Ein solcher Abstandsbegriff auf einer Menge wird Metrik genannt.
Aus der Definition und den Eigenschaften der Norm folgt sofort

o d(z,y) =0 <= z=y

o d(z,y) =d(y,x) (Symmetrie)

o d(z,y) <d(xz,z)+d(y,z) (Dreiecksungleichung). o

Wir werden die geometrisch sehr anschauliche Dreiecksungleichung etwas spéter alge-
braisch beweisen.

Bisher haben wir nur iiber Abstédnde gesprochen, aber nicht {iber Winkel. Betrachten
wir zwei n-Tupel x und y, die den Strecken O P und O(Q) entsprechen sollen. Dann stehen

die beiden Strecken senkrecht aufeinander, wenn das von O, P und @) gebildete Dreieck
den Satz des Pythagoras erfiillt.
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7 d(0,2)* +d(0,)* = d(x, ) (2.24)
Y — En:x? + ﬁ:yf = zn:(yz — ;) (2.25)
i=1 i=1 i=1
O = Zf:l(y? — 2x3y; + 7) (2.26)
S = anxz -y = 0. (2.27)
=1

Die durch = und y gegebenen Vektoren stehen also genau dann senkrecht aufeinander,
wenn das sogenannte Skalarprodukt (z,y) Null ist.

Definition 2.8. Die Abbildung
(,): R"xR"—=R (2.28)

(z,y) = (z,y) = Zn: iy (2.29)
=1

heifit das kanonische Skalarprodukt auf R™.

Die Norm ergibt sich aus dem Skalarprodukt als ||z||*> = (z, ).

Aus der obigen Rechnung folgt

(o) = 5 (Il + Iyl = Iy — 1) (2.30)

das Skalarprodukt misst also in gewisser Weise, wie sehr das von x und y definierte
Dreieck vom Satz des Pythagoras abweicht und damit wie sehr der Winkel zwischen z
und y sich vom rechten Winkel unterscheidet.

Wir bemerken folgende Eigenschaften des Skalarprodukts:
e VAe R, Vz,y e R": (Az,y) = A(z,y)
o Vr,y,z € R": (x+y,2) = (2,2) + (y,2)

Zusammen besagen diese Eigenschaften, dass das SKalarprodukt linear ist im ersten
Eintrag. Das Skalarprodukt ist natiirlich auch im zweiten Eintrag linear — das folgt
auch aus der folgenden Eigenschaft

o Vr,y € R": (x,y) = (y,x) (Symmetrie).

Eine Abbildung R™ x R™ — R mit diesen Eigenschaften heiffit symmetrische Biline-
arform. Das kanonische Skalarprodukt ist aulerdem positiv definit, d.h.

o Vz e R\ {0}: (x,z) > 0.

Das Skalarprodukt ist also eine positiv definite symmetrische Bilinearform.
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Spéater werden wir Verallgemeinerungen des kanonischen Skalarprodukts begegnen, die
auch diese Eigenschaften erfiillen.

Fine wichtige Eigenschaft des Skalarprodukts ist die folgende:

[ Satz 2.3 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Vv, w € R"™ : | (v, w)| < |Jv]| - ||w]| - j

Waiéhrend sich die bisher angegebenen Eigenschaften sehr einfach aus der Definition des
kanonischen Skalarprodukts ableiten lassen, ist es bei dieser Ungleichung schwieriger.
Wir werden aber sehen, dass wir fiir ihren Beweis nur die oben aufgelisteten Eigenschaf-
ten benotigen: Linearitat, Symmetrie, Positivitét.

Anstatt diesen Satz direkt zu beweisen, betrachten wir die Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung in einem Spezialfall und beweisen den folgenden Hilfssatz:

Lemma 2.4. Seien v,w € R" mit ||[v|| =1 und ||w|| = 1. Dann gilt

—1<(v,w) <1. (2.31)

Beweis des Lemmas. Das Normquadrat ist nichtnegativ (Positivitit), also

0<|lv—w|?=(w-—wnv—w) (2.32)
= (v,v) — 2 (v,w) + (w,w) (Linearitdt & Symmetrie) (2.33)

=2-2(v,w) (2.34)

= (v,w) < 1. (2.35)

Analog folgt

0<|lv+wl]?=2+2(v,w) (2.36)
= (v,w) > —1. (2.37)
O

Nun folgt der Beweis der allgemeinen Cauchy-Schwarzsche Ungleichung aus dem soeben
bewiesenen Lemma.

Beweis der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. Seien v,w € R™. Ist v = 0 oder w = 0
folgt die Behauptung sofort. Seien also v £ 0 und w # 0, dann fithren wir die normierten

Vektoren v = Wv und W = T Hw ein, fiir die laut dem Lemma gilt

v w

[(6,0)| <1 = (oo )| <1 (238)

0, W U, W .
’ ol Trell /1 =
1 1 . o
ol Tl | (v,w)| <1 (Linearitit) (2.39)
= [,w) | <[] [[w]]. (2.40)
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O]

Bemerkung
Wie wir an der Herleitung sehen, gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir jede
positive symmetrische Bilinearform.

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt fiir v, w # 0:

i< oy (2.41)
[[o]] - [|wl]
v ™, Uber cos = m kann dann ein Winkel 6 definiert wer-
N vl - ||lw
0 Y den, den wir den Vektoren v und w zuordnen (die Zuordnung ist
w eindeutig, wenn man 0 auf das Intervall [0, 7) einschrénkt).

Wir erhalten dann
(v,w) = [|v]| - ||w]| - cosb. (2.42)

Dieser so definierte Winkel stimmt natiirlich mit dem im zwei- bzw. dreidimensionalen
Anschauungsraum definierten Winkel tiberein. Man betrachte zwei Vektoren v, w, dann
gilt fiir das von 0, v und w gebildete Dreieck der Kosinussatz der Trigonometrie:

[lo = wl|[? = [[vll* + [[w][* — 2[[v[|]w]] cos (2.43)

andererseits ist
[lv —wl* = [[v]]* + |Jw]]* - 2 (v,w) . (2.44)

Zu beachten ist aber, dass wir in der Linearen Algebra den Winkel nicht als unabhéngiges
Konzept eingefiihrt haben, somit ist fir uns die Aussage (v, w) = ||v||||w|| cos § kein Satz,
den wir beweisen kénnten, sondern lediglich eine Definition eines Winkels.

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung kénnen wir jetzt die Dreiecksunglei-
chung von weiter oben beweisen:

v+ wl|* = [Jo]|* + [[wl[* + 2 (v, w) (2.45)
< [ol? + [[wll* + 2llvl[[[wll = (o] + [lw]])* (2.46)
= |jv +w|| < |lv]| + ||w]| (die Quadratwurzelfunktion ist monoton).

(2.47)

Jetzt, da wir den Langenbegriff algebraisiert haben, konnen wir fortfahren, geometrische
in algebraische Operationen zu iibersetzen und uns kurz den Drehungen zuwenden.

Eine Drehung (der Einfachheit halber im R?) ist zunéichst eine Abbildung fp : R? — R2,
da sie die Ebene in sich selbst iiberfithrt. Wir wollen Drehungen um den Ursprung
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betrachten, also fp(0) = 0. Die Drehung einer Summe von Vektoren fiihrt zur Summe
der gedrehten Vektoren, also soll gelten

fo(v+w) = fp(v) + fp(w). (2.48)

Die Skalierung vertauscht mit der Drehung: erst drehen, dann skalieren fithrt zum glei-
chen Ergebnis wie erst skalieren und dann drehen, also verlangen wir

fD()\ : U) =X fD(U) . (2.49)

Eine Abbildung mit den gerade angegebenen zwei Eigenschaften heifit lineare Abbil-
dung.

Man kann sich iiberlegen, dass eine lineare Abbildung fp : R?> — R? von der Form

x1 dy1z1 + di222
— 2.50
(@) <d21£€1 + d22$2> (2:50)
mit reellen Koeffizienten d; ; sein muss.

Dies kann man wie folgt einsehen: ({) und () werden durch fp auf bestimmte Vektoren

abgebildet, die wir (g;) und (g;g) nennen wollen. Dann ist aufgrund der Linearitét

fD(<2>) = fp(z1- (é) +x3- <(1)>) (2.51)

= a1+ (é)) iz fD(<(1)>) (252)

_ di1 di2
() (1) .

di1x1 + di2zo
— . 2.54
<d21961 + d22$2> (2:54)

Die Koeffizienten fasst man in einer Matrix (g; g;i) zusammen, d.h. die linearen Ab-

bildungen R? — R? lassen sich durch eine solche Koeffizientenmatrizen charakterisieren,

fp lincar s (j; g;) _p (2.55)

fD(@;)) =D (ﬁ;) , (2.56)

wobei die Wirkung einer Matrix D auf einen Vektor durch
1 di1 di2) (1 di1x1 + diawo
(m) <d21 d22> (J?z) <d21$1 + d22$2> (257)
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definiert ist.

Nun fordern wir, dass die Abbildung fp Lingen und Winkel erhélt:

fiir alle v,w € R?: (fp(v), fo(w)) = (v,w) . (2.58)
Es geniigt, dies fiir die kanonischen Einheitsvektoren e; = () und es = () zu fordern,
dann gilt die Eigenschaft auch fiir alle Vektoren, die aus e; und es kombiniert werden
kénnen (also fiir alle Vektoren im R?).

Wir fordern daher
(fp(e1), fp(er)) = (e1,e1) , (2.59)

also
d
(B IP=N1H)IP=1 = di+d=1. (2.60)
Damit ist |d11] < 1 und es gibt ein @ € R, sodass dq1 = cos . Dann ist d3; = 1 —cos? a =
sin? @ und durch geeignete Wahl von « € [0,27) kénnen wir da; = sin a erreichen.

Ebenso fordern wir

(fp(e2), fp(e2)) = (e2,e2) , (2.61)

also d3,+d3, = 1. Analos zur obigen Diskussion kénnen wir ein reelles 3 € [0, 27) finden
mit deo = cos 3, djg = —sin 8 (die Wahl des Vorzeichens wird sich gleich als praktisch
erweisen).

Nun fordern wir noch
(fp(er), fp(e2)) = (e1,e2) =0, (2.62)

also
di1 - diz +dg1 - daa =0. (2.63)

Setzen wir unsere oben gefundene Parametrisierung durch o und S ein, so erhalten wir
die Bedingung
—cosasin B +sinacos 5 =0. (2.64)

Diese Gleichung hat die Losungen
1. =«
2. f = a£ 7 (das obere Vorzeichen gilt fiir a« < 7, das untere fiir a > 7).

Es gibt also zwei Arten von lingen- und winkelerhaltenden linearen Abbildungen im R?:

sinav  cos«

(1) (cos a) (O) (— sin a)
— | . und —> .
0 sin ar 1 COS &

Dies beschreibt eine Drehung um den Winkel a.

1. D, = <COSO‘ _Smo‘> (0 < a < 27) mit der Wir-

kung
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. cosa  sina .
2. Zweitens, D], = Sina  — cos a) (0 < a < 2m) mit

der Wirkung

1 COS & 0 sin o
= . und — .
(O) (sm 04) (1) <— cos 04)

Dies beschreibt eine Spiegelung an der z1-Achse, ge-
folgt von einer Drehung um a.

Damit haben wir jetzt auch die geometrische Operation der Drehung und der Spiegelung
in die algebraische Formulierung tibersetzt.

Mithilfe des Skalarprodukts konnen wir eine alternative Beschreibung von Geraden an-

geben:
Sind v,s,t € R?, s # 0,t # 0, s und t orthogonal
((s,t) = 0), so ist s

Gor = {u e R?| (s,u—v) =0}, (2.65) t

d.h. wir haben eine Gerade G, statt durch eine Pa-
rametrisierung als Losungsmenge einer linearen Glei-
chung geschrieben.

Den Vektor s, der orthogonal zur Geradenrichtung steht, nennen wir Normalenvektor
der Geraden.

Bemerkung
Ist ||s|| = 1, so nennt man die obige Darstellung einer Geraden im R? die Hessesche
Normalform der Geraden.

Analog lisst sich eine Ebene im R? als Losungsmenge einer linearen Gleichung schreiben:
Seien v, s € R?, s # 0, dann ist

{u e R3| (s,u—v) =0}

eine Ebene durch v. Die Ebene wird aufgespannt von zwei linear unabhéngigen Vek-
toren t1,to € R3, die orthogonal sind zu s, (s,t;) = 0, (s,t3) = 0. Auch hier heiBt s
Normalenvektor der Ebene.

Auch Geraden lassen sich im R? als Losungsraume beschreiben. Wir konnen die Gerade
als Schnittmenge zweier Ebenen realisieren, die wiederum durch zwei (linear unabhéngi-
ge) Normalenvektoren gegeben sind: Sei G, C R? eine Gerade, s1, 53 linear unabhiingige
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Vektoren orthogonal zu ¢. Dann ist

Gor={ueR?| (s1,u—v) =0 und (sg,u—v)=0}. (2.66)

Wir sehen hieran zweierlei: Zum einen kénnen wir geometrische Objekte als Losungs-
rdume linearer Gleichungssysteme beschreiben. Zum anderen kénnen wir versuchen, ge-
gebene lineare Gleichungssysteme geometrisch zu deuten.

Z2
Zum Beispiel
2c1+xr1 =1 (267) T — 29 = 2

Tl — T2 = 2. (268)
Die erste Gleichung beschreibt eine Gera- T
de mit Normalenvektor s; = (%), die zwei-
te eine mit Normalenvektor sy = (1 ); der
Schnittpunkt () gibt die gemeinsame Lo-
sung der beiden Gleichungen an.

201+ 20 =1

Hieran kann man schon den engen Zusammenhang zwischen linearen Gleichungssyste-
men und den einfachen Objekten der Geometrie (Geraden, Ebenen, etc.) erkennen.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden wir diesen Zusammenhang auf bestimmte
quadratische Gleichungen ausdehnen.
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2.3 Kegelschnitte und Quadriken

Betrachten wir statt linearer Gleichungen nun eine einfache quadratische Gleichung im
R?:
2+ 23 =a®. (2.69)

Die Losungsmenge sind alle Vektoren der Lange a, also haben wir einen Kreis mit Radius
a beschrieben.

Betrachten wir stattdessen die Gleichung (a,b > 0)

e i
N

S+2=1. (2.70)

Der Losungsraum ist eine Ellipse mit Halbachsen a und b.

Schwieriger zu entscheiden ist es beispielsweise bei der Glei-
chung 22 — 2125 + 23 = 1. Dies ist wieder eine Ellipse, und

2
zwar mit den Halbachsen @ = /2 und b = \/; , aber diese

Ellipse ist um 45° gedreht. Dies kann man einsehen, indem
man ein um 45° gedrehtes Koordinatensystem einfiihrt:

<$1>:<c9sa —sinoz) <33:1> (2.71)
T9 sina cosa @

R R ANy

-l ) - e

Dann haben wir

1

o} —miwy = o () —ah) — (2] — ) (@] +ah) + (2 +a3)°) (2.73)
1

::é(xf—%3x§), (2.74)

also wird die Gleichung in den neuen Koordinaten zu

12 12
2
%+?—1mm—ﬂﬁ:ﬁ. (2.75)

Die Drehung, die wir angewandt haben, um eine Ellipsengleichung in Standardform zu
erhalten, nennt man auch Hauptachsentransformation.

Weitere geometrische Objekte im R?, die durch eine quadratische Gleichung beschrieben
werden, sind die anderen Kegelschnitte.

Mithilfe der linearen Algebra ldsst sich bei jedem durch eine quadratische Gleichung
beschriebenen Objekt (abgesehen von bestimmten ausgearteten Spezialfillen wie z.B.
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22 + 22 = 0) eine Verschiebung und eine Drehung finden, die das Objekt auf einen der
Standardkegelschnitte zuriickfiihrt.

2 2
Parabel 2?2 — 4axg = 0 Hyperbel % ~72
a? b2

So etwas funktioniert auch im R”, allgemein nennt man Objekte, die durch eine quadra-
tische Gleichung in den Koordinaten beschrieben sind, Quadriken.

Die in der Geometrie so niitzlichen und anschaulichen Hauptachsentransformationen
spielen aber auch in abstrakten Rdumen (wie z.B. in der Quantenmechanik) eine wichtige
Rolle. Wir werden sie spéter genauer diskutieren. Dafiir ben6tigen wir aber erst einmal
weiteres Riistzeug, das wir uns in den néchsten Kapiteln zulegen wollen. Vorher aber
noch eine kurze Zusammenfassung von dem, was Sie aus diesem Kapitel mitgenommen
haben sollten:
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Zusammenfassung Kapitel [2]

Sie haben eine Vorstellung bekommen, warum wir Geraden, Ebenen und den drei-
dimensionalen Raum mit den algebraischen Objekten R, R? und R? identifizieren
und wieso eine Verallgemeinerung auf den R™ sinnvoll ist.

Sie wissen, was die Vektoraddition ist und kénnen Sie geometrisch deuten. Ahnli-
ches gilt fiir die Skalarmultiplikation.

Sie haben eine Vorstellung davon, was lineare Unabhéngigkeit bedeutet und kénnen
die Definition angeben.

Sie kennen die Definitionen vom kanonischen Skalarprodukt und von der Norm und
ihre wichtigsten Eigenschaften (Dreiecksungleichung, Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung, ...) und kénnen damit rechnen.

Sie haben verstanden, wie eine Drehung im R? mittels einer Matrix implementiert
werden kann.

Sie kénnen die Orthogonalitdtsbedingung fiir zwei Vektoren angeben und kdnnen
Geraden im R? und Ebenen im R? durch ihre Normalenvektoren beschreiben.

Sie haben einen Eindruck vom Zusammenhang zwischen geometrischen Objekten
und Losungsrdumen von Gleichungen bekommen, z.B. im R3:

— lineare Gleichung <— Gerade

— quadratische Gleichung +— Kegelschnitt
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3 Vektorraume

3.1 Aligemeine reelle Vektorraume

Im letzten Kapitel haben wir die Raume R"™ untersucht. Wir wollen die dort beobachteten
Strukturen nach und nach abstrahieren. Zunéchst haben wir uns mit den Strukturen
beschéftigt, die durch Vektoraddition und Skalarmultiplikation beschrieben werden. Wir
wollen nun allgemeine reelle Vektorrdume definieren als Mengen, auf denen genau solche
Strukturen (mit den entsprechenden Eigenschaften) gegeben sind.

Wir fihren also folgende Definition ein:

Definition 3.1. Fin Tripel (V,+,-) bestehend aus einer Menge V, einer Verkniip- )
fung +:V xV =V (genannt Addition), und einer Abbildung - : R x V.— V heifit

reeller Vektorraum genau dann, wenn folgende Aziome gelten:

1. (V,+) ist eine abelsche Gruppe (das neutrale Element 0 € V' nennen wir Null-
vektor).

2. a)VApeRveV: X-(u-v)=Au)-v
b) YweV: l-v=v

3. a)VAeRv,weV: X-(v+w)=A-v+A-w
b) VA peR: A+p)-v=Av+p-v

Bemerkung
Wir haben die (acht) Axiome wieder in drei Gruppen eingeteilt:

1. Eigenschaften von +.
2. Vertraglichkeit der Skalarmultiplikation mit der Multiplikation auf R.

3. Vertréglichkeit der Skalarmultiplikation mit der Addition auf R und der Addition
auf V.

Warum haben wir die Bedingung 1-v = v zu Punkt 2 sortiert? 1 ist das neutrale Element
der Multiplikation in R, und es z&hlt daher auch zu den Vertraglichkeitsbedingungen, wie
sich die ausgezeichneten Elemente von R mit den neuen Strukturen verhalten. Warum
hat man dann nicht auch z.B. 0-v = 0 gefordert? Wie wir jetzt sehen werden, folgt diese
Eigenschaft schon aus den anderen Axiomen:
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[ Satz 3.1. Sei (V,+,-) ein reeller Vektorraum. Fir alle v € V gilt dann 0-v = 0. ]

Beweis. Es gilt

0-v=(0+4+0) v (3.1)
=0-v+0-v.
Durch Addition von —(0 - v) folgt
0=0-v (3.3)
O

Geht das nicht auch fiir 1-v = v? Folgt diese Bedingung vielleicht auch aus den anderen
sieben Axiomen? Versuchen wir mal, es daraus abzuleiten:

Angenommen 1 - v # v. Multiplikation mit 1 liefert

1-(1-v)#1-v (3.4)
= (1-1)-v#1-v (3.5)
= 1-v#1-v Widerspruch! (3.6)

Wo ist der Fehler? Gleich im ersten Schritt: Aus v # w kénnen wir nicht 1-v # 1w
schliefen, solange wir nichts tiber die Eigenschaften der Multiplikation mit 1 wissen.
Wenn wir allerdings voraussetzen, dass v — 1 - v injektiv ist, dann ist der obige Schluss
erlaubt. Ohne diese Extra-Annahme miissen wir 1-v = v aber bei den Axiomen belassen.

Jetzt, wo wir die Eigenschaften von + und - aus dem R™ abgekupfert haben, kénnen wir
uns fragen, ob es aufler dem RR"™ weitere interessante Beispiele fiir Vektorrdume gibt.

Beispiel 3.1.

e Sei X eine Menge, V.= Abb(X,R) die Menge der Abbildungen von X nach
R. Dann ist (V,+,-) ein reeller Vektorraum, wenn + und - folgendermaflen
definiert werden:

+:VxV =V
(fi9) = f+g mit (f +g)(z) = f(z)+g(x)
RxV >V
A ) = A f mit (A f)(z) == Af(x)
Der Nullvektor ist die konstante Abbildung auf 0 : 0(x) = 0.
o Seil ={(a1,as,...|a; € R} die Menge der reellen Folgen. Mit der Addition
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der Komponenten, bzw. Multiplikation der Komponenten mit einer reellen Zahl
wird | zu einem reellen Vektorraum.
Bemerkung

Auf Abb (X, R) ist auch eine multiplikative Verkniipfung definiert, indem das Produkt
zweier Funktionen Gber das Produkt der Funktionswerte definiert wird,

(f-9)(x) = f(z) g(x) . (3.7)

Damit wird (Abb (X,R),+,-) ein Ring mit Eins (das neutrale Element beziiglich der
Multiplikation ist die konstante Abbildung = +— 1). Beachten Sie, dass - hier in zwei Be-
deutungen auftritt: als innere Verkniipfung und als Skalarmultiplikation. Finen Ring, der
gleichzeitig ein reeller Vektorraum ist (mit entsprechenden Vertréiglichkeitsbedingungen
— die Ringmultiplikation soll bilinear sein) nennt man eine reelle Algebra.

Oft kommt man in die Situation, bestimmte Teilmengen eines Vektorraums zu betrach-
ten, beispielsweise die Menge aller reellen Funktionen auf R, die eine vorgegebene Glei-
chung l6sen. Dann stellt sich die Frage, ob diese Teilmenge mit den vererbten Strukturen
wieder ein Vektorraum ist. Dies fithrt zum Begriff des Untervektorraums:

Definition 3.2. Sei (V,+,-) ein reeller Vektorraum. Eine Teilmenge W C V' heifst )
Untervektorraum von V genau dann, wenn

1. W#g
2.Vz,yeW :z+yeW
S NreWAeR: A-xeW .

-

Wir fordern also, dass die beiden Strukturen, + und -, sich auf W einschrianken lassen
und wir nicht z.B. bei der Addition zweier Elemente von W auflerhalb von W landen.
Aulerdem fordern wir, dass W nicht leer ist, sonst gidbe es in W auch kein neutrales
Element 0 und W koénnte kein Vektorraum sein. So aber gilt:

Satz 3.2. Sei (V,+,-) ein reeller Vektorraum und W ein Untervektorraum von V.
Dann ist (W, +,-) mit den auf W eingeschrankten Operationen + und - ein reeller
Vektorraum.

Beweis. Wir miissen die Vektorraumaxiome iiberpriifen. Die meisten sind offensichtlich
erfiillt, da wir wissen, dass + und - die Eigenschaften haben, die (V| +, -) zum Vektorraum
machen. Die einzigen Axiome, bei denen es nicht sofort klar ist, sind die Existenzfor-
derungen: Existenz eines neutralen Elements und zu jedem w € W die Existenz eines
inversen Elements —w € W.

Sei w € W (da W # &, gibt es mindestens ein Element). Dann ist 0 - w € W (Abge-
schlossenheit von W beziiglich der Skalarmultiplikation). Wie wir vorhin gesehen haben,
ist 0-w =0, also 0 € W, somit gibt es in W ein neutrales Element.
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Andererseits ist auch (—1) - w € W und es gilt
() w+w=(-1) - w+l-w=(-14+1)-w=0-w=0, (3.8)

also ist —w = (—1)-w € W. Mit w ist also auch das inverse Element —w in W enthalten.

O

~

Beispiel 3.2.
o In jedem reellen Vektorraum (V,+,-) sind {0} und V' Untervektorriume.

e FEine Gerade G, im R"™ (t # 0) ist ein Untervektorraum genau dann, wenn
0 € Gy, wenn also die Gerade durch 0 geht. Wenn 0 € Gy, dann gibt es ein
AER mitv=MX-t, also ist

Gui=R-t={u-t|peR}. (3.9)
Gt ist nicht leer und offensichtlich abgeschlossen beziiglich Addition und Ska-

larmultiplikation.

Das Gleiche gilt auch fiir eine Ebene R -t1 + R - to durch 0 und allgemeiner
fir die Menge aller Linearkombinationen gegebener Vektoren ty, ..., tp,.

o Wir betrachten eine Teilmenge von Abb(RR),
U={qgec Abb(R,R) | ¢ zweimal differenzierbar und G = —w?q}, (3.10)

wobei wir q als zeitabhingige Ortskoordinate, t — q(t), interpretieren wollen
und § stellt die zweite Ableitung von q nach der Zeit t dar. U ist also die
Liosungsmenge der Bewegungsgleichung, die die Schwingung einer Masse an
einer Feder beschreibt. Statt uns nun konkret auf die Suche nach Lésungen zu
begeben, wollen wir die Struktur von U untersuchen; in der Tat kénnen wir
einsehen, dass U ein Untervektorraum von (Abb(R,R),+, ) ist:

— U ist nicht leer, da t — 0 die Gleichung ldst.
— U ist abgeschlossen beziiglich + und -, da mit ¢ und p auch ¢q+p und \-q

zweimal differenzierbar sind und

(q+p) +w?(q +p) = (G +wq) + (5 + w?p), (3.11)
——

zweite Zeitableitung von (q+p)

also ist ¢ + p eine Losung, wenn q und p Lésungen sind. (Genauso ist
A - q eine Losung, wenn q eine Losung ist.)
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Der Grund dafiir, dass die Lésungsmenge U ein Untervektorraum ist, liegt dar-
in, dass die Gleichung linear in q ist; wirde beispielsweise ein quadratischer
Term ¢* in der Gleichung auftreten, wéire die Losungsmenge kein Untervek-
torraum.

Wenn wir mehrere Untervektorrdume des gleichen reellen Vektorraums betrachten, kon-
nen wir fragen, ob wir aus diesen Untervektorrdumen neue konstruieren kénnen.

Satz 3.3. Sei (V,+,-) ein reeller Vektorraum und Uy, Uy Untervektorrdume. Dann
gilt:

o U1 NU;y ist ein Untervektorraum.

o Uy +Us={us +ug | us € Up,ug € Us} ist ein Untervektorraum.

Bevor wir diesen Satz beweisen, kénnen wir versuchen, uns anschaulich klar zu machen,
was diese Operationen bewirken. Stellen wir uns beispielsweise zwei Ebenen durch 0 im
R?3 vor. Die Schnittmenge ist — sofern die Ebenen nicht gleich sind — eine Gerade durch
0, also wieder ein Untervektorraum.

Stellen wir uns andererseits zwei verschiedene Geraden G; und Gy durch 0 vor. Ihre
Summe G1 + G9 besteht aus allen Vektoren, die als Summe zweier Vektoren aus G und
(9 schreibbar sind: Das Resultat ist die von G; und G9 aufgespannte Ebene durch 0,
wieder ein Untervektorraum.

Die Vereinigung zweier Untervektorrdume ist dagegen typischerweise kein Untervektor-

raum. Seien z.B. G1 = G, und G2 = Go ¢, die Geraden durch 0 im R? mit Richtungs-
vektoren e; = (}) und ez = (9). Dann sind insbesondere e; und ey in G; U G, aber
e1 + eo nicht.

Aber nun zum Beweis.

Beweis.
1. Da 0 € Uy und 0 € Us, ist 0 € Uy N Us, also ist U; N Us nicht leer.

Seien u,v € Uy NUs,, also u,v € Uy und u,v € Us. Da Uy und Us Untervektorrdume
sind, gilt auch u+v € U; und u + v € Us, also u + v € Uy NUs, d.h. Uy N Us ist
abgeschlossen beziiglich der Addition.

Seien A € R und v € U; NUs, also u € Uy und u € Us. Da U; und Us Untervek-
torraume sind, gilt A-u € Uy und A - u € Uy, also A - u € Uy NUs. Uy N Us ist also
auch abgeschlossen beziiglich der Skalarmultiplikation.

2. Ui + Uy ist nicht leer, da 0 € U; und 0 € Us und somit 0 =0+ 0 € Uy + Us.

Seien u,v € Uy 4+ Us, also gibt es u1,v1 € Uy und ug, v € Us mit u = u1 + ue und
v = v1 + v9. Dann ist

u+v= (U1 —|—U2)—|—(U1 —|—U2) = (U1 +U1)+(U2—|—U2) e Uy +U,, (3.12)
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3. VEKTORRAUME

also ist Uy 4+ Uy abgeschlossen beziiglich der Addition.

Seien A € R und v € Uy + Us mit u = uq + usg, w1 € Uy und ug € Us. Dann ist
)\"UJ:A'(Ul—FUQ):)\'Ul—I—)\'UQ€U1+U2, (3.13)

also ist U; + Uy abgeschlossen beziiglich der Skalarmultiplikation.
O

Noch einmal zum Begriff der Linearkombination. Diesen hatten wir im R eingefiihrt,
er kann aber analog in beliebigen Vektorrdumen formuliert werden. Da allgemeinere
R&ume unendlich viele unabhéngige ,,Richtungen“ haben kénnen, wollen wir den Begriff
der Linearkombination fiir beliebige, moglicherweise unendlich grofie Familien definieren.

Definition 3.3. Sei (V,+,-) ein reeller Vektorraum und (v;)icr eine Familie von
Vektoren in V' mit einer beliebigen Indexmenge I. Dann heifst v € V' Linearkom-
bination von (v;)ier, wenn es endlich viele i,... iy, € I gibt und reelle Zahlen
Al,...,)\m mat

V=10 A g, (3.14)

m darf dabei auch Null sein, und die Summe von 0 Elementen ist dann als 0 definiert. Die
leere Familie I = @ hat somit genau eine Linearkombination, ndmlich den Nullvektor.

N
Definition 3.4. Fir eine Familie (v;);cr von Vektoren in einem reellen Vektorraum
(V,+,-) nennen wir

spang (vi)ier = {v € V' | v Linearkombination von (v;)ier} (3.15)

den von (v;)icr aufgespannten Raum. Den Index R lassen wir meist weg.

Bemerkung
e span (v;)ier C V ist ein Untervektorraum.
e Ist W C V ein Untervektorraum und gilt Vi € I : v; € W, so ist span (v;);er C W.

Also ist span (v;);er der kleinste Untervektorraum von V', der alle v; enthélt.

Beispiel 3.3.

o Fir einen Vektort € R", t # 0, ist span(t) = R-t = Go, die Gerade durch 0
mit Richtungsvektor t.

o Wir betrachten wieder den Vektorraum [ der reellen Folgen und darin die Vek-
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toren
el = (1,0,0,0, .. ) (3.16)
ey = (O, 1,0,0,.. ) (3.17)
e3 = (0,0, 1,0,.. ) (3.18)

Der Untervektorraum, der von der Familie (e;)ien aufgespannt wird, ist dann

lo={(a1,a2,...) | a; € R, nur endlich viele a; # 0} . (3.19)

J

Statt sich zu iiberlegen, welcher Untervektorraum von einer gegebenen Familie erzeugt
wird, kann man sich bei einem gegebenen Raum auch fragen, was ein geeigneter Satz von
Vektoren ist, der diesen Raum aufspannt. Man ist hierbei vor allem an einem moglichst
kleinen Satz interessiert, um den Raum effizient beschreiben zu kénnen. Beispielsweise
bilden e; = ({) und ez = () einen geschickten Satz, um den R? aufzuspannen: Mehr
Vektoren benétigt man nicht, aber weglassen kann man auch keinen. Man sagt, (e1, e2)
bilden eine Basis des R?. Anscheinend ist es ungeschickt, eine Familie von Vektoren
zu betrachten, die linear abhéngig ist, denn das bedeutet ja gerade, dass sich wenigs-
tens einer der Vektoren durch die anderen ausdriicken ldsst und damit iiberfliissig ist.
Aus diesem Grund werden wir uns, bevor wir uns genauer mit dem Begriff der Basis
beschéftigen, noch einmal dem Konzept der linearen Unabhéngigkeit zuwenden.

Wir verallgemeinern die bisherige Definition auf eine beliebige (moglicherweise unendli-
che) Familie von Vektoren in einem beliebigen Vektorraum V.

Wir werden von jetzt an der Einfachheit halber statt (V,+,-) nur noch V' schreiben; es
sollte aber trotzdem klar sein, dass zu einem Vektorraum immer eine Addition und eine
Skalarmultiplikation gehoren.

Vs

Definition 3.5. Eine endliche Familie (v1,...,v,) von Vektoren in einem reellen
Vektorraum V' heifst linear unabhdngig genau dann, wenn gilt: Sind A1,..., A\, €
R und ist

AMvi+-oF+ A v, =0, (320)

so folgt Ay =0,..., A\, =0.

Eine beliebige Familie (v;);cr heifit linear unabhdngig genau dann, wenn jede
endliche Teilfamilie linear unabhdngig ist. (Dabei wird die leere Familie auch als
linear unabhdngig angesehen.)

Es stellt sich die Frage, wie man die lineare Unabhéngigkeit in der Praxis iiberpriift.
Offenbar muss man Aussagen iiber die Losungen der entsprechenden Gleichung fiir die
A; machen kénnen. Das werden wir uns im folgenden Abschnitt am Beispiel des R™
genauer ansehen.
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3.2 Ein Exkurs iiber lineare Gleichungssysteme

Seien n Vektoren vy, ..., v, im R™ gegeben. Wir benennen die reellen Komponenten mit
ai;j, wobei j = 1,...,n die Vektoren kennzeichnet und ¢ = 1,...,m die Koordinaten des
Rm
a1l Aln
v = o]y Un = : . (3.21)
am1 Amn

Zum Test der linearen Unabhéngigkeit betrachten wir die Vektorgleichung

ail A1n
= A |t [ =0, (3.23)
am1 Amn

die dquivalent ist zum Gleichungssystem

a1 M+ ... +an-A,=0 (324)
Am1 M+ ...+ A An=0. (3.25)
Dies nennt man ein homogenes lineares Gleichungssystem in den Variablen A1, ..., A,:

Linear bedeutet dabei, dass die A\; nur linear auftreten (keine quadratischen Terme etc.),
homogen bedeutet, dass auch keine konstanten Terme auftreten.

Um Aussagen iiber die lineare Unabhéngigkeit machen zu kénnen, miissen wir also solche
homogenen linearen Gleichungssysteme verstehen.

-1
Beispiel 3.4. Zu testen ist, ob die drei Vektoren (%), <22>, (%) linear unabhdngig

sind.

Dies fiihrt zu dem Gleichungssystem

AM— A+ XA3=0 1 (3.26)
3A\1 —2X o 4+4X3=0 I (3.27)
Mo+2\3=0  III (3.28)

Wir ziehen die erste Gleichung mit drei multipliziert von der zweiten ab:

AM— X+ A3=0 1 (3.29)
Ao+ A3 =0 I’ =1I- 381 (3.30)
Mo +203=0  III (3.31)
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Nun ziehen wir die zweite Gleichung multipliziert mit 2 von der dritten ab:

AM—A+A3=0 I (3.32)
A +A3=0 r (3.33)
0=0 IIr=IiI - 2-1I’ (3.34)

Jetzt kénnen wir ganz einfach eine Lésung ablesen. Wir wdhlen A3 = u beliebig,
dann ist

A2 =—A3=—u wegen II’ (3.35)
Al =X — A3 =—2u wegen 1. (3.36)

Die allgemeine Lésung ist damit

)\1 —2/1, -2
l=]| —p|l=p|-1] mtueR, (3.37)
)\3 % 1

wenn wir die Koeffizienten als Vektor schreiben.
Was schlieffen wir daraus?

1. Die Vektoren sind linear abhdngig, denn es gibt nichttriviale Losungen. Setzen
wir p =1, so schlieffen wir, dass gilt

1 ~1 1 0
—2. 3| =1-|=2|+|4]=]0], (3.38)
0 2 2 0

was wir leicht nachrechnen kénnen.

2. Da wir die allgemeine Lisung gefunden haben, sehen wir sofort, dass je zwei
der Vektoren linear unabhdngig sind: Wenn wir z.B. A3 = 0 setzen, folgt sofort
A1 =X =0, d.h. v1 und vy sind linear unabhdngig.

J

Wir wollen nun allgemeine homogene lineare Gleichungssysteme betrachten, d.h. Glei-
chungssysteme von der Form

a1 r1+...+a, x, =0 (3.39)
: 3.40)
Am1 X1+ ...+ Q- T =0, (3.41)

wobei wir die Unbestimmten jetzt x; nennen wollen.

Die Strategie, die wir oben im Beispiel angewendet haben, miissen wir noch begriinden.
Zunéchst machen wir die folgenden elementaren Beobachtungen:
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“\lund b=0 und a =0)"
. 14 - a/:O a:0
2. Sei p € R. Dann gilt: (undb:()) — (und b+ua:0>'

3. Sei p € R\ {0}. Dann gilt: a =0 <= pa =0.
Hierbei sind a und b beliebige Ausdriicke, z.B.
a=ai1x1+...+ amey (3.42)
b= G121 + ...+ QjinTyp - (343)

Das bedeutet, dass wir ein dquivalentes Gleichungssystem erhalten, wenn wir folgende
Operationen durchfiihren:

1. Vertauschung zweier Gleichungen,
2. Addition eines reellen Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen,
3. Multiplikation einer Gleichung mit einer von Null verschiedenen reellen Zahl.

Mit diesen Operationen lassen sich lineare Gleichungssysteme systematisch 16sen. Bevor
wir das allgemeine Verfahren erldutern, wollen wir die Gleichungssysteme noch mit Hilfe
von Matrizen geschickter aufschreiben.

Schon bei der Diskussion von Drehungen im R? hatten wir gesehen, dass wir eine lineare
Abbildung mit der Matrixschreibweise giinstig notieren kénnen. Wir definieren daher
allgemein

aiy -+ Qln T 1171 + -+ a1pTy
=Ax:= : (3.44)
Aml *°° Amn Tn am1x1 + -+ amnTn
mit der Matrix A und dem Vektor z.

Das Schema ist derart, dass jeder Zeilenvektor der Matrix mit dem Vektor x mit Hilfe des
kanonischen Skalarprodukts multipliziert wird — dies ergibt die Eintrédge des resultie-
renden Vektors. Zu beachten ist, dass der Vektor x die Lange m hat, der Ergebnisvektor
aber die Lénge n.

Unser homogenes lineares Gleichungssystem wird dann zu

A x = 0 . (3.45)
~— ~~ ~—~—
mxn-Matrix Vektor der Lange n Nullvektor im R"™

Die Menge aller Losungen dieser Gleichung bezeichnen wir mit
Lo6s(A,0) :={z € R" | Ax = 0}. (3.46)

Spéater werden wir auch inhomogene Gleichungssysteme betrachten, Ax = b, die Lo-
sungsmenge notieren wir dann als Los(A4, b).
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Bemerkung
Wir kénnen die Losung des linearen Gleichungssystems auch folgendermaflen deuten:
Die Matrix A definiert eine Abbildung

fi:R" = R™ (3.47)
x— Ax, (3.48)

und die Menge der Losungen ist das Urbild des Nullvektors im R™,
Los(A,0) = f1({0}). (3.49)

Diese Sichtweise werden wir spater wieder aufgreifen.

Alle Informationen iiber das Gleichungssystem stecken also jetzt in der Matrix A. Die
Transformation des Gleichungssystems mit den diskutierten Operationen iibertriagt sich
dann auf die folgenden elementaren Umformungen der Matrix:

1. Vertauschung von zwei Zeilen,
2. Addition eines reellen Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile,
3. Multiplikation einer Zeile mit einer von Null verschiedenen reellen Zahl.

Entsteht aus A durch diese elementaren Zeilenumformungen die Matrix A, dann
gilt .
Los(A,0) = Los(A4,0), (3.50)

d.h. die zugehorigen linearen Gleichungssysteme sind dquivalent.

Die Strategie ist nun, die Matrix A in eine Form A zu bringen, in der man das Glei-
chungssystem einfach 16sen kann.

Die Form, die wir erreichen wollen, ist die sogenannte Zeilenstufenform:

(3.51)

Alle Eintrdge unter den Strichen sollen Null sein, die Sterne x stehen fiir beliebige reelle
Eintrdage ungleich Null (die Pivots genannt werden). Beispiele fiir Matrizen in Zeilenstu-
fenform sind:

0 ()
0
0

6 2 —
2) 7 ( 8 8 ) (3.52)
0 L@
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Die umkreisten Eintrage sind die Pivots.

Hieraus sollte die Definition der Zeilenstufenform klar werden. Wie man die Definition
prézise aufschreiben kann, findet man z.B. im Buch von Fischer [E), Abschnitt 0.4.3].

Angenommen, wir haben eine Matrix A in Zeilenstufenform gefunden. Dann ist die
Losung des Gleichungssystems .
Az =0 (3.53)

sehr einfach.

Betrachten wir das Beispiel von oben:

Fir
(3.54)
wird Az =0 zu
x1 + Tx9 + 3x3 —2x5 =0 (3.55)
21‘3 — T4 — X5 = 0 (3.56)
914 + 3x5 =0 (3.57)
0=0 (3.58)

Wir unterscheiden zwischen zwei Arten von Variablen:

e Solche, die am Anfang einer Gleichung stehen: z1, x3, x4 (diese entsprechen also
den Spalten, in denen die Pivots stehen)

e Solche, die nicht am Anfang einer Gleichung auftauchen: zo, x5

9 und x5 nennt man freie Variablen: Sie kénnen beliebige Werte annehmen. Dadurch
sind die anderen Variablen durch rekursives Einsetzen in die Gleichungen von unten nach
oben festgelegt, sie werden gebundene Variablen genannt. Setzen wir xo = uo € R,
x5 = us € R mit zwei Parametern po, us, so folgt

1 3
Ty= o 3x5 = —pHs (3.59)
1 1 /3 1
m3:—§-(—w4—9€5):—§'(5—1)%5:5'#5 (3.60)
1 7
x1 = —(Txy + 323 — 225) = —Tpe — 3 - (5’“5) +2u5 = —Tug — FH5 - (3.61)

Damit haben wir die Losungsmenge eindeutig bestimmt:
Los(A,0) = {u2 - ( é ) + s (13> | p2,ps € R} = R- ( é ) +R- (13> - (3.62)
0 5 0 5
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Im letzten Schritt haben wir die Parametrisierung in ps durch einen Faktor 5 gedndert,
um die Briiche loszuwerden.

Der Losungsraum ist in diesem Fall durch eine Ebene im R® (durch 0) gegeben. Allgemein
gilt, dass der Losungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems ein Untervek-
torraum des R" ist. Darauf werden wir spater noch zuriickkommen.

Aus diesem Beispiel sollte klar sein, wie man ganz allgemein ein homogenes lineares
Gleichungssystem 10st, das in Zeilenstufenform gegeben ist: Fiir die freien Variablen
werden beliebige reelle Parameter eingefiihrt, die Gleichungen erlauben es dann, die
gebundenen Variablen durch diese Parameter ausdriicken.

Nun miissen wir noch verstehen, wie wir von einer beliebigen Matrix A zu einer Matrix
A in Zeilenstufenform mit Hilfe der elementaren Zeilenumformungen gelangen.

Wir erldutern das Verfahren anhand eines Beispiels:

Sei

(3.63)

|

[\
o= N

[a)

0o 0 o0 1 2

Im ersten Schritt wird die erste Spalte von A gesucht, die nicht nur aus Nullen besteht:
In unserem Fall ist dies die zweite.

Durch Zeilenvertauschung wird ein von Null verschiedenes Element dieser Spalte in die
erste Zeile gebracht (das Pivot):

0 (1 -21 0
00 0 2 -1

64
0 -1 2 1 -1 (3.64)
00 0 1 2

Im zweiten Schritt werden durch Addition eines geeigneten Vielfachen der ersten Zeile zu
den anderen Zeilen alle restlichen Eintrage in der betrachteten Spalte zu Null gemacht.
In unserem Beispiel wird dies durch Addition der ersten Zeile zur dritten Zeile erreicht:

0 -2 1 0
0o 0 0 2 -1
0O 0 0 2 -1 (3.65)
0O 0 0 1 2

Das gleiche Verfahren kénnen wir nun fiir die blau gefarbte Teilmatrix anwenden, also
die Matrix, die beim Element rechts unterhalb des ersten Pivots beginnt. In unserem
Beispiel fiithrt dies auf

0o (1 -2 1 0
o0 o (2 -1 (3.66)
0O 0 0 0 0
00 0 0 5/2
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und durch nochmalige Anwendung auf die verbleibende blaue Teilmatrix schliellich auf

0 -2 1 0

o0 0 (2@ -1

A= . (3.67)
0 0 0 0
0

0 0 O 0

Dieses am Beispiel illustrierte Verfahren kann auf allgemeine Matrizen angewandt wer-
den. Die allgemeine Formulierung ist etwas mithsam, konzeptionell entstehen dabei aber
keine Schwierigkeiten (siehe z.B. das Buch von Fischer [F, Abschnitt 0.4.7]). Was auch
aus der Vorgehensweise ersichtlich sein sollte, ist, dass dieses Verfahren ohne grundsétz-
liche Schwierigkeiten auf einem Computer programmierbar ist.

Wir fassen das Ergebnis unserer Uberlegungen als Satz zusammen:

Satz 3.4. Jede Matriz A kann durch elementare Zeilenumformungen in eine Matrix
A in Zeilenstufenform dberfiihrt werden.

Beweis. Siehe Konstruktion oben. O

Damit sind wir nun am Ziel: Wir haben ein allgemeines Verfahren, ein homogenes lineares
Gleichungssystem zu 16sen. Es wird das Eliminationsverfahren von Gauf genannt.
Wir fassen es noch einmal zusammen:

1. Das Gleichungssystem wird in der Form A x = 0 geschrieben.
2. A wird auf Zeilenstufenform A gebracht.

3. Das dquivalente Gleichungssystem Az = 0 wird durch Parametrisierung der freien
Variablen und rekursives Auflésen nach den gebundenen Variablen geldst.

Eine Folgerung aus dem allgemeinen Verfahren ist:

Korollar 3.5. FEin homogenes lineares Gleichungssystem in n Variablen bestehend
aus m < n Gleichungen besitzt nichttriviale Losungen (also andere Liésungen als
xp=-=x,=0).

Dies folgt einfach daraus, dass es bei m Gleichungen, also m Zeilen der entsprechenden
Matrix, héchstens m Pivots und also héchstens m gebundene Variablen gibt. Somit gibt
es mindestens n — m > 0 freie Variablen und damit nichttriviale Losungen.

Nach diesem Exkurs in lineare Gleichungssysteme wollen wir noch einmal auf die Frage
der linearen Unabhéngigkeit zuriickkommen.

Unser Ausgangspunkt war die Frage, ob gegebene Vektoren vq,...,v, € R™ linear un-
abhéngig sind, d.h. ob die Gleichung
)\1'U1+"‘+)\n'vn20 (3-68)
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nichttriviale Losungen besitzt. Indem wir die Vektoren wvy,...,v, als Spaltenvektoren
einer Matrix A schreiben, ist die Gleichung dquivalent zum Gleichungssystem
A1
AX=0 mit A= : |. (3.69)
An

Wir wenden dann das Gauf3sche Eliminationsverfahren an.

Wenn es am Ende keine freien Variablen \; gibt, ist die einzige Losung A\ = --- = A, = O:
Die Familie (v, ..., v,) ist linear unabhéngig.
Angenommen, es gibt f > 0 freie Variablen A;,,..., A, und n — f gebundene Variablen
Ajys -y Aj,_ ;- Dann ist (v1,...,vy,) linear abhéngig.
Es folgt aber auch, dass (vj,,...,v;,_,) linear unabhingig ist und

span (vjy, - -, vj,_,) = span (v1,...,v,) . (3.70)
Die zu den freien Variablen gehérenden Vektoren v, ...,v;, konnen also weggelassen

werden, sie konnen aus den tibrigen erzeugt werden.

Seien z.B. drei Vektoren (v1,vs,v3) gegeben und bei der Losung des Gleichungssystems
A1v1 + Agvg 4+ Agvg = 0 stellt sich heraus, dass wir A3 als freie Variable wihlen kénnen
und A1, Ay dann durch A3 festgelegt sind. Setzen wir A3 = —1 so erhalten wir

A1 + Ay —v3 =0, (3.71)

also lasst sich vs als Linearkombination der anderen schreiben. (vy,v3) ist dann linear
unabhéingig, denn
A1v1 + Avg =0 (3.72)

entspricht dem urspriinglichen System mit As = 0; da A1, Ay durch A3 eindeutig festgelegt
sind, folgt auch A\; = Ay = 0.

Aus dem Korollar folgt iibrigens noch das anschauliche Resultat: Im R™ sind n > m
Vektoren immer linear abhéngig.
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3.3 Basen und Dimension

Wir kommen jetzt zu den allgemeinen reellen Vektorrdumen zuriick. Wie wir vorher
schon angesprochen haben, ist es niitzlich, zu einem Vektorraum einen effizienten Satz
von Vektoren zu haben, die den Raum aufspannen, so wie die Einheitsvektoren im RR”.

Dazu fithren wir zunédchst den Begriff des Erzeugendensystems ein.

Definition 3.6. Eine Familie (v;)ic; von Vektoren aus einem reellen Vektorraum
(V,+,-) heifst Erzeugendensystem vom V genau dann, wenn gilt

span (vi)ier =V, (3.73)

d.h. wenn jeder Vektor v € V als Linearkombination endlich vieler v; darstellbar
1st.

FEin effizientes Erzeugendensystem ist eines, in dem es keine iiberfliissigen Vektoren gibt,
die aus den restlichen kombiniert werden kénnen, d.h. es ist eine linear unabhéngige
Menge. Das fiihrt zu dem Begriff der Basis.

Definition 3.7. FEine Familie (v;);c; von Vektoren in einem reellen Vektorraum
(V,+,-) heifst Basis von V genau dann, wenn (v;);c; ein linear unabhdngiges
Erzeugendensystem von V ist.

Es gibt mehrere dquivalente Charakterisierungen einer Basis:

Satz 3.6. Sei (v;);cr eine Familie von Vektoren in einem reellen Vektorraum (V,+,-).
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. (vi)ier ist eine Basis von V.

2. (v)ier st ein unverkirzbares Erzeugendensystem von V.

3. (v;i)ier ist eine mazimale Familie linear unabhdngiger Vektoren in V.
4. (vi)

vi)icr 1St ein Erzeugendensystem von V', und jeder Vektor v € V ldsst sich

als eindeutige Linearkombination von (v;);er schreiben.

Beweis. Wir beweisen hier nur die Aquivalenz von 1. und 2. Fiir einen Beweis der Aqui-
valenz von 3. und 4. kann man im Buch von Fischer [F, Abschnitt 1.5.2] nachlesen.

1. = 2.

Sei (v;)ier eine Basis, dann ist es per Definition ein Erzeugendensystem. Angenommen, es
wére verkiirzbar, d.h. wir konnten einen Vektor v; herausnehmen und die Familie bliebe
ein Erzeugendensystem. Dann konnten wir insbesondere v; aus den tbrigen als Line-
arkombination erzeugen. Das steht aber im Widerspruch zur vorausgesetzten linearen
Unabhéngigkeit, also muss das Erzeugendensystem unverkiirzbar gewesen sein.
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2. = 1.

Sei andersherum (v;);cs ein unverkiirzbares Erzeugendensystem. Wire (v;);cs linear ab-
hangig, so konnte man einen Vektor v; darin als Linearkombination der iibrigen schrei-
ben. Dann kénnte man v; aus der Familie herausnehmen und es bliebe ein Erzeugenden-
system, wére also verkiirzbar, was zu einem Widerspruch fithrt. Also muss (v;);er linear
unabhédngig sein. O

Als Néchstes beschéftigen wir uns mit der Frage, wie viele lineare unabhéngige Vektoren
es in einem gegebenen Vektorraum iiberhaupt geben kann. Wie wir am Ende des letzten
Abschnitts schon gesehen hatten, ist im R™ jede Familie mit mehr als m Vektoren immer
linear abhéngig. Eine dhnliche Aussage ist die folgende:

Lemma 3.7. Sei V' ein von einer endlichen Familie (vi,...,vy,) erzeugter Vektor-
raum. Dann ist jede Familie mit mehr als m Vektoren linear abhdngig.

Beweis. Sei (wq,...,wy) eine Familie von n > m Vektoren. Jedes w; ist eine Linear-
kombination der v;, also gibt es reelle Zahlen b;; sodass w; = b;v1 + ... + by vy, mit
i=1,...,n. Die Gleichung

)\1.w1+...+)\n.wn:0 (3.74)
wird zu

(bll)\l +bigXg + ...+ bln/\n) - U1
+(ba1 A1 4 bagAa + ...+ bapAy) - v2
+(bmaA1 + bmade + ..o 4+ b An) v = 0.

Diese Vektorgleichung wird insbesondere dann gelést, wenn alle Koeffizienten der v;

verschwinden (falls (v1,...,v,,) linear abhéngig ist, wiirde es noch weitere Losungen
geben). Das System

bi1iA1 +bisAa + ...+ bip A, =0

bpiAl +bporo + ...+ by A, =0

ist ein homogenes lineares Gleichungssystem in n Variablen mit m < n Gleichungen. Also
gibt es immer eine nichttriviale Losung und damit ist (wq,...,w,) linear abhingig. [

Wir kommen jetzt zum wichtigsten Satz diese Abschnitts:
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Satz 3.8.
1. Jeder endlich erzeugte reelle Vektorraum V hat eine endliche Basis.

2. Alle Basen eines endlich erzeugten reellen Vektorraums V sind endlich und
haben die gleiche Lange (d.h. gleich viele Basisvektoren).

Endlich erzeugt bedeutet, dass der Vektorraum ein endliches Erzeugendensystem besitzt,
also von einer endlichen Familie erzeugt wird.

Beweis.

1. Der Vektorraum V besitzt nach Voraussetzung eine endliche Familie, die V' er-
zeugt: span (vi,...,v,) = V. Ist (v1,...,v,) unverkirzbar, so haben wir eine Basis
gefunden.

Ist es verkiirzbar, so konnen wir einen Vektor weglassen, sodass die restliche Familie
aus n — 1 Vektoren immer noch ein Erzeugendensystem ist. Ist es unverkiirzbar,
so haben wir eine Basis gefunden. Das Verfahren muss irgendwann enden, weil wir
mit endlich vielen Vektoren angefangen haben.

2. Sei (v1,...,v,) eine endliche Basis von V und (w;);c; eine weitere Basis. Da
(v1,...,v,) insbesondere ein Erzeugendensystem ist, sind alle Familien mit mehr
als n Vektoren sicherlich linear abhéngig. Da (w;);c; als Basis linear unabhéngig
ist, konnen wir sie als endliche Familie (wy,...,wy) mit m < n annehmen. Da
(w1, ..., wy) andererseits V erzeugt, sind mehr als m Vektoren linear abhéingig,
also folgt n < m und somit m = n.

O]

Da also je zwei Basen die gleiche Lange haben, konnen wir definieren:

Definition 3.8. Sei V' ein reeller Vektorraum mit einer endlichen Basis der Linge
n. Dann sagen wir, V habe die Dimension n, dimV =n.

Sei V' ein Vektorraum ohne endliches Erzeugendensystem. Dann sagen wir, V' habe
die Dimension oo, dimV = oo.

Es stellt sich noch die Frage, ob alle reellen Vektorrdume, also auch die der Dimension oo,
eine Basis besitzen. Dies ist der Fall, allerdings bend&tigt der Beweis deutlich mehr Arbeit
und einen Ausflug in die Grundlagen der Mathematik (man bendtigt das sogenannte
Auswahlaxiom oder das dquivalente Zornsche Lemma). Wer Interesse daran hat, kann
z.B. beim Wikipedia-Eintrag zum Auswahlaxiom beginnen und von dort zum Zornschen
Lemma, weitergehen. Ein Beweis, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt, findet sich
z.B. im Buch von Kowalsky [K|, Satz 6.2 im zweiten Kapitel].

Manchmal sucht man nicht nach irgendeiner Basis, sondern man hat bereits eine Familie
(v1,...,0y) und méchte diese zu einer Basis erweitern. Zunéchst einmal stellen wir fest,
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dass es — sofern (v1, ..., vp,) keine Basis ist — eine linear unabhéngige Erweiterung von
(v1,...,0m) gibt:

Lemma 3.9. Sei V ein reeller Vektorraum, (vi,...,vy) eine linear unabhdngige
Familie mit m < dim V. Dann gibt es ein vy,+1 € V, sodass (v1,...,0m+1) linear
unabhdngig ist.

Beweis. Sei U = span (vi,...,vy) der von (vi,...,vy) erzeugte Untervektorraum von
V. Dann ist U # V, sonst wéare (v1,...,v,) Basis von V, also m = dim V. Also ist
VAU # 2.

Sei vy41 € V\U. Dann ist (vy,...,Um,41) linear unabhéngig: Denn seien A1, ..., A1 €
R mit Ajv1 4+ ... + Apt19me+1 = 0. Angenommen A1 # 0. Dann liefle sich v,
als Linearkombination von (vy,...,vy,) schreiben, was vy,+1 ¢ U widersprache. Also ist
Am+1 = 0, also \vi+. ..+ v, = 0. Da (vy, ..., vy,) als linear unabhéngig vorausgesetzt
wurde, ist Ay =--- = A, =0. ]

Aus diesem Lemma folgt fiir endlichdimensionale Vektorrdume der Basiserginzungssatz:

Satz 3.10 (Basisergidnzungssatz). Sei V' ein reeller Vektorraum der endlichen Di-
mension n. Sei (vi,...,vy) eine linear unabhdngige Familie von Vektoren in V.
Dann gibt es Vektoren vp,y1, ..., 0n, sodass (vi,...,v,) eine Basis von V ist.

Beweis. Durch wiederholtes Anwenden des Lemmas erweitern wir (vy, ..., v,) zu einer
linearen unabhingigen Familie der Lange n. O

Basen sind unter anderem deshalb so wichtig, weil wir Vektoren dann mithilfe von reellen
Zahlen, den Koordinaten beziiglich der Basis, darstellen kbnnen — so wie wir auch am
Anfang von Kapitel 2] reelle Koordinaten im Anschauungsraum eingefiihrt haben.

Bei gegebener Basis B = (v1,...,v,) eines n-dimensionalen reellen Vektorraums wollen
wir also jedem Vektor v € V seine Koordinaten zuordnen: ndmlich jene Koeffizienten \;,
die auftauchen, wenn wir v als Linearkombination von (v1,...,vy) schreiben:

v=Mv1+ ...+ AUy . (3.75)
Diese Koeffizienten sind eindeutig bestimmt.

Andererseits kann man einem Satz von Koordinaten den entsprechenden Vektor zuord-
nen.

Die Basis B gibt also Anlass zu folgender bijektiver Abbildung:

bs: R" >V (3.76)
A1

: = AU+ .. AUy, . (377)
An
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Die Umkehrabbildung @gl ordnet jedem Vektor seine Koordinaten beziiglich B zu.

Damit sehen wir, dass sich reelle Vektorrdume der Dimension n im Wesentlichen wie der
R™ verhalten.

Beispiel 3.5. Wir wollen nun noch einmal auf unser Beispiel mit dem harmoni-
schen Oszillator zurickkommen,

U={qe Abb(R,R) | q zweimal differenzierbar und §j = —w?q} . (3.78)

Wir hatten schon festgestellt, dass dieser Lésungsraum der Bewegungsgleichung ein
Vektorraum ist.

Wie sieht dieser Raum aus?

Vielleicht kennen Sie die Lésung schon aus der Physik: Die allgemeine Lisung ist
r .
q(t) = qo coswt + —vg sinwt, (3.79)
w

dabei ist q(0) = qo die Anfangsauslenkung und (0) = vy die Anfangsgeschwindigkeit.

Wir kEénnen also coswt und sinwt als eine Basis von U nehmen, jedes andere Ele-
ment in U ist eine Linearkombination der Standardlésung, wobei die Koeffizienten
eine ganz klare physikalische Interpretation als Anfangsauslenkung und Anfangsge-
schwindigkeit (durch w) haben. U ist also ein zweidimensionaler reeller Vektorraum.

J

Bemerkung

Abschlielend noch eine Bemerkung. Alles, was wir in diesem Kapitel fiir allgemeine
reelle Vektorrdume gemacht haben, kénnen wir auch fiir Vektorrdume iiber beliebigen
Korpern K machen. In der Definition eines Vektorraums ersetzen wir dann die reelle
Skalarmultiplikation durch eine entsprechende Abbildung (- : K x V' — V). Wir werden
davon spéter Gebrauch machen, wenn wir komplexe Vektorrdume betrachten, also K =

C.

Folgende Bemerkung geht iiber den normalen Vorlesungsstoff hinaus und richtet sich vor
allem an die an abstrakten Konzepten Interessierten:

Bemerkung

Man kann auch versuchen, statt eines Korpers einen Ring mit Eins zu verwenden, die
Axiome lassen sich dafiir genauso verwenden das fiihrt auf den Begriff eines Moduls iiber
einen Ring. Da es in einem Ring nicht notwendigerweise zu jedem von 0 verschiedenen
Element ein multiplikatives Inverses gibt, kénnen wir aber nicht mehr alles, was wir
fiir Vektorraume gemacht haben, auf Moduln iibertragen, da wir nicht mehr durch die
Koeffizienten teilen kénnen.
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Beispiel 3.6. (Z,+,) ist ein Ring mit Eins, Z. = 7' ist dann auch ein Modul
iiber 7 (so wie R = R ein reeller Vektorraum ist). Es gilt 7. = 27, + 37, da jede
ganze Zahl als Summe einer geraden und einer durch 3 teilbaren Zahl geschrieben
werden kann. (2,3) ist also ein Erzeugendensystem von Z., sogar ein unverkirzbares
(Z. # 27, 7 # 37.). Andererseits ist (2,3) linear abhingig, da 3-2—2-3 = 0, in einem
Modul kann es also unverkiirzbare Erzeugendensysteme geben, die linear abhdngig

sind. Die einzigen Basen von Z (d.h. linear unabhingige Erzeugendensysteme) sind
(1) und (—1).
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Zusammenfassung Kapitel [3]

Folgende Konzepte sollten Sie aus diesem Kapitel mitgenommen haben:

Sie haben die allgemeine Definition eines reellen Vektorraums kennengelernt: Sie
enthélt drei Strukturen (die zugrundeliegende Menge, die Addition, die Skalarmul-
tiplikation) und acht Axiome, die ihre Eigenschaften beschreiben.

Sie kennen den Begriff des Untervektorraums und kénnen beispielsweise angeben,
welche Untervektorrdume es im R? gibt.

Sie wissen, dass der Durchschnitt und die Summe zweier Untervektorrdume wieder
ein Untervektorraum ist.

Sie haben eine Vorstellung folgender Begriffe: linear unabhéngig, Linearkombina-
tion, Erzeugendensystem, Basis, Dimension.

Sie kénnen entscheiden, ob eine gegebene Matrix in Zeilenstufenform ist.

Sie konnen ein gegebenes homogenes lineares Gleichungssystem mithilfe des Gau83-
schen Eliminationsverfahren l6sen.

Sie wissen, dass es dabei immer die triviale Losung gibt und dass alle weiteren
Losungen mithilfe der beim Verfahren auftretenden freien Variablen parametrisiert
werden koénnen.

Im néchsten Kapitel werden wir uns mit linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen
beschéftigen. Dabei werden Matrizen eine grofie Rolle spielen, und wir werden uns daher
mit ihnen und ihren Eigenschaften auseinander setzen.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

4.1 Lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen sind uns schon begegnet: Die
Drehungen im R? um den Ursprung erfiillen

fo(v) + fp(w)

fo(v+w) = fp(v) + fp(w) (4.1)

und

fD()\-v) =\ fD(U). (4.2)
Wir haben dann gesehen, dass eine solche lineare Abbildung immer mithilfe von Matrizen

geschrieben werden kann. Dies werden wir nun genauer untersuchen. Zunéchst definieren
wir allgemein, was eine lineare Abbildung ist.

[ Definition 4.1. Seien V., W zwei reelle Vektorrdaume. Fine Abbildung
F:V-W (4.3)

heifit linear genau dann, wenn fir alle v,w € V und alle A € R gilt:
1. Flv+w) =F)+ F(w)
2. F(A-v) =)\ F(v).

Bemerkung

Die obigen Bedingungen 1. und 2. garantieren gerade, dass F' mit den auf V und W
definierten Strukturen vertrédglich ist. Eine solche strukturerhaltende Abbildung nennt
man auch Homomorphismus oder in diesem Fall Homomorphismus von reellen Vek-
torraumen.

Man beachte, dass der Nullvektor von V immer auf den Nullvektor in W abgebildet
wird:

FO)=FO Q)= 0 F0)=0 - (44
oeVv 0eR 0eV 0eR oeVv 0e

( Beispiel 4.1.
e Zundchst die trivialen Beispiele:

— Die Nullabbildung

0: VW
vi—=0
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— Die Identitat

idy: V=V
Vv

o Die Skalierung von Vektoren: Sei p € R, dann ist
E,:V =V
V>
linear.

o Sei C*¥(R) = {f € Abb(R,R) | f ist beliebig of differenzierbar} der Vektor-
raum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen. Die Ableitung definiert eine
lineare Abbildung:

D : C®(R) — C¥(R)

fef
e Sei F': R™ — R™ eine lineare Abbildung. Seien eq,...,e, die kanonischen
1
0
Einheitsvektoren im R"™ (e = | . |, ...), deren Bilder F'(e;) sind Vektoren
.
ail Aln
im R™, die wir F(e1) = < : ), ..., Fley) = < : ) nennen wollen. Dann
am1 - Amn
ist fiir einen beliebigen Vektor x = ] =met .ot cen
In
Flx)=F(r1-e1+...+x,-€p) (4.5)
=z -Fle1) +... +xn- F(en) (4.6)
a1l - x1+...+a, Ty aiy ... Qin T
= = =5 ALL‘ .
Am1 L1+ ...+ Qmn - Tp, aml --- Qmn T
—
A x
(4.7)

Jede lineare Abbildung F : R™ — R™ hat diese Form.

Fiir zwei reelle Vektorrdume V, W bezeichnen wir die Menge aller linearen Abbildungen
von V nach W mit
Hom (V, W) ={F:V — W | F linear}. (4.8)

Dieser Raum der Homomorphismen hat selbst eine Vektorraumstruktur, lineare Abbil-
dungen koénnen addiert werden und mit einem Skalar multipliziert werden.
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Wie wir gerade im Beispiel gesehen haben, werden lineare Abbildungen von R™ in den
R™ durch Matrizen vermittelt, und auch die Menge der reellen m x n-Matrizen, M (m x
n,R), wird durch komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation zu einem reellen
Vektorraum.

Die Abbildung, die einer Matrix die zugehorige lineare Abbildung zuordnet, ist selbst
linear,

f:M(m xn,R) — Hom (R",R™) (4.9)

A~ fa mit fa(x)=Ax, (4.10)

denn fayp = fa+ fpund foa = Afa.

Wie schon besprochen sichern die Eigenschaften einer linearen Abbildung, dass diese
vertriglich mit den Vektorraumstrukturen ist. Diese Vertraglichkeit spiegelt sich in fol-
gendem Satz wider:

Satz 4.1. Seien V,W reelle Vektorraume, F : V — W eine lineare Abbildung. Seien
Uy CcV, Uy CW Untervektorraume von V bzw. W. Dann gilt

1. Das Bild F(Uy) von Uy ist Untervektorraum von W.
2. Das Urbild F~Y(Us) von Uy ist Untervektorraum von V.

Bewess.
1. Wir uberpriifen die Untervektorraumkriterien fiir F'(Uy):
e DalU; # @ ist F(U,) # @.

e Seien wi,wy € F(Uy), also wy = F(uy) und wy = F(uz) mit geeigneten
ui,ug € Uy. Dann ist wy + we = F(u1) + F(u2) = F(uy; +ug) € F(Uy).

e Seiw € F(Uy), also w = F(u) fir u € Uy. Sei A € R. Dann ist Aw = AF(u) =
F(A\u) € F(Uy).

2. Wir {iberpriifen, dass F~1(Us) ein Untervektorraum ist.
e Esist F/(0) =0 € Uy, also 0 € F~Y(Uy).

e Seien vy, vy € F~Y(Uy), also F(v1), F(v2) € Us. Dann ist F(vi+v2) = F(v1)+
F(vg) € Us, also v1 + vy € F~Y(Us).

e Sei v € F~1(Us), also F(v) € Us. Sei A € R. Dann ist F(\v) = AF(v) € Us,
also A € F~Y(Uy).

O]

Zwei spezielle Untervektorrdume, die auf diese Weise entstehen, bekommen eigene Be-
zeichnungen:
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Definition 4.2. o Wir nennen ImF = F(V) C W das Bild von F.
e Wir nennen Ker F := F~1({0}) C V den Kern von F.

Wenn F' surjektiv ist, so gilt Im F' = W, das Bild ist der gesamte Vektorraum W.
Fiir Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdaumen ist Im F' natiirlich auch
endlichdimensional und man definiert:

Definition 4.3. Die Dimension von ImF nennen wir den Rang von F:

rang F' := dim(Im F) . (4.11)

Ist rang F' = dim W, so ist F surjektiv.
Beispiel 4.2. Sei

fa:R" = R™ (4.12)

x— Ax (4.13)

eine durch eine m X n-Matriz A vermittelte lineare Abbildung. Das Bild Im fa ist
der durch die Spaltenvektoren vy, ..., v, von A aufgespannte Raum:

Imfqa={Ax |z € R"} (4.14)

={z1-v14+...+xp V| 21,...,2, € R} (4.15)

= span (Vi)ieq1,....n} - (4.16)

Die Dimension von Im fa ergibt sich aus der Maximalzahl linear unabhdngiger Vek-
toren in (v;)ic(1,...n}- Diese wiederum ergibt sich aus der Analyse der Gleichung
Av1 ...+ Apv, = 0: Hierbei ergeben sich eine Anzahl r gebundener Variablen (die
Zahl der Pivot-Elemente der Zeilenstufenform von A) und n — r freie Variablen.
Wir hatten gesehen, dass die zu den n—r freien Variablen gehdrenden Vektoren aus
den ibrigen erzeugt werden konnen. Ldsst man diese n — r Vektoren weg, verbleibt
eine Familie von r Vektoren, die linear unabhdngig ist. Es gilt also

rang fa =dimIm fa =r. (4.17)

Dies nennt man auch den Rang der Matrixz A.

Wir sehen daraus auch, dass die Zahl der Pivot-Elemente, die bei der Umformung
von A in Zeilenstufenform auftritt, nicht von der gewdhlten Prozedur abhdngt, also
beispielsweise von der Wahl, welche Zeilen in einem bestimmten Schritt vertauscht
wurden.

-

So wie das Bild Im F' uns Aufschluss dariiber gibt, ob F' surjektiv ist, so gibt uns der
Kern Aufschluss iiber die Injektivitét:
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Lemma 4.2. Seien V,W reelle Vektorrdume, F' : V. — W eine lineare Abbildung.
Dann gilt: F ist injektiv genauw dann, wenn Ker F = {0}.

Beweis. Sei F injektivund v € V mit F(v) = 0 also F(v) = F(0). Wegen der Injektivitét
folgt v = 0, also ist Ker F' = {0}.

Sei andersherum Ker F' = {0} vorausgesetzt, und seien vi,vy € V mit F(v1) = F(v9),
also wegen der Linearitdt F'(vi — v2) = 0 und somit v; — vy € Ker F. Da Ker F' = {0}
folgt v1 — vo = 0, also v1 = v9. Somit ist F als injektiv erkannt. O

Beispiel 4.3. Sei

fa:R" > R™ (4.18)
x— Ax (4.19)

wie im letzten Beispiel gegeben. Der Kern von f4 ist die Losungsmenge der linearen
Gleichung Ax = 0:

Ker fa = Lis(A,0) = {z € R" | Ax = 0}. (4.20)

Der Losungsraum wird durch die n—r freien Variablen (r = rang fa) parametrisiert
und hat also Dimension n—r. (Wir hatten gesehen, dass der Lésungsraum von n—r
linear unabhdngigen Vektoren aufgespannt wird.)

Wir sehen im Beispiel der durch eine Matrix gegebenen linearen Abbildung den folgenden
Zusammenhang;:

dimKer fq4 +rang fa=(n—7r)+r=n=dimR", (4.21)

die Summe von Dimension von Bild und Kern von f4 ist gleich der Dimension des
Definitionsbereichs R”. Diese Dimensionsformel gilt allgemein:

Satz 4.3. Seien V,W endlichdimensionale reelle Vektorraume, F : V. — W eine
lineare Abbildung. Dann gilt

dim Ker F' 4+ rang F = dim V. (4.22)

Beweis. Sei r = rang F' und (wq, ..., w,) eine Basis von Im F'. Dann gibt es Vektoren
Vi, .., € Vomit F(v1) = wy, ..., F(v;) = w. Sei f = dimKer F und (u1,...,uy)
eine Basis von Ker F'. Wir wollen zeigen, dass B = (v1,...,vr,u1,...,us) eine Basis von
V ist. Dann folgt auch r + f = dim V und somit die Behauptung.

Wir zeigen zunéchst, dass jeder Vektor v € V als Linearkombination von B darstellbar
ist.

73



4. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN

Da F(v) € Im F, gibt es A1,..., A\, € R mit
F)=Mvi+...+ o, = MF(n)+ ...+ MF(v) = FMo + ...+ o), (4.23)

also v — A\jvy — -+ - — Apvp € Ker F'. Somit gibt es pq,..., uy € R mit
V=AU — = AUy = iUy L Uy (4.24)
= v =AMV + ...+ N0 pur gy (4.25)

Es ist also V' = span B.
B ist aber auch linear unabhéngig: Seien A1,..., Ar, pt1,..., uy € R mit
)\1111—1—...—l—)\rvr—i—,ulul—l—...—l—,ufujc:0. (4.26)

Anwenden von F fithrt auf Mqwi + ...+ Mw, = 0, alsoist Ay = -+ = A, = 0, da
(w1, ..., w,) linear unabhéngig ist. Die obige Gleichung reduziert sich daher auf

piut 4 ...+ ppup =0. (4.27)

Da (u1,...,us) linear unabhéngig ist, folgt p1 = --- = py = 0. Also ist B linear unab-
héngig. O

Beispiel 4.4. Sei A = % (32). Dann ist rang A = 1, da A sofort auf Zeilenstufen-
form A=1(}2) gebracht werden kann. Es ist
Ker A = Los(A,0) = Los(A,0) = {(3) | 21 + 220 =0} =R - (?) . (4.28)

Andererseits ist

ImA={Av |z € R*} = {% (2?1124?2) | 21,22 € R?} (4.29)
= {#(z1+2122) - (3) | 31,22 € R?} (4.30)
=R-(3). (4.31)

1) ist eine Basis von ImA. In diesem Fall kénnen wir den gleichen Vektor
) wdhlen mit

1
Av = %i)(%):g

(S
—

() =(3)=w. (4.32)

[y

u = (7%) ist eine Basis von KerA. (u,v) ist eine Basis von R? (sie sind sogar
orthogonal). Es gilt in diesem Fall (da v =w)

A(Av + pu) = v (4.33)

Da A(Mv) = M, gilt also auch fao fa = fa.

A ist eine orthogonale Projektion auf die Gerade R - v:
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Man beachte, dass man im Allgemeinen Kern und Bild nicht in die gleiche Grafik
einzeichnen kann, da sie in unterschiedlichen Vektorrdumen liegen kénnen.

ImA=TR-(})

KerA=1R- (—12)

J

Wir wollen noch einmal eine Methode zusammenfassen, wie wir Bild und Kern einer
Matrix A (bzw. der zugehérigen Abbildung f4 : R™ — R™) bestimmen und eine Basis
dafiir angeben:

Wir bringen A auf Zeilenstufenform A.

Durch Parametrisierung der freien Variablen und rekursives Auflésen nach den
gebundenen Variablen erhalten wir eine Darstellung des Losungsraums Los(A, 0) =
Ker A.

Seien pq, ...
stellung

, oy die freien Parameter, dann konnen wir aus der gewonnenen Dar-

(4.34)

Ker A = {pmu1 + ...+ pyus | p1,...,pnf € R}

die Basis (u1,...,uy) des Kerns ablesen.

Das Bild wird von den Spaltenvektoren vy, ..., v, von A aufgespannt. Die Positio-
nen (Spalten) iy, . .., 4, der Pivot-Elemente in A sagen uns, dass die entsprechenden
Spaltenvektoren vj,, ..., v;, von A (nicht von A!) eine Basis von Im f4 = Im A bil-
den.

Wir haben nun einige Eigenschaften von linearen Abbildungen besprochen. Wir haben
insbesondere gesehen, dass fiir eine lineare Abbildung F': V — W gilt

F surjektiv <<= ImF =W
F injektiv <= Ker F = {0} .

(4.35)
(4.36)

Ist F' bijektiv, so nennt man F' einen Isomorphismus, bzw. Isomorphismus von reellen
Vektorrdumen.
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Fiir Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Rdumen V, W haben wir den Rang als
Dimension des Bildes eingefithrt mit der Dimensionsformel

rang F' + dim Ker F' = dim V. (4.37)
Fiir einen Isomorphismus gilt Ker F' = {0}, also dim Ker F' = 0 und
dimW =dimIm F =rang F = dim V. (4.38)

Lineare Abbildungen kénnen auch nacheinander ausgefiihrt werden. Wie verhélt sich der
Rang bei der Komposition?

Zunichst stellen wir fest, dass ganz allgemein die Komposition linearer Abbildungen
wieder linear ist.

Satz 4.4. Seien V,W, Z reelle Vektorrgume und F :V — W, G : W — Z lineare
Abbildungen. Dann ist

GoF:V = Z (4.39)

linear.

Beweis. Seien v1,v9 € V und A € R. Dann ist

G o F(vi +v2) = G(F (v + v2)) (Def. von G o F) (4.40)

= G(F(v1) + F(v2)) (Linearitédt von F') (4.41)

=G(F(vn)) + G(F(v2)) (Linearitédt von G) (4.42)

=GoF(vi)+ GoF(v). (4.43)

Analog folgt Go F(A-v) = X-Go F(v). O

Die Komposition linearer Abbildungen ist also linear. Auflerdem ist sie vertraglich mit
der Addition und Skalarmultiplikation:

Satz 4.5. Fir lineare Abbildungen F1,Fy : V — W, G1,Go W — Z und A € R
gilt

° GlO(F1+F2):G10F1+G10FQ und(G1+G2)OF1=G10F1+G20F1,
L] (A-Gl)OFl:Glo()\~F1):)\~(G10F1).

Beweis. Exemplarisch zeigen wir die erste Eigenschaft: Sei v € V. Dann ist

(Gio (F1+ F))(v) = Gi1((F1 + F2)(v)) Def. von o (4.44)
= G1(F1(v) + F3(v)) Def. der Addition lin. Abb. (4.45)

= G1(F1(v)) + G1(F2(v)) Linearitat von Gy (4.46)

= (G0 F1)(v) 4+ (G1 o Fy)(v) Def. von o. (4.47)

O
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Wie verhélt sich nun der Rang unter Komposition?

Der Rang einer komponierten linearen Abbildung kann nie gréfier sein als der Rang einer
der Komponenten:

Satz 4.6. Seien F': V - W, G: W — Z lineare Abbildungen. Dann ist

rangG o F' < min(rang G, rang F') . (4.48)

Beweis. Es ist InG o FF C Im G, also rang G o F' < rang G. Andererseits ist Ker F' C
Ker G o F; also dim Ker G o F' > dim Ker F', und somit

rangGo FF=dimV —dimKerGo F < dimV — dim Ker F' = rang F'. (4.49)

O]

Der Rang einer Abbildung veréndert sich nicht, wenn sie von links mit einem injektiven
Homomorphismus oder von rechts mit einem surjektiven Homomorphismus verkniipft
wird:

Satz 4.7. Seien F: V — W, G: W — Z lineare Abbildungen. Dann gilt

G injektiv = rangG o F' = rang F' (4.50)
F surjektiv = rangG o F = rangG . (4.51)

Beweis. Sei G : W — Z injektiv. Dann ist

KerGoF ={veV |G(F(v)) =0} (4.52)
={veV|F(v)=0} (G injektiv) (4.53)

— Ker F (4.54)

(4.55)

—rangGo F =rang F'.

Sei F': V — W surjektiv. Dann ist

ImGoF ={ze€Z|3weV: :GF@)) ==z} (4.56)
={zeZ|weW:Gw)==z} (F surjektiv) (4.57)
e (4.58)
= rangG o F = rang G (4.59)
O

Komposition mit Isomorphismen verdandert den Rang also nicht:
rang (H o Go F) =rang G fiir [somorphismen H, F'. (4.60)
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Ein wichtiger Isomorphismus ist der Basisisomorphismus, der einen endlichdimensio-
nalen Vektorraum V der Dimension n mit dem IRR™ mithilfe einer gewédhlten Basis
B = (v1,...,v,) in Beziehung setzt:

iR >V (4.61)
z1
( : ) = U1+ ..+ Ty, (4.62)

Mit dessen Hilfe kann die Untersuchung linearer Abbildungen zwischen endlichdimen-
sionalen Vektorrdumen auf die Untersuchung von Matrizen zuriickgefithrt werden.
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4.2 Matrizenkalkiil
Wir haben gesehen, dass lineare Abbildungen von R™ nach R™ immer von der Form
x — Az sind.

Matrizen entsprechen linearen Abbildungen. Abbildungen kénnen hintereinander ausge-
fiihrt werden. Was bedeutet diese Komposition fiir die Matrizen?

Wir betrachten also die Abbildungen
fa:R" = R™ fB:R™—=RP (4.63)
r— Az x+— Bx. (4.64)
A habe die Eintrége a;;, B die Eintrége b;;. Wir schreiben dafiir A = (aj;)i=1,....m oder
7j=1,...,n
kurz A = (a;j) (und analog B = (b;;)).
Dann ist fg o fa : R® — RP wieder linear, also wieder durch eine Matrix darstellbar:

fpofalx)=Cx=:(BA)x. (4.65)
Die so entstandene Matrix nennen wir das Produkt der Matrizen B und A.
Es wird wie folgt bestimmt:
ailxry + ...+ aipTny

feofa(z)=1B : (4.66)
Am1T1 + ...+ QmnTn

bii(annzy + ...+ ain@n) + - o+ bim(amiz1 + o . + GpnTn)

= : (4.67)
bpi(anizr + ...+ apzpn) + ... + bpm(amiz1 + ... + GmnTn)
(br1air + ... + bimami)z1 + ... + (b11a1n + - - . + bimGmn)Tn

_ (4.68)
(bprair + .. + bpmami)z1 + ... + (bprain + ... + bpm@mn) Ty
(b11a11 +...+ blmaml) - (b11a1n + ...+ blmamn) 1

= : : . (4.69)
(bplall + ...+ bpmaml) ... (bplaln “+...4+ bpmamn) Tn

BA
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Ausgeschrieben folgt also

bll e blm ajl ... Q1p
bp1 . bpm Aml1 -+ Amn
(br1a1r + ...+ bimam1) ... (briain + ...+ bimmn)
= . (4.70)
(bp1a11 +...4+ bpmaml) - (bplaln + ...+ bpmamn)

Das Element von C' = (BA) = (¢;;) in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte erhélt man als
das kanonische Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors von A mit dem j-ten Spaltenvektor
von B (die beide m-Tupel sind):

m
Cij = bilalj + ...+ bimam]’ = Z bikakj . (4.71)
k=1
Diese Operation ordnet also einer p x m-Matrix und einer m x n-Matrix eine p x n-Matrix
ZU.
Bemerkung

Das Produkt einer Matrix mit einem Spaltenvektor (interpretiert als Matrix mit nur
einer Spalte) reproduziert unsere Konvention fiir den Ausdruck A z.

Die Matrizenmultiplikation erfiillt eine Reihe von Eigenschaften, die sich direkt anhand
der Definition zeigen lassen oder aus den entsprechenden Eigenschaften der Komposition
linearer Abbildungen ergeben.

[ Satz 4.8.
1. Fiir alle m x n Matrizen A, n X p-Matrizen B und p x g-Matrizen C gilt:

(AB)C=A(BC) (4.72)
d.h. Matrizenmultiplikation ist assoziativ.
2. Fiir alle m x n-Matrizen Ay, As und n X p-Matrizen B, By
A1 (Bi+By)=A1Bi+A1 By , (Ai+A2)By=AB+AyBy, (4.73)

d.h. fiir Matrizenaddition und -multiplikation gelten Distributivgesetze.

3. Fiir alle m x n-Matrizen A und n X p-Matrizen B und alle A € R gilt

ANAB)=(AA)B=A(\B). (4.74)

J
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Beweis. Alle Eigenschaften kann man direkt nachrechnen, die erste folgt aber auch aus
der Assoziativitit der Komposition von Abbildungen (siehe Satz|1.1)) und die beiden an-
deren folgen direkt aus den entsprechenden Eigenschaftenn linearer Abbildungen (siehe

Satz . O

Bemerkung

Die Menge der quadratischen Matrizen M (n x n,R) bildet beziiglich der Addition und
der Matrizenmultiplikation einen Ring mit Eins; zusammen mit der Skalarmultiplikation
sogar eine reelle Algebra.

Das neutrale Element der Multiplikation ist die Einheitsmatrix

1 0 0
B, = (_) 1 e (4.75)
. '.' 0
0 0 1

Fiir die Eintrége fithrt man das sogenannte Kronecker-Symbol ein:

1 firi— i
G = e (4.76)
0 fiiri#j

Dann ist E,, = (d;5).

Die Multiplikation von Matrizen ist nicht kommutativ, z.B. ist
1 0\ /(0 1 0 1
600 o)) @77
0 1\ (1 O 00
0606 0)-(00) 07
Wir sehen aus dem Beispiel auch, dass das Produkt zweier Matrizen Null ergeben kann,

selbst wenn beide Matrizen von Null verschieden sind.

Zu einer Matrix A € M (m x n, R) fithrt man die transponierte Matrix A’ ein, in der
die Rolle von Zeilen und Spalten vertausche sind.

t 10
(b5 3) =0 2] (4.79
3 1

oder allgemein
Al = (agj) (4.80)

mit a;j = ajj.
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Wir werden in Kiirze sehen, warum das Transponieren eine sinnvolle und praktische Ope-
ration ist, und wir werden auch einen Eindruck davon bekommen, was die Transposition
flir lineare Abbildungen bedeutet.

Fiir das Transponieren gelten folgenden Regeln:

Satz 4.9. Fir A,C € M(m xn,R), B€ M(nxr,R), A€ R gilt
1 (A+C) = At 4 (!
At =\ At

2. (A
3. (At =
4. (AB)! = B'A! .

Beweis. Die Regeln 1. bis 3. folgen sofort aus den Definitionen. Die letzte Relation
rechnen wir nach:

Sei At = (ai;), B! = (bi;), C = (AB) = (cij), Ct = (ci;)- Dann gilt
Cik = Zaijbjk7 (4.81)
j=1

also ¢y, = e = D0 agjbji = 374 b’] " und somit
— C'=B'A". (4.82)

O]

Mit der Transposition kénnen wir jetzt das kanonische Skalarprodukt wie folgt beschrei-
ben: Seien v, w € R, dann ist

n
w) = Zv,; w; =v'w, (4.83)
i=1

wenn wir den letzten Ausdruck als Matrixprodukt einer einzeiligen Matrix mit einer
einspaltigen Matrix verstehen.

Wir hatten gesagt, dass wir Matrizen als lineare Abbildungen auf den Rdumen R"™ an-
sehen konnen. Zu was fiir einer Abbildung gehort vf fiir v € R™? Dies entspricht einer
linearen Abbildung

fo:R® 5 R (4.84)
w— vt w = (v,w) . (4.85)

Den Raum Hom (R™, R) der linearen Abbildungen auf R nennt man auch den Raum der
Linearformen (oder der linearen Funktionalen) oder den Dualraum (R")* von R".
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Jeder Zeilenvektor fithrt zu einem solchen linearen Funktional, und jedes lineare Funk-
tional wird durch einen Zeilenvektor beschrieben. Andererseits hat man mithilfe der
Transposition eine bijektive lineare Abbildung zwischen Zeilen- und Spaltenvektoren.
Dies fithrt somit zu einem Isomorphismus von R™ und Hom (R", R):

R"™ — Hom (R",R)
U — f,ut

Fiir f,¢ : w — v'w = (v,w) findet man auch die Notation (v,-), wobei der Punkt - als
Platzhalter fiir einen einzusetzenden Vektor steht.

Bemerkung

In der Quantenphysik ist es auch iblich, die sogenannte Diracsche Bra-Ket-Notation
einzufithren: Vektoren v eines Vektorraums werden Ket-Vektoren |v) genannt, das zuge-
horige lineare Funktional wird Bra-Vektor (v| genannt. Die Wirkung eines Bra-Vektors
(v| auf einen Ket-Vektor |w) ist dann (v | w) := (v,w). Man beachte aber, dass in der
Quantenphysik typischerweise andere Raume als der R"™ auftauchen, d.h. auch das Ska-
larprodukt ist ein anderes.

Wir erkennen also einen Teil der Bedeutung der Transposition darin, dass mit ihrer Hilfe
bzw. mit Hilfe des Skalarprodukts ein Isomorphismus zwischen R und dem Dualraum

Hom (R", R) definiert wird.
Was bedeutet Transposition nun fiir allgemeine Matrizen A?
Al vermittelt eine zu  — A x duale Abbildung auf dem Dualraum:

Sei A € M(m x n,R), d.h. A vermittelt die Abbildung

fa:R*"—= R™ (4.86)
x— Ax. (4.87)
Sei y € R™. Dann ist
(y, Az) = y' (Ax) = (y' Az = (A'y)' = = (Aly, z) (4.88)
oder in Bra-Ket-Notation
(y| Alzy=(A%y|z). (4.89)

Mithilfe von A! kénnen wir also aus dem Funktional (y| ein Funktional (A?y| erzeugen,
das auf |z) genauso wirkt wie (y| auf A |z).

Wenn wir quadratische Matrizen betrachten, so gibt es unter ihnen solche, die A = A?,
also (y, Az) = (Ay,x) erfiillen. Diese nennt man symmetrische Matrizen. Bei einer
symmetrischen Matrix A = (a;;) gilt fiir alle 4,7 : a;; = a;i.

Folgt aus (y, Az) = (Ay,z) fiir alle z,y € R"™ schon A = A!? Ja, denn (Ay,z) =
(Ay)tz =yt Atz = (y, Al z), und es gilt der Satz:
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Satz 4.10. Seien A,B € M(m x n,R), sodass fir alle x € R", y € R™ gilt
(y, Az) = (y, Bx). Dann ist A= B.

Beweis. Wir setzen x = e; und y = ¢; ein, dann ist

(ej,Aey = (0 ... 01 0 ... 0)A|1|=ay. (4.90)

0
Analog ist (e;, Be;) = b;j. Da i,j beliebig gewédhlt werden kénnen, gilt fir alle i,
a;; = b;; und somit A = B.

O]

Wir haben uns schon mit Drehungen im R? beschéftigt. Dort haben wir Drehungen und
Drehspiegelungen aus der Forderung gefunden, dass Langen und Winkel erhalten sein
sollen, was wir zu der Forderung umformuliert haben, dass das Skalarprodukt erhalten
sein soll.

Analog suchen wir jetzt nach linearen Abbildungen im R"”, z +— Oz, mit
Ve,y € R": (Oy,0x) = (y,x) . (4.91)
Nun ist (Oy, Oz) = (y, O O x), d.h. wir suchen Matrizen O mit
O'0O=E,. (4.92)

Eine quadratische n x n-Matrix mit dieser Eigenschaft nennt man eine orthogonale
Matrix.

Wir erwarten, dass die Hintereinanderausfithrung von solchen Operationen wieder das
Skalarprodukt erhélt. In der Tat ist das Produkt von orthogonalen Matrizen wieder
orthogonal:
(0102)' 0105 =05 0101 O3 =050, = E,, . (4.93)
——

Ey

Wir sind versucht zu vermuten, dass die Menge aller orthogonalen n x n-Matrizen eine
Gruppe bildet. Wie wir gleich sehen werden, ist dies auch so, sie bilden die orthogonale
Gruppe:

O(n)={0 € M(nxn,R)| 00 =E,}. (4.94)

Wir haben schon gesehen, dass durch die Matrizenmultiplikation eine assoziative Ver-
kniipfung auf dieser Menge definiert ist. Ein neutrales Element gibt es auch, ndmlich FE,,,
da

E'E,=FE,E,=E,. (4.95)
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Wie steht es um das inverse Element? Zu O € O(n) gibt es per Definition ein linksinverses
Element O, da O'O = E,,. Kénnen wir daraus schliefien, dass O O' = E,,? Wenn wir
wiissten, dass O! selbst wieder orthogonal ist, also O' € O(n), wiren wir auch fertig, da
dann (OY)! O' = O O! = E,,, aber das wollen wir ja gerade zeigen.

Man ist woméglich versucht, einfach den Ausdruck O'O = E,, zu transponieren, aber
das fithrt nicht weiter, denn

(O'o)Y =0' (oY =0'0 (4.96)

ist. (Wir bemerken nebenbei, dass jede Matrix der Form A! A symmetrisch ist.)

Wir miissen also etwas mehr arbeiten und iiberlegen, unter welchen Umsténden eine
Matrix ein multiplikatives Inverses besitzt, also invertierbar ist.

Seien A,B € M(n x n,R) mit AB = E,,. Was wissen wir dann iiber A und B? Wir
erinnern uns, dass der Rang bei der Komposition von linearen Abbildungen nicht gréfler
werden kann. Da rang E,, = rangidgr» = n, folgt rang A > n und damit rang A = n und
ebenso rang B = n.

Aus A B = E, folgt also rang A = rang B = n.

Eine lineare Abbildung F': V — V mit rang F' = dim V' ist aber injektiv und surjektiv,
also bijektiv (ein Isomorphismus) und somit invertierbar, d.h. es existiert eine eindeutige
Umkehrabbildung F'~! : V' — V (man mache sich klar, dass diese wieder linear ist) mit
FoF'=FloF=idy.

Ubertragen auf Matrizen bedeutet dies, dass es zu einer linearen Abbildung auf dem
R", z — Az, mit rang A = n, eine Umkehrabbildung x — Bz gibt mit AB = FE,, und
BA=E,.

Wir fassen zusammen:

Satz 4.11.

1. Sei A € M(n x n,R) mit rang A = n. Dann existiert eine eindeutige Matriz
B e M(nxn,R) mit BA= AB = E,. Wir nennen B die zu A inverse
Matrixz und schreiben

A7l .= B. (4.97)

2. Seien A,B € M(n x n,R) mit AB = E,. Dann ist B = A~! und somit gilt
auch BA=F,.

Matrizen, die eine inverse Matrix besitzen, nennen wir invertierbar. Offenbar sind die
invertierbaren Matrizen genau diejenigen quadratischen Matrizen mit maximalem Rang.

Damit haben wir auch gezeigt, dass aus O' O = E,, folgt, dass O O' = E,,. Fiir O € O(n)
ist also O! das inverse Element:

O orthogonal «— O'O=E, «— OO0'=E, — 07 '=0', (4.98)
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insbesondere haben wir nachgewiesen, dass O(n) eine Gruppe ist.

Die Menge aller invertierbaren Matrizen nennt man die allgemeine lineare Gruppe
(general linear group):

GL(n,R) ={A € M(n xn,R) | A invertierbar} . (4.99)
Wieder sollten wir kurz innehalten, um zu verstehen, warum diese Menge eine Gruppe
ist. Zunéchst scheint es offensichtlich, da wir wissen dass
e die Matrizenmultiplikation assoziativ ist,
e das neutrale Element E,, in GL(n,R) enthalten ist (E,! = E,)
e und per Definition alle Elemente invertierbar sind.

Wir miissen aber noch feststellen, ob die Matrizenmultiplikation {iberhaupt eine Ver-
kniipfung auf GL(n,R) darstellt, dass also das Produkt zweier invertierbarer Matrizen
wieder invertierbar ist.

Das ist der Fall, da fir A, B € GL(n,R) gilt

(B'A™YAB) =B YA 'AB=B"'B=FE,, (4.100)
Ey

also ist (A B) invertierbar und es gilt
(AB)"'=B71A"!, (4.101)

(Aus der Sicht der linearen Abbildungen ist dies auch klar, da die Komposition bijektiver
Abbildungen wieder bijektiv ist.)

Die Transposition ist auch als Operation auf GL(n,R) definiert: Zu A € GL(n,R) ist
auch A! invertierbar, da

(A H A =AAY =E =E,, (4.102)

also ist
(AH~L = (A~ hHt, (4.103)

Die Regeln fiir die Inversenbildung fassen wir noch einmal zusammen:

Satz 4.12. Fir A,B € GL(n,R) gilt
o (A H =4,

(AB)"' = B~1A~1,

(At = (4 _l)t,

(AA)~1 =141 fir A € R\ {0}.
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Wir wollen nun ein Verfahren besprechen, wie wir zu einer gegebenen Matrix A die
inverse Matrix A~! (wenn sie existiert) bestimmen kénnen. Dabei verwenden wir die
elementaren Zeilenumformungen, die wir schon bei den homogenen linearen Gleichungs-
systemen diskutiert haben. Zunéchst wollen wir diese Umformungen durch Multiplika-
tion mit geeigneten Elementarmatrizen realisieren.

Dazu stellen wir Folgendes fest: Geht A aus A durch eine elementare Zeilenumformung
hervor, so wird C' = AB durch dieselbe Umformung zu C' = AB. Dies liegt daran, dass
die i-te Zeile von C' = AB linear von der i-ten Zeile von A abhingt, aber nicht von den
anderen Zeilen: ¢;; = Y1 aipby; fiir n x n-Matrizen.

Vertalgschey wir z.B. in A die Zeile i1 mit der Zeile i3 und bekommen daraus fl, SO
geht C' = AB aus C' = AB auch durch Vertauschung des entsprechenden Zeilen von C'
auseinander hervor.

Auch die tbrigen elementaren Zeilenumformungen sind linear in den Zeilen und lassen
sich daher von A auf C iibertragen.

Daraus folgt aber, dass wir jede dieser Umformungen durch die Multiplikation mit einer
geeigneten Matrix erreichen kénnen, indem wir A = E, A schreiben. Eine Umformung
zu A kénnen wir erreichen, indem wir dieselbe Umformung auf E,, anwenden: A = E,, A.

Da elementare Zeilenumformungen riickgéngig gemacht werden kénnen, sind die so ent-
standenen Matrizen invertierbar. Sie heiflen Elementarmatrizen.

Wir sehen uns die explizite Form dieser Elementarmatrizen an:

1. Vertauschung der Zeile @ mit der Zeile b: A — A = P?A mit

a b
1
1
a 0 . 1
1
Pt = (4.104)
1
b 1 0
1
1
und

Pl =pg (PHY™t = PP, (4.105)
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2. Betrachten wir nun die Addition eines reellen Vielfachen (A € R) der Zeile b zur
Zeile a. Diese wird realisiert durch A4 — A = Q%(\)A mit

1
1
a
QN =
b
oder
1
1
b
') =

a

a

b

b

QP () ist invertierbar mit Q% (N\)Q%(—\) =

(b>a) (4.106)
1
1
(b<a). (4.107)
1
1
E,.

3. Multiplikation der Zeile a mit A € R\ {0} wird realisiert durch A — A = S,(\)A

mit
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Sa(A) ist invertierbar mit Sq(A)Sa(5) = En.

Diese Elementarmatrizen erzeugen GL(n,R) in folgendem Sinn:

Satz 4.13. Zu jeder Matric A € GL(n,R) gibt es Elementarmatrizen Ay, ..., As
der obigen Form mit A= Ay... As.

Beweis. Zunéchst bringen wir A auf Zeilenstufenform. Der Rang ist durch die Zahl
der Pivot-Elemente gegeben. Wenn A invertierbar ist, ist der Rang maximal und wir
erreichen eine obere Dreiecksmatrix mit von Null verschiedenen Diagonalelementen:

ail *
A = = B, ...Bi A (4.109)
~ w—/
0 Ann Elementarmatrizen

mit beliebigen Eintriagen . A; geht aus A durch Multiplikation mit Elementarmatrizen
hervor.

Durch Umformungen vom Typ 3 erreichen wir die Form

1 *
1212: = Bsg"‘le-i—lAl:Bsz"'BlA- (4.110)
—_——
0 1 Elementarmatrizen

vom Typ 3

Durch weitere elementare Umformungen kénnen wir Ay zur Einheitsmatrix umformen,
indem wir die 1 an Position 7,7 benutzen, um durch geeignete Addition der i-ten Zeile
zu den Zeilen j mit j < i die Eintrdge in der i-ten Spalte oberhalb von 4,47 zu Null zu
machen. Wir erreichen schlieflich:

1 0
A3 = E, = =Bs...Bs,; 1Ay =Bs...B1 A (4.111)
0 1
— A=DB;'B;'...B;'. (4.112)
Da die Inversen der Elementarmatrizen wieder Elementarmatrizen sind, ist die Behaup-
tung bewiesen. O
In dem eben gefiihrten Beweis steckt ein Verfahren zur Bestimmung der inversen Matrix,
denn nach den dort erfolgten Umformungen ergibt sich

A'=B,...B. (4.113)

Um A~! zu erhalten, miissen wir also alle Operationen, die wir auf A anwenden, um zu
E,, zu gelangen, parallel auf F,, anwenden:

E,=Bs;...BJA <+ A'=DB,...BE, (4.114)
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Wihrend des Verfahrens iiberprift man, ob A iiberhaupt invertierbar ist: Wenn die
Zeilenstufenform erreicht ist, erkennt man die Invertierbarkeit daran, dass alle Diago-
nalelemente von Null verschieden sind.

Wir fithren das Verfahren an einem Beispiel durch:

Beispiel 4.5.
01 —4 1 00
A=11 2 -1 01 0| =E3s
1 1 2 0 1
17 1 2 -1 010
1 0 1 —4 1
2 -1 0 1 0O
0 —4 1 0 0
IIr—1 \o -1 3 0 -11
2 -1 1 0
—4 1 0 O = A ist invertierbar
II+11 \o 0 -1 =11
2 -1 1 0
0 —4 1 0
—111 \o 0 1 -1l
I-2I1 1 0 7 -2 1 0
0 —4 1 0
00 1 -1 1 -1
I1—-7I11 1 0 0 5 —6 7
0 —4 1 0 0
00 1 LA
1 0 0 5 —6 7
IT+411T [0 1 0 -3 4 —4|=4a"
00 1 -1 1 -1
Durch Multiplikation kann man leicht testen, ob man richtig gerechnet hat:
AAT = FEs.
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Spaltentransformationen

Statt elementarer Zeilenumformungen kénnen wir entsprechende elementare Spalte-
numformungen durchfithren. Aus der bisherigen Diskussion sollte klar sein, dass ele-
mentare Spaltenumformungen durch Multiplikation mit Elementarmatrizen von rechts
realisiert werden kénnen:

A —~ A=A E, (4.115)

elementare Elementarmatrix
Spaltenumf.

Das Verfahren zur Inversion koénnte man also genauso gut mit Spaltenumformungen
durchfiithren (aber nicht durcheinander mit Zeilenumformungen verwenden!).

Ein praktischerer Nutzen liegt in der eleganten Bestimmung einer Basis des Bildes, da
sich das Bild unter einer Spaltenumformung nicht &ndert:

ImA=Im(AB) (B invertierbar). (4.116)

Bringt man A auf Spaltenstufenform, kann man eine Basis leicht ablesen als

*
—_———
Basis des Bildes

Das geht nicht durch Zeilenumformungen, da im Allgemeinen Im A # Im (BA). (Hier
kann man nur, wie wir gesehen hatten, indirekt eine Basis des Bildes bestimmen: Man
nehme die Spalten von A, die den Spalten der in der Zeilenstufenform A auftretenden
Pivot-Elemente entsprechen.)

Die Spaltenstufenform kann auch erreicht werden dadurch, dass man die Matrix zuerst
transponiert, dann auf Zeilenstufenform bringt und dann wieder transponiert:

Transponieren Zeilenstufenform Transponieren
A > Al > B Al > A B
~—~— ~~
Zusammenfassung Zusammenfassung
aller Zeilenumf. aller Spaltenumf.

4.2.1 Komplexe Matrizen

Alles, was wir bisher gemacht haben, ldsst sich auf Matrizen mit komplexen Eintra-
gen {bertragen mit der Ausnahme der Dinge, die wir mit Bezug auf das kanonische
Skalarprodukt besprochen haben, da dieses im C™ anders definiert ist. Das heifit

e Matrizenaddition
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Matrizenmultiplikation
e Transposition

Invertierbarkeit

Bestimmung der Inversen Matrix

Begriff des Bildes und des Kerns, etc.

funktionieren ganz genauso, nur dass bei der Skalarmultiplikation nun immer komplexe
Zahlen verwendet werden. Dagegen werden wir sehen, dass die Begriffe symmetrische
und orthogonale Matrix durch neue Konzepte abgelost (bzw. erginzt) werden.

Das kanonische Skalarprodukt auf dem C™ sieht wie folgt aus:
()= Tiyi=1'y, (4.117)
i=1

wobei der erste Eintrag komplex konjugiert wird.

Warum wéhlt man diese Definition? Man will Vektoren wieder eine reelle, nichtnegative
Linge zuordnen. In C = C! ist dies der Absolutbetrag, z + |z| = v/Zz. Im C" ist das
Analogon ||z||> = 31 |zi]? = 3o Zizi. Diese Linge bekommt man als Quadrat eines
Skalarprodukts (-, -)., wenn man es wie oben definiert:

1217 = (2, 2), - (4.118)

Wir notieren ein paar Eigenschaften des Skalarprodukts auf C™:

1. Vz,y,z€ C", A€ C:

(wy+2)e = @)+ (@2, linear im 2. Eintrag
(.fC,)\y c :>"<x7y>c
(w4920, = @2+ 2, semilinear im 1. Eintrag
<)‘xvy>c =X xay>c
2. Vz,y e C": (,y). = (y, ), hermitesch

3. Ve e C"\ {0} : (x,2).>0 ((0,0),=0) positiv definit

Diese Eigenschaften weisen (-, ). als eine positiv definite, hermitesche Sesquilinearform
(oder kiirzer: positiv definite hermitesche Form) aus.

Mit diesem Skalarprodukt ist

— t _
(z,Ay), = 7" Ay = (Alz) y = (A'z,y),. = (A"z,y), , (4.119)
wobei wir hier einen weiteren Begriff eingefiihrt haben:

Fiir A € M(m x n,C) nennen wir B
A= Al (4.120)
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/

die adjungierte Matrix, also A* = (aj;) mit aj; = aj;.

Quadratische Matrizen mit A* = A, also (Az,y), = (x, Ay),, nennen wir hermitesche
Matrizen.

Matrizen U, die das komplexe Skalarprodukt erhalten, erfiillen
Uz, Uy), = (z,y), , (4.121)
und da (Uz,Uy),. = (z,U*Uy), gilt, folgt U*U = E,, also
Ur=u"t. (4.122)
Solche Matrizen nennt man unitiare Matrizen.
Die Menge aller solcher n x n-Matrizen bilden die unitire Gruppe

Un) = {U € M(nxn,C) | U*U = E,}. (4.123)

Unitdre Abbildungen spielen in der Quanten- und Teilchenphysik eine grofie Rolle.

Im folgenden Abschnitt wollen wir uns noch einmal genauer dem Zusammenhang zwi-
schen Matrizen und linearen Abbildungen widmen.
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4.3 Basiswechsel und Normalform

Seien V, W endlichdimensionale Vektorrdume und F : V' — W eine lineare Abbildung.
Wir wollen F' durch eine Matrix darstellen.

Damit wir iiberhaupt eine Chance haben, dies zu tun, miissen wir Basen definieren. Seien
also
Ay = (v1,...,0) und Aw = (w1, ..., wy) (4.124)

Basen von V und W.

Die Bilder F'(v;) der Basisvektoren haben eine eindeutige Zerlegung beziiglich Ay, d.h.
es gibt reelle Parameter a;; mit

m
F(vj) = a1j - w1+ .. + G - Wi = Y @i - w; . (4.125)
=1

Die Koeffizienten legen die Abbildung komplett fest, denn

Floy-vn+ ot o) = F( Y ay00;) =Y ay- F(y) (4.126)
i=1 =1
:ZZCLUCL‘]U}Z:Z(ZCLUSU])U)Z (4127)
j=1l:=1 i=1 j=1

Jede lineare Abbildung ist von dieser Form, andererseits ist jede so definierte Abbildung
linear.

Bei gegebenen Basen Ay und Ay haben wir also eine bijektive Abbildung zwischen den
Matrizen M (m x n,R) und den linearen Abbildungen Hom (V, W) gefunden.

Genauer: Fir endlichdimensionale reelle Vektorraume V, W (mit dimV = n, dimW =
m) mit Basen Ay, Ay gibt es einen Isomorphismus

Isomorphismus
A ~
MY« Hom (V, W) — M(m x n,R) (4.128)
F — MY (F),

sodass fiir va“’/(F) = (a;;) gilt
F(ij-vj):Z(Zaij-xj)-wi. (4129)
j=1 i=1  j=1

Wir konnen diesen Zusammenhang auch mit Hilfe der Basisisomorphismen ® 4,,, ® 4,
schreiben

4, R* — V Dy, R™ — W (4.130)
n m
j=1 i=1
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Dann gilt:
F' :R" — R™
T — Mﬁ“;/(F) T

ist gegeben durch
F'=0,! oFody,, (4.132)

denn x verhélt sich unter der zusammengesetzten Abbildung wie folgt:

e erst ordnen wir einem n-Tupel x von Koordinaten einen Vektor zu

Dy () =D aj-vj, (4.133)
j=1

e dieser Vektor wird durch F' nach W abgebildet,

F(®4, (7)) = f: (iaij-xj) Cw; (4.134)

i=1 j=1

e dort ordnen wir dem resultierenden Vektor wieder seine Koordinaten beziiglich der
gewahlten Basis zu.

a0 (F(@ay (0) = (Y aij ;) = MY (F)-a. (4.135)
j=1

)

Das konnen wir in einem kommutativen Dia-

Ay /
gramm ausdriicken — kommutativ bedeutet dabei, MAW(F) (bzw. F)

dass auf verschiedene Weise zusammengesetzte Ab-
bildungen {ibereinstimmen, hier also
i) Dy
By, oF =Fody, , (4.136) v
was aquivalent ist zu F/ = @;‘lﬂ/ oFo®y,,da Dy, v w
F

ein Isomorphismus ist.

Beispiel 4.6. Wir betrachten den Vektorraum der Liosungen der Bewegungsglei-
chungen des harmonischen Oszillators mit Frequenz w € R, den wir erkannt hatten
als

U, ={q€ Abb(R,R) | ¢:t+ q(t) = acoswt + bsinwt , a,be R}. (4.137)
Auf U, betrachten wir die Abbildung D : q — ¢. Nun ist
§(t) = —wasin wt + wbcoswt , (4.138)

d.h. beziiglich der Basis Ay, = (t — coswt,t — sinwt) hat D die folgende Wirkung
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i) (%))

D wird also dargestellt durch die Matrix

auf die Koordinaten

M (D) = (_Ow ‘6’) . (4.140)

Die Wirkung von D? (zweite Ableitung) wird in dieser Basis zu

2
Auv,, Au, 2 0 w
M (D?) = (M,* (D))" = (_w 0) = —w? By, (4.141)
Avy (12 2 _
d.h. My, (D? +w? - idy,) = 0.
Das muss gelten, da alle Funktionen q € U, die Bewegungsgleichung § = —w?q

erfillen.

va“’/(F ) liefert uns eine Darstellung von F' beziiglich der Basen Ay und Ayp. Wie
verdndert sich diese Matrixdarstellung, wenn wir die Basis wechseln?

Waihlen wir also eine andere Basis in V, By = (v],...,v}). Die alte Basis konnen wir
auf eindeutige Weise beziiglich der neuen darstellen:

n
v = z tig - v] - (4.142)
=1
Andererseits konnen wir die neue durch die alte Basis ausdriicken:
n
v = Zt;l V. (4.143)
j=1
Setzen wir diesen Ausdruck oben ein, so erhalten wir

n n
Vi = Z Z tlk . t;’l * Uy . (4.144)
=1 j=1
Da die v; linear unabhéngig sind, folgt

n
> ot thy =0k, (4.145)
=1

also T'T' = By, wobei T' = (i), 7" = (t};), d.h. T" = T
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1

Ein gegebener Vektor Y ;' z; - v; in V mit Koordinaten x = < : ) hat andere Koordi-

Tn
naten beziiglich der neuen Basis:

(> ty-al) v (4.146)

n n
=1 j=1

n n
SRR WURTED S SRS
=1 j=1 j

j=11=1 l

Also z = T 12’ und 2/ = Tx.

Bemerkung

Wenn wir uns darauf einlassen, dass Vektoren auch vektorwertige Eintrage haben diirfen
und wir Skalarmultiplikation auch von rechts definieren, kénnen wir den Basisisomor-
phismus auch formal schreiben als

x1
@Av(m):flv-x:(vl,...,vn) Cl=ziovi 4 Xy (4.147)
L,
Der Zusammenhang zwischen den K()()r(hnz\,t(Jnvekt(nl.’z: bzgl. alter Basis
Basen ist dann Ay 2/ By - T und Rr alte Basis
aus @4, (x) = ®p, (2') folgt dann /
Ay 2 =By - T -2 = By - ' und o4
somit ' =T - z. v
Das konnen wir uns wieder mit
Hilfe eines kommutierenden Dia- || =1 v
gramms klarmachen.
@géoq)AV rx—=T-x
®p,
-1 ) -1
Dy 0 OBy o T R neue Basis

Koordinatenvektor x’ bzgl. neuer Basis

Bemerkung
Wenn wir an einen Abbildungspfeil zwischen Vektorrdumen R™ eine Matrix schreiben,
meinen wir immer die durch diese Matrix vermittelte lineare Abbildung.

Fiir eine Basistransformation von Ay zu By im Vektorraum W wollen wir die zugehorige
Matrix, welche die Koordinatenvektoren transformiert, mit S bezeichnen,

(I)BV_VIO(I)AW y—S-y. (4.148)

Nun kénnen wir auch verstehen, wie sich die darstellende Matrix A = Mﬁv‘; (F') unter

einer Basistransformation verdndert, denn die neue Matrix B = Mgv‘[’/ (F) gehort zur
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linearen Abbildung
Pp10Fodp, = (Pph 0Py )o (DL 0 Fody,)o (P, odg,), (4.149)

d.h.
B=Mgv(F)=8-AT". (4.150)

Als kommutatives Diagramm stellt sich das wie folgt dar:

A= MY (F)
R R™
® 4, D4,
F
T 1% 0% S
(I)BV ¢BW
R R™
B = Mg, (F)

Zu einer gegebenen Abbildung mdchte man nun gerne Basen finden, sodass die zugeho-
rige Matrix moglichst einfach wird.

Satz 4.14. Sei F : V. — W eine lineare Abbildung mit rang ' = r. Dann gibt es )
Basen By, By von V. und W mit

MgV (F) = : (4.151)

0 0

mit einer r X r-Einheitsmatriz in der linken oberen Ecke der Matriz Mgv‘x// (F). Diese
Magtrizdarstellung von F nennen wir Normalform von F.

J

Beweis. Seien Ay, Ay Basen von V und W mit M:Z‘V‘;(F) = A. Durch elementare
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Zeilenumformungen bringe man A auf die normierte Zeilenstufenform

Ay = _ = SA (4.152)
R

mit S € GL(m,R). Durch Vertauschung der Spalten bringe man A; zunichst zu

1 * *
S
Ay = 1 x (4.153)
0 0
0 0

und dann durch Addition von Vielfachen von Spalten zu

= SAT™! mit T € GL(n, R). (4.154)

Da S und T invertierbar sind, ist der Rang von A3 gleich dem Rang von A, also rang A3 =
r, d.h. die Zahl der auftretenden Einsen ist r.

S und T entsprechen einem Wechsel der Basen, sodass SAT~! die Darstellung von F'
beziiglich der neuen Basis ist. O

Der Beweis liefert auch gleich ein konstruktives Verfahren zur Bestimmung der nétigen
Basistransformationen: Man beginne mit den drei Matrizen E,, A, FE, und fiihre alle
Zeilenumformungen, die wir an A ausfiihren, auch an der ersten Einheitsmatrix durch

En, A, Ey— SE,,SA,E, . (4.155)

Dann fiithrt man alle Spaltenumformungen an SA auch an der zweiten Einheitsmatrix
durch und erhalt
S, SAT! 171, (4.156)
(e

Normalform
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Der Beweis kann auch statt durch Umformung der entsprechenden Matrizen direkt iiber
die Wahl einer geschickten Basis gefiihrt werden. Nach dem Basisergénzungssatz gibt es
zu einer Basis (wy, ..., w,) von Im F' eine Basis By = (w1, ..., wy,) von W. Dann gibt es
eine Basis By = (v1,...,v,), sodass F(v1) = wy,..., F(v,) = w,, und (vy41,...,v,) bil-
det eine Basis von Ker F'. Da die Spaltenvektoren von M, g“; (F) die Koordinatenvektoren
der Bilder der Basisvektoren sind, folgt

MgV (F) = a8 (4.157)

Bemerkung
Wir sehen aus dem Satz auch sofort, dass rang A = rang A? fiir beliebige Matrizen A
gilt, denn sei SAT~! in Normalform wie oben, dann ist

rang A = rang SAT ! (der Rang andert sich nicht)
= rang (SAT™1)! (offensichtlich, da SAT ™! in Normalform)
= rang ((T~1)'A'S")
= rang A’ (Multiplikation mit invertierbaren Matrizen).

Wir haben den Rang einer linearen Abbildung als Dimension des Bildes definiert, fiir
eine Matrix fithrt dies auf die Dimension des von den Spaltenvektoren erzeugten Raums
bzw. auf die maximale Zahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren. Genauso kénnte man
den Zeilenrang als maximale Zahl linear unabhéngiger Zeilen einfithren. Aus dem obigen
Resultat ist aber klar, dass diese Zahl identisch mit dem Rang der Matrix ist.

Zu jeder linearen Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen gibt es also
Basen, sodass die Matrixdarstellung sehr einfach wird. Komplizierter und interessanter
wird es bei Abbildungen V' — V (sogenannte Endomorphismen). Ein Basiswechsel fiihrt
dann von einer Matrixdarstellung A zu einer neuen Darstellung SAS™!. Mit den dabei
auftretenden Normalformen werden wir uns spéter beschéftigen.
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Zusammenfassung Kapitel [4]

Wir haben uns mit linearen Abbildungen (Homomorphismen) zwischen (reellen) Vek-
torrdumen beschéftigt.

Dabei haben wir eine Reihe von Konzepten eingefiihrt, u.a.:

Kern, Bild

Matrizenaddition, -multiplikation, -transposition, -inversion
Symmetrische, hermitesche, orthogonale, unitire Matrizen
Basisisomorphismus, Matrixdarstellung einer linearen Abbildung

Basiswechsel

Wichtige Aussagen in diesem Zusammenhang sind u.a. (F : V — W linear):

Bilder bzw. Urbilder von Untervektorraumen sind Untervektorraume
Injektivitit <= dim Ker F' = 0, Surjektivitit <= rang F' = dim W
Dimensionsformel: dim Ker F' 4 rang F' = dim V'

Invertierbarkeit einer Matrix A <= A hat maximalen Rang
Gruppenstrukturen: invertierbare Matrizen, orthogonale bzw. unitdre Matrizen
Zeilenumformungen < Multiplikation mit Elementarmatrizen von links

Spaltenumformungen <+ Multiplikation mit Elementarmatrizen von rechts

Wir haben dabei auch ein paar konkrete Methoden besprochen:

Inversion durch Zeilenumformung A, E zu E, A~

Rangbestimmung aus Zeilenstufenform (oder Spaltenstufenform)

Insgesamt sollten Sie eine gewisse Vertrautheit mit linearen Abbildungen und ihren Ei-
genschaften gewonnen haben und in der Lage sein, mit Matrizen sicher umzugehen.
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5 Lineare Gleichungssysteme und affine Unterrdaume

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit inhomogenen linearen Gleichungssystemen
Az =b (xeR",be R™, Aec M(m xn,R)) (5.1)
und ihren Loésungen, also den Losungsmengen

Los(A,b) = {z € R" | Az = b}. (5.2)

Fiir b = 0 (homogene lineare Gleichungssysteme) ist die Losungsmenge ein Untervektor-
raum (der Kern von A), fiir b # 0 ist die Losungsmenge ein affiner Unterraum des R”,
und mit solchen Rdumen wollen wir uns zunéchst beschéftigen.

5.1 Affine Unterraume

[ Definition 5.1. Sei V ein reeller Vektorraum. B C V heift affiner Unterraum
von V, wenn es einen Untervektorraum U C V gibt, so dass gilt

fir alle vyw € B istv—w € U, (5.3)

firalleve BiueUistv+ue B. (5.4)

J

Mit anderen Worten: Wir fordern, dass es einen zugehdrigen Untervektorraum U gibt,
sodass zum einen die Differenz von je zwei Vektoren in B in U liegt und man zum
anderen nichtaus B hinausgelangt, wenn man einen Vektor in B durch einen Vektor aus
U verschiebt.

Beispiel 5.1.

e Eine Gerade Gy =v+R-t im R™ (t #0). Der zugehdrige Untervektorraum
ist die parallele Gerade R -t durch den Ursprung: Differenzen von Vektoren in
Gy liegen in R-t, und wenn man einen Vektor v+ -t in Gy um ein Element
p-t von R-t, also entlang der Geraden, verschiebt, ist der resultierende Vektor
v+ A t+p-t=v+ (A+p) -t wieder Element der Geraden G .

e FEine Fbene Fy 4, 1, = v+ R -t1 + R -2, der zugehorige Untervektorraum ist
die parallele Ebene R -t1 + R - to durch den Ursprung.

o Ein einzelner Vektor {v} C V, der zugehirige Untervektorraum ist der O-
dimensionale Raum {0}.

e Die Definition ldsst auch die leere Menge {} C V' zu, der zugehdérige Unter-
vektorraum ist dabei unbestimmt.

e Jede Menge von der Form v+ U mit U Untervektorraum von V.
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Satz 5.1. Jeder nichtleere affine Unterraum B wvon einem Vektorraum V ist von
der Form B=v+4+ U fiireinveV.

Beweis. Sei B C V ein affiner Unterraum mit zugehoérigem Untervektorraum U. Da
B # @, gibt es ein v € B. Wir zeigen nun, dass B=v + U.

Seiw e B. Dannist u:=w—-—veU,alsow=v+uecv+U.

Sei andersherum w € v + U, also w = v + u fir ein v € U. Da B affiner Unterraum ist,
ist v+u € B alsow € B. O

Affine Unterrdume sind also (wenn sie nicht leer sind) einfach verschobene Untervek-
torrdume. Sie sind im Allgemeinen nicht gegeniiber Addition und Skalarmultiplikation
abgeschlossen. Die Rolle des Untervektorraums ist die, dass jeder Vektor u € U eine
Translation t,, auf B definiert:

tw:B— B (5.5)
v Ut (5.6)

(Auf ahnliche Weise kann man auch abstrakt das Konzept eines affinen Raumes (statt
eines Unterraumes) einfithren: eine Menge, auf der ein Vektorraum durch eine Art Trans-
lation mit bestimmten Eigenschaften operiert.)

Der Vektorraum V selbst ist natiirlich auch ein affiner Unterraum von sich selbst. Es
ist sozusagen der Vektorraum, in dem wir die Lage des Ursprungs vergessen haben und
uns nur noch fiir Differenzen von Vektoren interessieren. Der dreidimensionale Anschau-
ungsraum ist in dem Sinne eigentlich eher ein affiner Raum, in dem die Translationen
bzw. Verschiebungen einen Vektorraum bilden. Zum Vektorraum wird er erst, wenn wir
einen Ursprung wahlen.

Zu der affinen Struktur kann man dann einen passenden Abbildungsbegriff definieren,
der diese Struktur erhélt. Dies fiihrt zu den sogenannten affinen Abbildungen:

Definition 5.2. Seien V, W reelle Vektorraume. Fine Abbildung ® : V — W heifst
affine Abbildung genau dann, wenn es einen Vektor wg € W und eine lineare Abbil-
dung F : V. — W gibt, sodass fiir alle v € V gilt:

®(v) = wo+ F(v). (5.7)

Das passt zu unserer anschaulichen Charakterisierung eines affinen Raums als einen
Vektorraum ohne ausgezeichneten Ursprung: Zusétzlich zu linearen Abbildungen kénnen
wir die Punkte auch um einen konstanten Vektor wg verschieben.

Die Hintereinanderausfithrung von affinen Abbildungen ist wieder affin: Seien ® : V' —
W und ¥ : W — Z affine Abbildungen von der Form

®(v) =wy + F(v) U(w) =z9+ G(w). (5.8)
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Dann wirkt Vo ® : V — Z als

(¥ 0 ®)(0) = U(B(v)) = Wl + F(v) (59)
= z0 + G(wo + F(v)) (5.10)
= z0 + G(wo) + G(F(v)) (5.11)
= (zo—l—G(wo))—{—?oF(v). (5.12)
konstant tnear

Bemerkung

Im R™ mit dem kanonischen Skalarprodukt (-, -) gibt es spezielle affine Abbildungen, die
alle Absténde erhalten. Eine solche Abbildung ® von der Form ®(z) = x¢ + Az ist also
charakterisiert durch die Eigenschaft

1@ (1) — P(z2)]] = [[21 — 22l = |A(z1 — 22| = [[z1 — 22l (5.13)

Die zugehorige Matrix A erhélt die Lange von Vektoren und muss damit orthogonal sein:
A*A = E,,. Denn

1 1
(Awy, Awo) = 2([[A(21+) [P~ || A1 =22)|[*) = (lor 2|~ [lor—22|") = (w1, 22) .
(5.14)
Eine solche affine Abbildung, ®(z) = z¢ + Oz mit O orthogonal, heifit Euklidische
Bewegung. Mit der Hintereinanderausfithrung von Abbildungen bildet die Menge der

euklidischen Bewegungen eine Gruppe, die Euklidische Gruppe E(n) (manchmal auch
ISO(n) genannt).

Kommen wir zuriick zu den Gleichungssystemen und betrachten zunéchst den allgemei-
neren Fall der Gleichung F'(v) = w.

Satz 5.2. Sei F': V. — W eine lineare Abbildung zwischen reellen Vektorrdumen.
Sei w € W. Dann ist F~'({w}) ein affiner Unterraum von V mit zugehdorigem
Untervektorraum U = Ker F.

Beweis. Falls F~1({w}) = @, es also keine Losung gibt, so ist F~!({w}) ein trivialer
affiner Unterraum. Ansonsten sei v € F~'({w}), also F(v) = w. Fiir jedes weitere
v € F~1({w}) gilt F(v') = w, also F(v' —v) = 0. Dann ist

Fl{uwl) ={ e V| F{) = w} (5.15)
={v eV |F{ —-v)=0} (5.16)
={v+ueV|F(u) =0} (5.17)
=v+ Ker F. (5.18)
Da Ker F ein Untervektorraum ist, ist £~ ({w}) ein affiner Unterraum.
O
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Damit ist insbesondere auch klar, dass der Losungsraum eines inhomogenen linearen
Gleichungssystems ein affiner Unterraum ist: Falls zu Az = b {iberhaupt eine Losung v
existiert (also Av =), so ist

Los(A,b) =v+ Ker A (5.19)
= v+ Los(4,0). (5.20)

Die allgemeine Losung eines inhomogenen linearen Gleichungssystems ergibt sich also als
Summe einer speziellen Losung des inhomogenen Systems und der allgemeinen Losung
des zugehorigen homogenen Gleichungssystems.
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5.2 Losung inhomogener linearer Gleichungssysteme

Jetzt, wo wir die Struktur der Losungsmenge verstanden haben, wenden wir uns der
konkreten Losungsstrategie zu.

Die Strategie ist &hnlich wie bei den homogenen Systemen: Wir formen die Gleichungen
so um, dass wir sie rekursiv 16sen kénnen (oder erkennen, dass keine Losung existiert).

Sei also die Gleichung A x = b gegeben; ausgeschrieben ergibt sich das Gleichungssystem

a1 T1+...+ai, - xTn =01 (5.21)
: : (5.22)
Gml T1+ ...+ Gmn - Ty, = bpy . (5.23)

Die Vertauschung zweier Gleichungen, die Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu
einer anderen und die Multiplikation einer Gleichung mit einer von Null verschiede-
nen Zahl dndern die Losungsmenge nicht und iiberfithren das Gleichungssystem in ein
dquivalentes System.

Wir kénnen also die bekannte Strategie anwenden. Die Operationen iibersetzen sich in
elementare Zeilentransformationen der Koeffizientenmatrix A, aber gleichzeitig miissen
wir die Transformationen am Vektor b durchfithren. Dies kénnen wir auch wie folgt
verstehen:

Durch Zeilentransformationen bringen wir A auf Zeilenstufenform A = SA. Wir kommen

dann zu der Gleichung y .
Az=SAz=Sb=b, (5.24)

wobei b aus b durch die gleichen Zeilenumformungen hervorgeht.

Da S invertierbar ist, ist Ax = b 4quivalent zu SAxz = S'b, also

Los(A,b) = Los(SA, Sb) = Los(A, b) . (5.25)

Es ist daher praktisch, die erweiterte Matrix A" = (A | b) mit b als Extra-Spalte einzu-
fiihren und dann A" auf Zeilenstufenform SA’ = (SA | Sb) = (A | b) zu bringen. Dann
ist A automatisch in Zeilenstufenform und b ist auch gleich mittransformiert worden.

In der Zeilenstufenform lésst sich die Gleichung dann leicht behandeln:

A= 0 |« = 3 (5.26)
l;rJrl
- :
bm
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Offensichtlich hat die Gleichung hochstens dann eine Losung, wenn bpp1=...=Dbpy =0
(wobei 7 der Rang von A bzw. A ist), d.h. wenn gilt rang A = rang (A | b).

Wenn dies gegeben ist, dann kann man eine Lésung wie im homogenen Fall rekursiv
konstruieren: Man parametrisiert die f = n — r freien Variablen und driickt die r ge-
bundenen Variablen (die den Spalten der Pivot-Elemente entsprechen) durch die freien
Variablen und die I;i aus.

Die Losung hat dann die Form
x:v+)\1u1+...+/\fuf, (527)

wobei v die Losung ist, die man erhéalt, wenn man alle freien Variablen zu Null setzt.
Die Vektoren u1,...,uy bilden eine Basis von Ker A, dem Lésungsraum des zugehorigen
homogenen Systems Az = 0.

(u1,...,uyr) heiBt Fundamentalsystem von Losungen des homogenen Systems.

Der Losungsraum ist damit explizit von der Form eines affinen Raums
Los(A,b) =v+R-u +... +R-uy =v+ Los(4,0), (5.28)
und er hat die Dimension

dim Los(A, b) = dim Los(A4,0) = dimKer A =n —rang A. (5.29)

Wir fassen das Verfahren noch einmal kurz zusammen:
e Umschreiben des linearen Gleichungssystems als Ax = b.

e Uberfithrung der erweiterten Matrix (A | b) in Zeilenstufenform (A | b). Wenn
rang (A | b) = rang A = r, dann existiert mindestens eine Losung.

e Wir parametrisieren die f = n — r freien Variablen durch Parameter Aq,...,\s
und 16sen rekursiv nach den gebundenen Variablen auf.

Beispiel 5.2.

r1+x2+2x3 =4 1 4
1 +2x9 —23 =5 <~ Axr=b mitA=|1 2 —-1|,b=15
T1 —x2+5r3 = 2 1 2

(
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Wir bringen die erweiterte Matriz (A|b) auf Zeilenstufenform:

1 1 14
(Alb)=1 2 -1|5

1 -1 5 |2

1 1 1
Im—1r 1o 1 —2|1
IIr—1 \ o -2 4 |-2

11 14 o
01 2|1 |=(A]b)
IIT+2-11 \ 0 0 0 |0

Also haben A und (A | b) beide Rang 2. Das Gleichungssystem ist somit losbar, und
der Lésungsraum hat Dimension 3 —2 = 1.

Fiir die konkrete Losung schreiben wir uns Ax = b explizit hin:

x1+xo+ax3 =4
1‘2—22?3:1

(Die dritte Zeile von (A | b) fiihrt zu einer trivialen Gleichung.) Wir parametrisieren
x3 durch x3 = X und ldsen rekursiv nach den anderen Variablen auf:

To=142x3 =142\
.’Bl:4—3}2—1‘3:4—(1—1—2/\)—)\:3—3)\.

Die allgemeine Losung ist also

1 3—3A 3 -3
zo | =1+2x|=(1|+Xx-[ 2], (5.31)
T3 A 0 1

und der Lésungsraum ist

3 -3
Lis(A|b)=|1|+R-| 2 |, (5.32)
0 1
—— ——

also eine Gerade im R3.
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Am Ende bietet es sich an, die Losung noch einmal zu testen: Die spezielle Lésung
v erfillt:

1 4
Av=1|1 2 —1||1]|=[5]=0. (5.33)
1 -1 5 0 2

Der Vektor w soll im Kern von A liegen (in diesem Fall sogar eine Basis bilden)
und erfillt in der Tat

1 0
Au=|1 2 —1||[2|=|o0o]. (5.34)
1 0

Die Dimension des Losungsraums (falls er nicht leer ist) ist durch den Rang bestimmt,
dim Los(A, b) = n — rang A. Also ist die Losung eindeutig, wenn rang A = n.

Wenn rang A = m, ist x — Az surjektiv, und dann ist die Gleichung Az = b immer
losbar: rang (A | b) kann nicht grofier als die Zahl m der Zeilen werden.

Wir fassen diese Losungskriterien zusammen:

Satz 5.3. Sei Az = b ein lineares Gleichungssystem, A € M(m x n,R).

1. Ist rangA = rang(A | b) = r, dann ezistiert eine Losung und der affine
Lésungsraum ist (n — r)-dimensional.

2. Fiir rang A = n existiert hochstens eine Ldsung.
3. Fiir rang A = m existiert zu jedem b € R™ eine Lisung.

4. Fir rangA = m = n gibt es zu jedem b € R™ = R eine eindeutige Losung.
Sie ist gegeben durch x = A~'b.
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5.3 Quotientenvektorraume

Wir haben gesehen, dass Losungsraume inhomgener linearer Gleichungssysteme Ax = b
affine Unterrdume sind. Schauen wir uns ein weiteres Beispiel an: Der Losungsraum der
Gleichung (wobei a; und ag nicht beide Null sein sollen)

(o a2) (12) = (539

ist eine Gerade, die im R? orthogonal zu (g1 ) verlduft (beziiglich des kanonischen Ska-

larprodukts auf R?), d.h. die Richtung der Geraden ist durch den Vektor v = ( “2 )
gegeben. Der Abstand der Geraden vom Ursprung wird dabei durch die Zahl b € R
festgelegt, variiert man b, so erhédlt man verschiedene, zueinander parallel verschobene
Geraden. Man kann nun auch die Menge aller dieser Losungsraume betrachten, also die
Menge in Richtung v zeigender Geraden im R?:

RQ/(R.U)::{UJ-{-R-U|U)ER2}. (5.36)

Die Notation der linken Seite wird in Kiirze erklart, im Moment sehen wir das einfach
als Bezeichnung fiir die Menge der zu v parallelen Geraden in R? an.

w1+ R-v

R-v

wy+R-v

Dieser Menge kann man nun selbst wieder eine Vektorraumstruktur geben: Wir kénnen
Geraden addieren, indem wir die Menge aller Summen von Vektoren bilden,

(w1 +R-v)+ (w2 +R-v) = (w1 +wa +R-v), (5.37)

und das Ergebnis ist wieder eine Gerade; wir konnen eine Gerade mit einem Skalar
multiplizieren, indem wir jeden in der Gerade enthaltenen Vektor mit diesem Skalar
multiplizieren,

AMw+R-v) =N w+R-v), (5.38)
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und wir erhalten wieder eine Gerade, solange A # 0. Fiir A = 0 wére das Ergebnis {0},
also die Menge, die nur den Ursprung enthélt. Damit wir wieder eine Gerade erhalten,
miissen wir die Multiplikation mit A = 0 definieren durch

0-(w+R-v):=R-v.

FEigentlich wire es hier sinnvoll, ein neues Symbol fiir die so definierte Skalarmultipli-
kation einzufiithren, um sie von der Skalarmultiplikation auf R? zu unterscheiden. Um
die Notation einfach zu halten, werden wir aber bei dem gleichen Symbol bleiben. Man
kann nun tberpriifen, dass alle Vektorraumaxiome erfillt sind.

Etwas anschaulicher kann man diese Vektorrraumstruktur verstehen, wenn man jede
Gerade durch den Vektor minimaler Lénge charakterisiert, also den Vektor, der orthogo-
nal zu v und damit in unserem Beispiel in Richtung (g} ) liegt. Durch jeden Vektor auf
der (durch den Ursprung laufenden) Geraden R - (gl ) verlduft genau eine zu v parallele

Gerade, d.h. wir haben eine Eins-zu-Eins-Beziehung zwischen Vektoren in R - (g} ) und

2
Geraden in I8 /(IR )" Der Raum R-( g3 ) ist ein eindimensionaler Vektorraum (im obigen

2
Bild als griine Gerade eingezeichnet), und wir kénnen den Vektorraum R /(IR ) mit

diesem eindimensionalen Vektorraum identifizieren (genauer gesagt definiert die oben
erwiahnte bijektive Abbildung einen Isomorphismus).

Die gerade eingefithrte Konstruktion wollen wir jetzt verallgemeinern:

[ Satz 5.4. Sei V ein reeller Vektorraum, und sei U C V ein Untervektorraum von

V. Dann ist
Vi={v+UlveV} (5.39)

mit der Addition
vl =y (5.40)
(U1+U,1)2+U) — v +ue+ U

und der skalaren Multiplikation

. :RXV/U —)V/U

5.41
Nv4+U) — Xv4U ( )

ein Vektorraum. Ist V endlich-dimensional, so ist
dim V47 = dimV — dim U . (5.42)

Den Raum V/U nennt man Quotientenvektorraum.
Beweis. Zunidchst muss man sich davon iiberzeugen, dass die oben eingefiithrten Ab-

bildungen (Addition und Skalarmultiplikation) wohldefiniert sind. Es ist ja v + U =
(v+u)+U fir jedes u € U, d.h. man muss aufpassen, dass die Abbildungen das Gleiche
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geben, wenn man den affinen Unterraum anders darstellt. Schauen wir uns das im Bei-
spiel mit der Skalarmultiplikation an: Wir definieren A- (v+U) als A- v+ U. Hétten wir
v+U durch (v+u)+U geschrieben, wére das Resultat A- (v+u+U) = A-(v+u)+U. Da
aber A\-u € U, gilt A\- (v+u)+U = A\-v+U und wir erhalten das gleiche Ergebnis: Unsere
Vorschrift ist also sinnvoll (wir sagen, sie ist wohldefiniert). Eine dhnliche Uberlegung
zeigt, dass die Addition wohldefiniert ist; sie stimmt auch mit der von V induzierten
elementweisen Addition von Teilmengen von V iiberein:

(1 +U)+ (v2+U) ={w1 +wy | wy €v1 +U, wg € vy +U} (5.43)
={vi+u +v2+us|u,us €U} (5.44)
={n+wvr+tuluelU} (5.45)
=v +v2+U. (5.46)

Man kann schnell iiberpriifen, dass diese Verkniipfung kommutativ und assoziativ ist.
0+ U = U ist das neutrale Element, und zu v + U ist —v + U das inverse Element.

Die definierte Skalarmultiplikation erfiillt die Vertrdglichkeitsbedingungen mit der Ad-
dition: Fiir A € R und vy,v9 € V ist

A (1 +0)+ (24+U)) =X (vi4+v2+U) =A-(v1+v2) +U =X-v1+ A va+U (5.47)
und
A (1 +0)+ A (v2+0) =N 4+U0)+N-v2+U)=X-v1+A-va+U. (5.48)

Die tibrigen Vertraglichkeitsbedingungen zeigt man analog. V/U ist also ein Vektorraum.
Um etwas iiber die Dimension auszusagen, betrachten wir nun die lineare Abbildung

.V — V/U

5.49

v — v+ U. ( )

Sie ist offensichtlich surjektiv, also Im 7 = V/U. Der Kern von T,
Kerr={veV|n(v)=0+U=U}, (5.50)

ist die Menge aller Vektoren in V', die auf das Nullelement 0+U = U von V/U abgebildet
werden. m(v) = v+ U = U bedeutet insbesondere, dass jedes Element von v + U und
daher auch v + 0 in U enthalten ist, m(v) = U = v € U. Andererseits ist fur v € U
m(v) =v+ U =U, also ist

Kerm=U. (5.51)

Nach der Dimensionsformel ist dann
dim V = dim Ker 7 + dim Im 7 = dim U + dim ¥,/ . (5.52)
O]
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Bemerkung

Die Dimension von V/U kénnen wir auch durch Betrachtung einer Basis bestimmen: Sei
V' ein Vektorraum mit Dimension dimV = d, U C V habe die Dimension dimU = r.
Sei (uq,...,u,) eine Basis von U, die wir zu einer Basis (u1,...,uy,v1,...,04—y) von V.
ergénzen. Man kann sich dann davon iiberzeugen, dass (vy + U, ..., vq—, + U) eine Basis
von V/U bildet.
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Zusammenfassung Kapitel [5]

e Sie sind in der Lage, ein inhomogenes Gleichungssystem mit Hilfe des Gaufischen
Eliminationsverfahrens zu 16sen, d.h. Sie kénnen entscheiden, ob eine Losung exis-
tiert (rang (A | b) = rang A), und falls ja, konnen Sie eine Parametrisierung der
allgemeinen Losung angeben.

e Sie verstehen die Bedeutung des Satzes: Die allgemeine Losung des inhomogenen
Systems erhélt man durch die Addition einer speziellen Lésung des inhomogenen
Systems und der allgemeinen Lésung des zugehorigen homogenen Systems.

e Wenn das Gleichungssystem {iberhaupt losbar ist, ergibt sich damit der Losungs-
raum als ein verschobener Untervektorraum vom R", also z.B. eine Gerade oder
Ebene, die nicht durch den Ursprung geht (auler wenn b = 0). Solche Rédume
heiflen affine Unterrdume.

e Die Menge aller affinen Unterrdume v + U von V mit dem gleichen zugehorigen
Untervektorraum U bildet selbst wieder einen Vektorraum, den Quotientenvektor-
raum V/U.

Eine abschlieende Bemerkung zur Bedeutung der aus praktischen Griinden eingefiihrten
erweiterten Matrix (A | b):

Inhomogene Gleichungssysteme lassen sich auf homogene Systeme zuriickfithren, wenn
wir schreiben

Ar=b <= Az —b=0 <= (4|b)(*%)=0, (5.53)

also ergibt sich der Losungsraum des inhomogenen Systems als der Schnitt
Ker (A|b)n{z' e R"*! |2, =1} (5.54)

des Untervektorraums Ker (A | b) mit einer affinen Hyperebene durch Projektion auf die
ersten n Koordinaten.
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6 Determinanten

6.1 Determinante und Volumen

Matrizen vermitteln lineare Abbildungen im R™. Im RR"™ haben wir aber auch einen
Léngenbegriff und darauf aufbauend Begriffe von Fliacheninhalt und Volumen (und ent-
sprechende n-dimensionale Verallgemeinerungen). Da ist die Frage naheliegend, wie sich
Flachen und Volumina unter linearen Abbildungen verhalten.

Schauen wir uns als Beispiel zwei Dimensionen an. Eine einfache geometrische Figur, die
ihre Form unter linearen Abbildungen erhélt, ist ein Parallelogramm,

P(Ul,vg) = {)\1111 + Aoy | 0< A, < 1} (61)

das von zwei Vektoren vy, vo € R? aufgespannt wird.

Winkel und Léngen mogen sich &ndern unter einer linearen Abbildung, aber das Bild ist
wieder ein (im schlimmsten Fall entartetes) Parallelogramm.

Als Beispiel betrachten wir das Bild des von e1, e2 aufgespannten Parallelogramms (Qua-
drats):

612((1)) ’U1=A€1

Der Flacheninhalt des von ey, es aufgespannten Parallelogramms setzen wir sinnvoller-
weise zu

VOIQ(P(el, 62)) =1 N (6.2)
T

2-dimensionales Volumen

der Flacheninhalt von P(vi,ve) = P(Ae, Aey) ist durch die Eigenschaften von A be-
stimmt und durch die (noch zu definierende) Determinante von A gegeben. Nennen wir

also
| det A| = vola(P(Aeq, Aeg)) . (6.3)

Was erwarten wir, wenn wir mit einem beliebigen Parallelogramm starten (aufgespannt
von Vektoren uy,us)? Wieder wird sich der Fliacheninhalt méglicherweise dndern. Wir
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wollen kurz (ohne Anspruch auf Rigorositit) uns veranschaulichen, dass diese Anderung
wieder durch Multiplikation mit | det A| gegeben ist.

Man stelle sich vor, wir ndhern das neue Parallelogramm P(u1,us) durch eine grofle
Zahl N von kleinen Quadraten mit Seitenléngen A (A stellen wir uns klein vor), d.h. der
Flicheninhalt von P(u,uz) ist ungefihr N - A2,

Jedes Quadrat wird auf ein Parallelogramm der Fliche A\? - | det A| abgebildet (der Fli-
cheninhalt verhélt sich quadratisch unter Skalierung), d.h. das Parallelogramm P(Au1, Aus)
hat ungefihr die Fliche N - A2 - | det A|. Der Flicheninhalt hat sich also um den Faktor
|det A| gedndert. Man konnte dieses Argument préziser machen durch entsprechende
Limesbetrachtungen und kann es dann sogar sinnvoll auf beliebige , Figuren“ (in einem
zu prézisierenden Sinn) angewendet werden.

Wir kénnen daraus zwei Dinge folgern:

1. |det A| beschreibt ganz allgemein die multiplikative Anderung des Flicheninhalts
unter der Abbildung A.

2. Betrachten wir eine zweite Abbildung gegeben durch eine Matrix B: Sie bildet
P(e1,e2) auf P(Bey, Beg) ab mit Fliache voly(P(Bey, Beg)) = | det B|. Bilden wir
dieses Parallelogramm ab durch A auf P(ABe;, ABes), bekommen wir die Fliache

vola(P(ABey, ABes)) = | det A| - vola(P(Bey, Bes)) (6.4)

= |det A| - |det B]. (6.5)

Andererseits ist die Flache gegeben durch | det(AB)|. Wir erwarten also von diesem
Faktor |det(-)], dass er ein einfaches Verhalten unter Multiplikation von Matrizen

hat:
|det(AB)| = |det A| - | det B . (6.6)

Das Argument kénnen wir analog fiir ein Parallelepiped im R? (,Spat®) fithren und
gelangen zur gleichen Schlussfolgerung.

Um zur Determinante zu kommen, miissen wir kurz {iber Orientierung reden. Wenn wir
eine Basis (v1,v2) von R? haben, kénnen wir zwei Fille unterscheiden:

V2 U1

,positiv orientiert® ,hegativ orientiert*
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(v1,v2) ist positiv orientiert, wenn die kiirzeste Rotation von der vi-Richtung zur ve-
Richtung im mathematisch positiven Sinn (gegen den Uhrzeigersinn) verlauft.

Ebenso kénnen wir im R3 eine Orientierung einfiihren: (vy,vs,vs3) ist positiv orientiert
(,Rechtssystem*), wenn die drei Vektoren wie Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der
rechten Hand angeordnet sind (Daumen und Zeigefinger ausgestreckt).

Eine anschauliche Definition (eine préazise folgt spater) der Determinante ist wie folgt:

+vol, (P(Aey, ..., Aey)) wenn (Aeq, ..., Ae,) genauso orientiert
det A = ist wie (e1,...,en) (6.7)
—vol, (P(Aey, ..., Aey,)) sonst

Fir diese Grofie erwarten wir die Eigenschaft
det(AB) = det A -det B (6.8)
(fiir den Betrag hatten wir das schon diskutiert und man kann sich leicht tiberlegen, dass

auch die Orientierung mit dieser Regel einverstanden ist).

In einer Dimension, im R!, ist das sehr einfach. Die Linge eines Vektors (z), z € R, ist
|z|. Eine lineare Abbildung ist durch eine 1 x 1-Matrix A = (a) gegeben. Der Vektor
er = (1) wird auf (a) abgebildet, also ist |det A| = a. Ist @ > 0, so zeigt Ae; in die
gleiche Richtung wie e; (ist also gleich orientiert); ist hingegen a < 0, so zeigt Ae; in die
entgegengesetzte Richtung. Also ist det A = a.

Gehen wir zum R? mit einer Matrix A = (‘CL g). Wir miissen den Flacheninhalt des Par-
allelogramms P(v1,v2) mit Vektoren v1 = Ae; = (%) und vy = Aey = (4) bestimmen.

Der Flacheninhalt dndert sich nicht, wenn wir die Seite vy um ein Vielfaches von vq
verschieben (und auch umgekehrt):

vola(P(v1,v2)) = vola(P(vi,v2 + A - v1)) = vola(P(v) + A - v2,v2)) (6.9)

Y & & 4

Ist a # 0 (d.h. v; = () liegt nicht parallel zu es), konnen wir vy so entlang vy verschie-
ben, dass vo + A - v1 parallel zu es liegt:

0
@:vz_g.vl:(fl)_g.(z):(d_b_c>. (6.10)
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Der Fliacheninhalt ist jetzt gegeben durch die Lange einer Grundseite |d— %| multipliziert
mit der Hohe, also dem zu 09 orthogonalen Teil |a| von v;:
B be
voly (P(v1,v2)) = volo(P(v1,5)) = |d = =| - |a] = |ad — be] . (6.11)
a

0
c

die Hohe ist dann der zu v; orthogonale Anteil |b| von vy, sodass die Fliache |bc| ist. Die
Formel |ad — be| ist also auch in diesem Fall richtig.

Falls a = 0, kénnen wir stattdessen v; = (¥) als Grundseite (mit Lénge |c|) nehmen,

Also ist ’det (CCL Z) ) = |ad — bc|.

Das Vorzeichen von det A kénnen wir uns iitberlegen durch die Forderung det (39) = 1,
d.h.

a b
det (c d) =ad — be. (6.12)

Fiir eine Matrix A = (gl! g12) wird dies zu

det A = aj1a99 — aj2a01 = Z €i1i90i110452 (613)

01,02
mit dem zweidimensionalen e-Symbol
ela=1, €31 =—1, €11 =€ =0. (6.14)
Das Symbol ¢;; ist antisymmetrisch bei Vertauschung der Indizes:

€j = —€j5 . (6'15)

Gehen wir nun zu drei Dimensionen und betrachten die Matrix

aip aiz2 ais
A= a1 22 a3 . (616)

az1 asz ass
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Sie bildet die drei Einheitsvektoren e, es, eg auf die Vektoren

ail ai2 ai3
vi=Ae;=|ao1 | , vo=Aes=|ag | , v3=Aes3=|ass (6.17)
asi as2 as3

ab.
Sie bilden ein Parallelepiped (einen Spat) P(vi,v2,v3):

Das Volumen andert sich nicht, wenn ein Vektor, z.B. vs, entlang eines anderen Vektors
verschoben wird,

VOIg(P(Ul, V9, 03)) = VOlg(P(Ul, V9, U3 + A - Ul)) . (618)

Anschaulich ergibt sich das daraus, dass das Volumen aus dem Fliacheninhalt einer Seite
(z.B. das von v; und vy gebildete Parallelogramm) multipliziert mit der Hohe (in dem
Beispiel der zu v; und vy orthogonale Anteil von v3) ergibt. (Die H6he dndert sich nicht,
wenn v entlang von vy oder vy verschoben wird.)

Wir setzen der Einfachheit halber a1 # 0 voraus. Dann betrachten wir

ail 0 0
a12 ai13 — — Q12 _ a3
P(vi,v9 — a1, 3 — aTlUl) =P ag |, | a2 — graz |, [ a3 — a2 . (6.19)
_ 412 _ a3
pg p as1 az2 — Grrasi a3z — Grasi

Wir betrachten das von 09, U3 aufgespannte Parallelogramm in der xo-z3-Ebene mit
Flécheninhalt

o a2 ai3 a3 a2
voly (P (T2, 73)) = |(a2e — —ag1 ) (ass — —ag1 ) — (a23 — —a21) (asa — —az
an ar an

al
o a2 as a2 a3
= |ag2a33 — —a21a33 — a2—a31 + —a a3l
ail ail T a1
as a2 aiz = a2
- (a23a32 — ——a21a32 — G23——a31 + —a a31)‘ . (6.20)
a1 ail 1 aii

Das Volumen ergibt sich aus diesem Fldcheninhalt multipliziert mit der Héhe |aj;|:

VOlg(P(vl, V2, ’Ug)) = ‘au‘ . VO]Q(P(’DQ, ’l~)3)) (6.21)
= |a11a22a33 + a12a23a31 + @13021a032
— a12a21a33 — A13022031 — A11023032] . (6.22)
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Dies liefert auch das richtige Resultat fiir aq; = 0.
Wir konnen dies wieder einfacher schreiben als

3

vols(P(v1,vg,v3)) = ’ D Cirinis @iyl Gin2 Qi3
i1,02,i3=1

. (6.23)

Hierbei ist €5, der total antisymmetrische e-Tensor (Levi-Civita-Symbol), der definiert
ist als

€193 = €312 = €231 = 1 (,gerade” Permutation) (6.24a)
€213 = €391 = €132 = —1 (,ungerade* Permutation) (6.24b)
€ijk =0 (falls zwei Indizes den gleichen Wert haben).  (6.24c)

Das Levi-Civita-Symbol ist antisymmetrisch unter Vertauschung zweier Indizes:

€ijk = —€jik (6.25&)
€ijk = —€ikj (6.25b)
€ijk = —Ckji - (6.25¢)

Diese Eigenschaft zusammen mit der ,Normierung® €123 = 1 bestimmt ¢;;;, vollstandig.

Die Einheitsmatrix F3 iiberfithrt eine positive Orientierung in die gleiche positive Ori-
entierung, also fordern wir det E3 = +1. Daher definieren wir die Determinante fiir eine

3 x 3-Matrix als
3

detA = Z Eiligig aill aiQQ ai33. (626)

11,12,83=1

Fassen wir unsere Uberlegungen zusammen. Fiir die Determinante gilt:

e in einer Dimension: det(a11) = aj1 = €1aq; fiir e; =1

2
e in zwei Dimensionen: det(a;;) = E €iyig @iyl Qig2
i1,i2=1
3
e in drei Dimensionen: det(a;;) = E €iyigiz Qi1 Qin2 Qg3 -
i1,%2,i3=1

Dies legt folgende allgemeine Definition nahe:

Definition 6.1. Fir eine reelle (oder kompleze) n x n-Matriz A = (a;;) definieren
wir die Determinante von A als

n

detA = Z €i1...in a,;ll ai22 e Qipm - (6.27)

i1yeyin=1
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Dabei ist das e-Symbol definiert als

1 wenn iy,...,%, durch eine gerade Permutation aus 1,...,n hervorgeht
€iy..i, = —1 wenn 11, ...,1, durch eine ungerade Permutation aus 1,...,n hervorgeht
0 wenn zwei (oder mehr) Indizes gleich sind.
(6.28)
Dabei nennen wir eine bijektive Abbildung
m:{1,...,n} - {1,...,n} (6.29)
eine Permutation der Zahlen 1,...,n. 71,...,4, geht also durch eine Permutation aus
1,...,n hervor, wenn es eine solche Abbildung 7 gibt mit 7 (1) = i1,...,m(n) = iy.

Die einfachsten Permutationen sind die, bei der einfach zwei Zahlen vertauscht werden
(eine Transposition). Jede Permutation ldsst sich durch Hintereinanderausfithrung von
Transpositionen erreichen. Wir nennen eine Permutation gerade, wenn dazu eine gerade
Zahl von Vertauschungen benétigt wird, und ungerade, wenn die Permutation aus einer
ungeraden Anzahl von Vertauschungen hervorgeht.

Fiir eine Permutation 7 (im obigen Sinn) definieren wir dann das sogenannte Signum
von 7 als

(6.30)

) 4+1 wenn 7 eine gerade Permutation ist
signm = . L
—1 wenn 7 eine ungerade Permutation ist.

Das Signum ist wohldefiniert: Es héngt nicht davon ab, wie man eine Permutation aus
Vertauschungen zusammengesetzt hat.

Das sieht man tiber eine explizite Formel:
sign T = H M (6.31)
1<i<j< J—t
<i<gsn

Da im Zéahler und Nenner insgesamt die gleichen Paare vorkommen, gilt [sign7| = 1.
Man kann sich dann iiberlegen, dass die so definierte Funktion bei einer Transposition
das Vorzeichen éndert (siehe Ubungen).

Es gilt fiir jede Permutation

€r(1)..m(n) = SIgNT . (6.32)

Der e-Tensor kann dann auch dadurch charakterisiert werden, dass man fordert
€l.m=1 (6.33)
€.i.j..=—€_j . (antisymmetrisch unter Vertauschung beliebiger Indizes). (6.34)

Wir kénnen die Determinante jetzt auch so schreiben:

n

det A = Z €i1.in Qi1 Q352 - Qin = (635)
B1yeenyin=1
= Z sign (7T) aﬂ(l)l aw(g)g ce aw(n)n (6.36)
TI'ESn
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mit S, als der Menge aller Permutationen 7 : {1,...,n} — {1,...,n}. Wir bemer-
ken kurz, dass die Permutationen mit der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe, die
symmetrische Gruppe von {1,...,n}, bildet (siehe Beispiel |1.15]).

Bemerkung
Oft sieht man diese Formel mit vertauschten Indizes:

det A = Z sign () A1r(1) A27(2) -+ Onn(n) - (6.37)
TESR

Diese Formeln sind é&quivalent, denn durch Umordnen der Koeffizienten a;; kann man
den letzten Ausdruck schreiben als

Z sign (TF) Ar-1(1)1 Gr=1(2)2 --- Qr—1(n)n

TES,

= Z sign((w')_l) A (1)1 CLTI./(Q)Q cee aﬁz(n)n (6.38)
7' €Sn

= Z sign (7‘('/) aﬂ/(l)l aﬂ./(2)2 ces aﬂ./(n)n. (639)
' eSSy

Der letzte Schritt gilt, da sign7 = sign 7!, denn wenn 7 aus r Transpositionen aufge-
baut ist, kann man 7 auch durch r Transpositionen riickgingig machen, d.h. 7~! kann
aus r Transpositionen gebildet werden.

Mit dieser Erkenntnis folgt dann auch
det A = det A", (6.40)

woflir wir spater noch einen anderen Beweis sehen werden.
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6.2 Eigenschaften

Jetzt, wo wir die Determinante — motiviert aus unseren geometrischen Uberlegungen —
definiert haben, wollen wir ihre Eigenschaften herausarbeiten. Wir werden dann sehen,
wie sie dariiber berechnet werden kann und dass die Determinante durch einige ihrer
Eigenschaften schon eindeutig bestimmt ist.

Wir schreiben im Folgenden die Matrix mithilfe ihrer Spaltenvektoren, A = (vl e vn),

v; € R™.
Satz 6.1. Die Determinante hat die folgenden Eigenschaften: )
Fiir alle A = (vl---vn> € M(nxn,R), A€ R, gilt

1. det (vl'--vi---vj-"vn) = —det (vl-'-vj‘--vi--'vn), (i,j €{1,...,n}i<
j), d.h. die Determinante andert das Vorzeichen bei Vertauschung zweier Spal-
ten.

2. det (vl'--vi—i—)\-vj--'vn) = det (’Ul"-’l)n), (i,j € {1,...,n},i # j), d.h.
die Determinante dndert sich nicht, wenn ein Vielfaches einer Spalte zu einer
anderen Spalte addiert wird.

3. det (vl"-)\-vi-'-vn> = \-det (v1 - -vn), (i € {1,...,n}), d.-h. die Determi-
nante ist homogen unter Skalierung jeder Spalte.

4. det (61 . --en) =1.

5. Fiir alle w € R™ gilt

det (vl'-‘vi—}-w~~vn) = det (vl'--vi---vn) + det (vl--'w--'vn> ,
(i €{1,...,n}) mit w an der i-ten Position, d.h. die Determinante ist additiv
in jeder Spalte.
Bemerkung
Bevor wir diese Eigenschaften beweisen, wollen wir kurz ihre geometrische Bedeutung
beleuchten:

1. Umnummerierung der Kanten (Vertauschung zweier Indizes) fithrt zu Wechsel der
Orientierung.

2. Invarianz des Volumens eines Parallelotops unter Verschiebung eines Seitenvektors
parallel zu eine anderen Kante.

3. Skalierung des Volumens unter Skalierung einer Kante (A < 0 bedeutet Spiegelung
des Kantenvektors und damit Wechsel der Orientierung).

4. Das (orientierte) Volumen des Einheitskubus setzen wir zu 1.

5. Das Gesamtvolumen zweier Parallelotope mit gleicher ,,Grundfliche“ ist gegeben
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durch das Volumen eines Parallelotops mit dieser Grundflache und einer Héhe, die

gleich der Summe der einzelnen Hohen ist.

)= b

Nun zum Beweis.

Beweis.

1. Offensichtlich aus der Antisymmetrie von ¢;, ;. Es folgt aber auch aus 2. und 3.,
die wir gleich beweisen werden, denn die Vertauschung zweier Spalten kann man

zusammensetzen aus Operationen von Typ 2. und 3.:

2. 2.
Vi, U = v, v v = v — (05 v) , v+
~—_—
—v;
2. 3. mit A=—1
— —0j, (’Uj-F’Ui)—’Uj — Vj, U;
—_——

Vs

2. Sei der Einfachheit halber i =1, j = 2.

n
det (’Ul —1—)\'1}2’02"-’[)”) = Z 62‘1.._1'”(0411 —i—)\-ailg)aizg...ainn
01,4yt =1
= det (vl e vn>

n
+A Z €iy.iy  Gi12Gi92 Qi3 - - - Qi
in=1 7 S~
TS antisymm.  Symim.
in i1,ip 10 71,172

= det (vl,...,vn>

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

Zur Verdeutlichung des letzten Schritts ein einfaches Beispiel: Sei s;; = sj; ein

symmetrisches Objekt. Dann ist
5= ZGZ]S’U = _2:6‘7181] = - § :ei,j/sj/’i/ = - E ei/jlsi/j’ = —S,
ij ij i’ g’ i'5!

also s = 0.

3. Offensichtlich aus der Definition von det.

n

4. det (61, L. ,en) = Z 61‘1_._%51‘11 . 6inn =€, =1

il,...7in:1
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5. Offensichtlich aus der Definition von det.

Bemerkung

Die Eigenschaften 3. und 5. besagen, dass die Determinante als Funktion der n Spalten-
vektoren linear in jedem Eintrag ist, also konnen wir die Determinante als Multiline-
arform auf R™ ansehen:

det :R" x...xR" — R (6.47)
(v1,...,0,) —> det <v1 . 'vn> . (6.48)

Wir erinnern uns, dass wir eine lineare Abbildung R™ — R eine Linearform nennen, das
Skalarprodukt (-|-) : R™ x R™ — R ist eine Bilinearform.

Eine Multilinearform mit der Eigenschaft 1. (Vorzeichenwechsel bei Vertauschung zwei-
er Eintrige) heift alternierend. Die Determinante definiert also eine alternierende
Multilinearform auf R"™. (Alternierend bedeutet zunéchst, dass die Multilinearform
verschwindet, wenn zwei Eintrige gleich sind — iiber R ist dies aber dquivalent zur
Antisymmetrie unter Vertauschung.)

Die Eigenschaften 1., 2. und 3. beschreiben das Verhalten der Determinante unter Spal-
tentransformationen. Das konnen wir zum einen spéter fiir ein Verfahren zur Berechnung
verwenden. Zum anderen kénnen wir daraus noch ein paar wichtige Eigenschaften ab-
leiten.

Zunéchst folgt aus 1., 2. und 3., dass fiir eine Elementarmatrix S (die durch Multipli-
kation von rechts die Vertauschung zweier Spalten / die Addition eines Vielfachen einer
Spalte zu einer anderen / die Skalierung einer Spalte bewirkt) gilt:

Fir alle A € M(n x n,R) ist
det(AS) =det A-detS. (6.49)

Beweis. Sei S eine Elementarmatrix, die eine der Transformationen 1., 2. oder 3. bewirkt.
Dann folgt aus den Eigenschaften der Determinante fiir alle A € M (n x n, R)

det(AS) =c-det A, (6.50)

wobei ¢ unabhéngig ist von A (¢ = —1 fiir Vertauschung, ¢ = 1 fiir Spaltenaddition,
¢ = A fiir Spaltenmultiplikation mit \).

Also gilt insbesondere fiir A = E,

det S = det(E,S) =c-det E, = ¢ (6.51)

und somit
det(AS) =det A-det S. (6.52)
O
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Die Determinanten der Elementarmatrizen sind dann

1
0 1
e det P’ = det =-1
1 0
1
1 A 1 0
e det Q%(\) = det = det =1
0 1 A 1
1
o det Qu(A) = det A =\.
1
Wir wissen, dass wir A durch elementare Spaltentransformationen St, ..., S, in Spalten-

stufenform bringen kénnen, A = AS; ... S,, also

det A = det(AS; ... S,) (6.53)
=det(ASy...S—1) - det S, (6.54)
= det(ASy...Sp—2) - det S,_1 - det S, (6.55)
=... (6.56)
=detA-detS; ... -detS,. (6.57)

Wenn A nicht maximalen Rang hat, so hat A einen Spaltenvektor der Null ist, also
det A =0. (Denn A -det(---0) = det(---A-0) = det(---0) fiir alle A € R.) Da det S; # 0
fiir jede Elementarmatrix, ist dann auch det A = 0.

Wenn A maximalen Rang hat, kénnen wir A sogar durch Spaltentransformationen in die
Einheitsmatrix verwandeln:

E,=A5...5,, (6.58)
also 1 =det A-det Sy -...-det S, und somit det A £ 0.
Daher gilt:

Satz 6.2. Sei A € M(n x n,R). Dann gilt

rangA =n <= det A#0. (6.59)
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Wir kénnen auch sofort den Determinantenmultiplikationssatz, den wir schon zu Beginn
diskutiert hatten, beweisen:

Satz 6.3. Fir alle A,B € M(n xn,R) gilt

det(AB) =det A-det B. (6.60)

Beweis. Wenn rang B < n, dann ist auch rang (AB) < n und beide Seiten sind Null.

Wenn rang B = n, so gibt es Elementarmatrizen S1,...,5S, mit B = 51...5,, sodass
det(AB) = det(AS;...S,) =det A-det Sy -...-detS,. (6.61)
Gleichzeitig gilt
det B =det(S;...S,) =det Sy -...-det S, (6.62)
und daher gilt
det(AB) = det A -det B. (6.63)
O

Wir haben den Determinantenmultiplikationssatz rein iiber die Eigenschaften der De-
terminante bewiesen ohne die explizite Formel zu verwenden.

Wir haben dabei die Eigenschaft 5 (Additivitat in den Spalten) nie benutzt. Da Eigen-
schaft 1 (Vorzeichenwechsel bei Vertauschung von Spalten) aus den anderen folgt, ist die
Determinante durch die Eigenschaften 2, 3 und 4 eindeutig festgelegt (2, 3, und 4 legen
zunichst die Determinante der Einheitsmatrix und der Elementarmatrizen fest, wegen
des Determinantenmultiplikationssatzes ist dann die Determinante eindeutig bestimmt).

Satz 6.4.

1. Sei f: R"x...xR™ — R eine Abbildung mit den Eigenschaften (Vvi,... v, €
R*, NeR,i,5€{l,...,n},i#j)

o f(ur,...,vi+ A vj,...,05) = f(v1,...,0p)
o flur,...; A vy vn) =X f(vr,...,0p)
o fleg,...,en)=1.
Dann gilt fir alle vy,...,v, € R™: f(vi,...,v,) =det(vy---vyp).

2. Sei F: R"x...xR™ — R eine Abbildung mit den Eigenschaften (Yvq,...,v, €
]R’n) AG]R/7 1’?] 6{17""71}?/[:#]')

o F(ur,...,vi+X-vj,...,u) = F(ug,...,vp)
o F(vr,...; A 0iy...,vp) = |Al- F(v1,...,0)
o Fler,...,en)=1.
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Dann gilt fir alle vy, ...,v, € R": F(v1,...,0,) = |det(vy---vy)|.

3. Sei f: R"x...xR™ — R eine alternierende Multilinearform mit f(e1,...,e,) =
1. Dann ist Vvi,...,vp, € R": f(vy,...,0,) = det(vy -+ - vp).

Teil 1 haben wir oben schon begriindet, dieser Satz ermoglicht eine Charakterisierung
der Determinante iiber ihre Eigenschaften. Teil 2 folgt analog und charakterisiert das Vo-
lumen {iber die Eigenschaften. Eine weitere Charakterisierung der Determinante erlaubt
Teil 3 (iiber diese wird die Determinante in der Weierstralschen Axiomatik definiert).
Dieser Teil des Satzes folgt daraus, das aus der Linearitit (3 und 5) und der Antisym-
metrie unter Vertauschung (1) auch sofort folgt, dass jede alternierende Multilinearform
invariant ist, wenn das Vielfache eines (Vektor-)Eintrags zu einem anderen Vektor ad-
diert wird:

for, ..o+ X v5,000,05,000,00) = f)+ X f(,v5,000,05,.0) (6.64)
Das heifit, dass jede (normierte) alternierende Multilinearform die Voraussetzungen von
Teil 1 erfiillt und damit mit der Determinantenabbildung iibereinstimmt.

Wie wir schon erwiihnt hatten, gilt det A = det A. Das kénnen wir nun auch iiber die
Eigenschaften beweisen.

[ Satz 6.5. Fiir jede reelle n x n-Matriz A gilt det A = det A. ]

Beweis. Wie man tberprifen kann, ist diese Eigenschaft fiir eine Elementarmatrix S;
erfiillt, det S; = det S!. Ist rang A < n, so ist auch rang A < n und beide Seiten sind
Null. Ist rang A = n, so gibt es Elementarmatrizen Si,...,S, mit A =.51...5;, also

det A" = det(S; ... S,)" (6.65)
= det(SL...S%) (6.66)
=detS' ... detS! (6.67)
=detS, ... -detS; ( )
=det(S1...5,) =det A. (6.69)

Aus dem Determinantenmultiplikationssatz folgt sofort die Beziehung zwischen der De-
terminante einer Matrix und der Determinante der inversen Matrix.

Satz 6.6. Sei A € GL(n,R) (Menge der invertierbaren n x n-Matrizen). Dann ist

det(A™1) = (det A)~'. (6.70)
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Beweis. Da AA™! = E,, folgt

l=detE, =det(AA™") =det A det(A™'). (6.71)
O

Wir hatten in Kapitel ] die Matrixdarstellung von linearen Abbildungen mit Hilfe von
Basisisomorphismen besprochen. Fiir einen Endomorphismus F' : V' — V, also eine
Abbildung von einem Vektorraum V in sich selbst, ergibt dies beziiglich einer Basis A
eine quadratische n x n-Matrix M4(F) wenn dim V = n.

Damit haben wir die Méglichkeit, einem Endomorphismus F' auf einem endlichdimen-

sionalen Vektorraum eine Determinante zuzuordnen:

det F := det(M4(F)). (6.72)

Das ist aber natiirlich nur dann sinnvoll, wenn diese Definition nicht von der Basis ab-
hiingt. Sei A = MA(F), und sei B = ME(F) die Matrixdarstellung beziiglich einer
zweiten Basis B. Wie wir gesehen hatten, gilt dann B = S A S~!, wobei S den Basis-
wechsel sowohl im Definitionsraum V' als auch im Bildraum V beschreibt.

Dann gilt

det B = det(S AS™1) (6.73)
=detS-detA-detS™! =det A,

\]
N
S~—

d.h. die Determinante det(M+4(F)) ist unabhingig von der Basis.

Damit haben wir die wichtigsten Eigenschaften der Determinante besprochen. Wir wen-
den uns nun ihrer Berechnung und Anwendung zu.
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6.3 Berechnungsverfahren und Anwendung

Die Determinante kann auf verschiedene Weisen berechnet werden. Fiir die Determinante
einer 2 x 2-Matrix bietet sich die direkte Methode an:

a b
det (c d) =ad — bc. (6.75)

Auch fir eine 3 x 3-Matrix kann man noch den direkten Ausdruck verwenden. Dieser
l&sst sich in der Regel von Sarrus zusammenfassen:

ajl a2 a3
det | ag1 age ag3 | = (Summe der Produkte der griinen Linien) (6.76)
a31 a3z2 ass

— (Summe der Produkte der roten Linien) (6.77)
= (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21032)— (6.78)
— (a12a21a33 + a13a22a31 + a11a23a32) (6.79)

Bei grofleren Matrizen wird diese Methode immer aufwendiger. Bei 4 x 4-Matrizen muss
man 24 Terme aufaddieren, bei 5 x 5-Matrizen schon 120 Terme. Daher sucht man nach
praktischeren Verfahren.

Ein sehr effizientes Verfahren beruht auf den Zeilen- und Spaltentransformationen. Da
det A = det A?, gilt natiirlich alles, was wir iiber das Verhalten der Determinante bei
Spaltentransformationen gesagt haben, auch fiir Zeilentransformationen. Da uns diese
von der Behandlung von Gleichungssystemen vertrauter sind, werden wir das Verfahren
mit Zeilentransformationen formulieren.

Die Strategie ist simpel: Wir versuchen die Matrix durch Zeilentransformationen auf die
Einheitsmatrix zu bringen und merken uns die dabei auftretenden Faktoren. Wenn wir in
dem Verfahren merken, dass die Matrix nicht maximalen Rang hat, ist die Determinante
Null.

r B

130



6. DETERMINANTEN

Beispiel 6.1.

1 -15
detA=det (3 1 9 (6.80)
2 —4 2
1 -1 5
=det| 0 4 —6 |//-3I (6.81)
0 —2 —8 )II—2-1
1 -1 5
=2-det| 0 2 -3 |} 1] (6.82)
0 -2 -8
1 -1 5
=2-det| 0 2 -3 (6.83)
0 0 =11 )JI/1+1I

Jetzt konnen wir weitermachen, aber von nun an werden wir nur noch Transforma-
tionen vom Typ 2 (Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen) bendti-
gen, um die Matriz in eine Diagonalmatrix zu tberfiihren, die aber die Determinante
nicht andern. Also

10 0
detA=2-det [0 2 0 (6.84)
00 —11
100
=2.2.(=11)-det |0 1 0| =—44 (6.85)
00 1

Wir sehen somit, dass es geniigt, die Matriz in Dreiecksform zu bringen, dann ist
die verbleibende Determinante durch das Produkt der Diagonalelemente gegeben.

-

Das Verfahren ist also wie folgt:

e Wir iberfiihren die Matrix in Zeilenstufenform. Dabei beriicksichtigen wir, dass
das Vertauschen von Zeilen das Vorzeichen der Determinante éndert und dass das
Multiplizieren einer Zeile mit einer Zahl A die Determinante um A~! dndert.

e Wenn der Rang nicht maximal ist, ist die Determinante Null. Ansonsten hat die
Matrix nun obere Dreiecksform, deren Determinante durch das Produkt der Ein-
trage auf der Diagonale gegeben ist.

Dass die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix durch das Produkt der Diagonalele-
mente gegeben ist, folgt auch aus dem folgenden Késtchensatz:

r B
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Satz 6.7. Sei A € M(m x m,R) eine Matriz von der Form

A B
A= (01 A2> (6.86)

mit quadratischen Matrizen Ay € M(r x r,R), A2 € M((m —r) x (m —r),R),
(1<r<m-—1)und B€ M(rx (m-r),R).

Dann ist
det A = det Al - det A2 . (687)

Beweis. Die Determinante von A verschwindet, wenn A; und As nicht maximalen Rang
haben, da dann auch A nicht maximalen Rang hat. Wir setzen voraus, dass A; und
Ag maximalen Rang haben. Sei S eine r x r-Matrix, die eine elementare Zeilentrans-
formation A; ~» A; = SA; bewirkt mit det A, = det S - det A;. Die entsprechenden
Zeilentransformation in den ersten r Zeilen von A wird bewirkt durch

S 0
5,0, o5

Also gilt

S o (A BY,_ ., (SA SB\ . . (A B
det((o Em—r) (O A2>) = det ( 0 A2> =det S - det ( 0 A2> . (6.89)

Sei T eine (m —7) x (m—r)-Matrix, die eine Zeilentransformation von Ay bewirkt. Dann

ist
E. 0\ (A B\, _ Ay B\ A, B

det(( 0 T) (O A2>) = det ( 0 TA2> =detT - det ( 0 A2> . (6.90)

Wenn A; = 5;...5,,, A2 =11 ...T,, mit Elementarmatrizen S;, T;, dann folgt

Ay BY S1...5 B
det ( 0 A2> = det ( 0 m...T, (6.91)
—1
=det(S1...Sy) -det(Ty...T),) - det (EOT él B) (6.92)
E, 0

= det Ay - det Ay - det ( 0 Em—r) (6.93)
= det Ay - det Ay, (694)

wobei im Schritt von der zweiten zur dritten Zeile die Matrix durch Typ 2 Umformungen
verdndert wurde. O
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Bemerkung
Durch wiederholtes Anwenden des Satzes folgt auch, dass

Al *

A
det ) =detAy-...-det A, (6.95)

0 A,
fir Matrizen, welche die obigen Blockgestalt haben (A; sind quadratische Matrizen,
moglicherweise unterschiedlicher Grofie).
Insbesondere gilt fiir obere Dreiecksmatrizen wie schon festgestellt

A1 *
det =M. A (6.96)

Mithilfe des Késtchensatzes konnen wir auch die Determinante bestimmen, wenn einer
der Spaltenvektoren (z.B. an j-ter Stelle) ein Einheitsvektor (z.B. e;) ist. Sei also A von
der Form

J
ail 0 a1n
A= | 1 I (6.97)
anl e 0 e Ann

Wir fiihren zunéchst (j — 1) Spaltenvertauschungen durch, um die j-te Spalte zur ersten
zu machen, ohne die Reihenfolge der anderen zu &ndern. Danach fithren wir (: — 1)
Zeilenvertauschungen durch und bringen dadurch die i-te Zeile in die erste, ohne die
Reihenfolge der iibrigen Zeilen zu &ndern. Dabei dndert sich die Determinante um den
Faktor

(—1)i0 s (1)t = (—1) 2 = (—1)H (6.98)
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also

a; 1 aij,1 awL'jJrl (0777
0 ajl alj,l ale aln
_ mw
det A = (—1)"" - 0 ai—11 ... @Gi—1j-1 Gi—1j41 ... Gi—1n (6.99)
0 aiy11 -+ Git1j-1 Q141 -+ Gitln
0 QAp 1 e Qp j—1 Gp 541 e QApn
— i+J [ i+J !

wobei Aj; die (n — 1) x (n — 1)-Matrix ist, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte entsteht. (Diese Notation wollen wir dabei ganz allgemein einfithren, nicht
nur fiir Matrizen, deren j-ter Spaltenvektor e; ist.)

Damit kénnen wir die Determinante einer beliebigen Matrix auch wie folgt ausrechnen:
Wir wéhlen eine Spalte, z.B. die j-te Spalte v;. Diese kénnen wir als Linearkombination
der kanonischen Einheitsvektoren schreiben,

n
v; = ZCLZ‘]‘ €; . (6.101)
1=1

Mit Hilfe der Linearitdt der Determinante ergibt sich dann

det A = det(v1 -+ - vj—1Vj Vj41 - Un) (6.102)
n
= det(vl tee Ujfl Z aijel- Uj+1 s Un) (6.103)
i=1
. 7
= Z Qi det(m U516 V541" - ’Un) (6104)
i=1
=Y (1) - az; - det Aj; . (6.105)
i=1

Dies ist der Laplacesche Entwicklungssatz:

Satz 6.8. Sei A eine (reelle oder komplexe) n x n-Matriz (n > 2). Dann gilt fir
jedes j € {1,...,n},

det A= (—1)"* a;; det Aj;, (6.106)
=1
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sowie fir jedes i € {1,...,n}

det A= (=1)" az; det Aj;. (6.107)
j=1

Die erste Gleichung beschreibt die Entwicklung nach der j-ten Spalte, die zweite die
analoge Entwicklung nach der i-ten Zeile.

Zur konkreten Berechnung einer Determinante ist dieser Satz nur niitzlich, wenn in einer
Zeile oder Spalte viele Nullen stehen:

Beispiel 6.2.

01 2
det[1 1 0] =—1-det (L 2)41-(Y 2)—0. (Y L (6.108)
s 9 1 2 1 31 3 2

—_— —
Entw. nach der 2. Zeile
=—1-(1—4)+1-(—6)=—3 (6.109)
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Inverse Matrix und Cramersche Regel

Der Laplacesche Entwicklungssatz ermoglicht es, explizite Ausdriicke fir die inverse Ma-
trix und fiir die Losung linearer Gleichungssysteme (Cramersche Regel) anzugeben, die
wir bisher nur algorithmisch bestimmt hatten.

Dazu betrachten wir die Matrix A(i7k), die aus A entsteht, indem die k-te Zeile durch
die i-te ersetzt wird, die i-te aber unverandert bleibt.

Alk) — : : (6.110)

Fiir ¢ = k stimmt diese Matrix mit A iiberein. Fiir ¢ # k ist der Rang von AR nicht
maximal, also gilt

det AR — { getA gi z i: } — 5y, det A (6.111)

Die Entwicklung nach der k-ten Zeile liefert dann

Sip det A = det AF) = Z(—l)kﬂ a;j det Aﬁgj (6.112)
j=1

= ai; (1) det A} . (6.113)
j=1

=Cjk

Die Matrix mit den Komponenten c¢;j; nennen wir die Adjunkte von A,

det A}, —det A}, ... (=1)"Fldet A\’
— det A%, (—1)" 2 det Af,,
AdjA = () = | | (6.114)
(—=1)n*tldet A | . det A",

Man beachte, dass auf der rechten Seite die Matrix noch transponiert wird. Wie wir
gesehen haben, gilt (det A) E,, = A (Adj A), also

L1

sofern A~1 existiert.
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Beispiel 6.3.
1 0 2
A=10 3 0 (6.116)
4 0 5
15 0 -12\° 5 0 -6
AdjA=10 -3 0| =10 -3 0 (6.117)
-6 0 3 -12 0 3
detA—=3-det (1 %) =9 (6.118)
(§] = (§] 4 5 = .
L (15 0 6 L[5 0 2
:>A*1=—§- 0 =3 0]=5|0 10 (6.119)
-12 0 3 4 0 -1
Test:
L[5 0 2 10 2 100
0 10 03 0|l=1]01o0]|. (6.120)
4 0 -1/ \4 0 5 00 1

Fiir eine 2 x 2-Matrix A = (¢ Z) ergibt sich
t
. (d —c\ _[(d —b
(4 1) =(% ) o
1 d —=b
At = : 6.122
ad — be (—c a ) ( )

Fiir grofile Matrizen ist dies kein praktisches Berechnungsverfahren. Andererseits ist ei-
ne explizite Formel niitzlich, um etwas tiber die Stetigkeit oder Differenzierbarkeit der
Inversenbildung auszusagen,

also

fur invertierbare Matrizen A.

-~1: GL(n,R) — GL(n,R)
A— A7

Fiir Gleichungssysteme Ax = b mit quadratischer invertierbarer Matrix A ist die ein-
deutige Losung gegeben durch

z=A""b. (6.123)
Verwenden wir den obigen Ausdruck fiir A~!, so erhalten wir
1
=——(AdjA)b 124
v = (AdA)D, (6.124)
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also
n

; )t det A b; 6.125
j det Zl—,e_/ ( )

Cji

Die auftretende Summe hat die Form einer Entwicklung nach der j-ten Spalte der Matrix

aj; ... (Iljfl b1 ale ... QA1n
By=1|: : ; : Cl (6.126)
ap1 .. QGpj-—1 b1 Qnpj+1  --- Qpp

Also gilt die Cramersche Regel

o detBj
YT et A

(6.127)

Zur Berechnung der Losung x ist diese Regel wiederum nur von begrenztem Nutzen fiir
praktische Belange, aufler bei kleinen Matrizen oder wenn man sich nicht fiir alle z;
interessiert, sondern nur fiir wenige Komponenten.

Theoretisch ist so ein expliziter Ausdruck aber wieder interessant, weil er z.B. zeigt, dass
die Losung z stetig von den Koeffizienten von A und b abhéngt.
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Volumen

Eingangs haben wir die Determinante eingefiithrt bzw. motiviert als einen Faktor, der
angibt, wie sich das Volumen durch eine Abbildung x — Az verdndert. Die Frage nach
der Volumensédnderung kann man nun auch fiir Abbildungen R — R™ mit n < m
diskutieren. Hat die Abbildung = — Az Rang n, so ist das Bild ein n-dimensionaler
Untervektorraum von R™. Ein ,,Einheitskubus* in R wird dann auf ein n-dimensionales
Parallelotop im R™ abgebildet, dessen n-dimensionales Volumen wir bestimmen kénnen.

Im R” ist das Volumen eines von v, ..., v, aufgespannten Parallelotops gegeben durch
vol, P(vi,...,v,) = |det(vy -+ vy)]|. (6.128)

Dieser Ausdruck ergibt keinen Sinn mehr, wenn die v; € R™ mit m # n. Der obige
Ausdruck hangt von den Koeffizienten der v; beziiglich der kanonischen Basis eq, ..., e,
ab. Wir wiirden erwarten, dass es eine Darstellung gibt, die von der Wahl der Basis nicht
abhangt, sondern lediglich von den Léngen der Kantenvektoren und den Winkeln. Diese
Information ist in den Skalarprodukten (v;,v;) enthalten.

Fur A = (Ul cee ’Un) gﬂt At A= (<1)z', Uj>)i,j:1,...,n- Im R"™ gﬂt also

voly, (v1,...,v,) = |det A| = \/(det A)? = \/det(At A) = \/det((vi,vj)), (6.129)

d.h. es gibt tatsdchlich einen Ausdruck fiir das Volumen, der nur von den Langen und
Winkeln abhéngt.

Diesem Ausdruck ist es nun egal, in welchem Raum die v; leben, daher kann er auch fiir
n-dimensionale Parallelotope im R™ angewendet werden.

Anschaulich sollte das klar sein: Der Flécheninhalt eines Parallelogramms im dreidi-
mensionalen Raum héngt nicht von seiner Lage im Raum ab, sondern nur von den
Kantenldngen und dem Winkel.

Beispiel 6.4. Zwei Vektoren vi,vo € R™ spannen ein Parallelogramm auf. Die )
Fliche ergibt sich aus der Linge des einen Vektors, ||v1||, multipliziert mit dem zu
vy orthogonalen Anteil von vy (der Hohe des Parallelogramms diber vy), also der
Linge eines Vektors we von der Form we = vg + X - v1 mit (we,v1) = 0.

ST =7
’

V2 w2 ’
!
’

(4] U1

Wir kénnen also jetzt den Fldcheninhalt des von vi, vo aufgespannten Parallelo-
gramms bestimmen:
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o Zuerst bestimmen wir ws:

0= <w2,v1) = <'U2 + A 1)1,1)1> = <U2,’U1> + A <’U1,’U1> (6.130)
(v1,v2)

— A= . (6.131)
[|o1]]?

e Dann ergibt sich der Fldcheninhalt zu

V0i2\V1,V2) = VOIl2( V1, W .
l l 6.132
= [Jv] [|wz]| (6.133)
(v1,v2)
= ljoal| - |2 - Tor] P2 v | (6.134)
<111,U2>2 <U1,U2>2
= [[v1]] - \/Ilvzll2+ -2 (6.135)
o1 ]2 [[v1]|?
= VIl ]2 - [oal? = (1, v2)? (6.136)

(v1,v2) (v, v2)

— Jdet <<”1>“1> <”2’”1>> , (6.137)

im Einklang mit unserer allgemeinen Formel.

J

Um den Ausdruck im Allgemeinen zu beweisen, miissten wir das n-dimensionale Volumen
eines Parallelotops im R zunéchst einfithren; z.B. als eine Funktion, die invariant ist un-

ter gemeinsamer Rotation aller Kanten und die im Untervektorraum {(z1,...,2,,0,...,0) €

R} mit dem aus R™ {ibernommenen Volumenbegriff iibereinstimmt.

Man kann das Volumen eines n-dimensionalen Parallelotops auch wieder iiber seine
Eigenschaften definieren als Abbildung

F:R"x...xR™ >R (6.138)

fir die fiir alle vy,...,v, € R™, A€ R, 0,5 € {1,...,n} (i #j) gilt:
° F(...,Ui—l-)\'vj,...):F(...)
e F(...,A-v;,...) =\ F(...)

e F(vy,...,u,) = 1, wenn fiir alle 4,5 € {1,...,n} gilt (v;,v;) = &;j, wenn also
V1, ...,V ein Orthonormalsystem bilden.

Man kann zeigen, dass
F(vr,...,v,) = y/det((vs, v))) (6.139)

die einzige Abbildung mit diesen Eigenschaften ist.

(Das folgt aus dem spéter zu diskutierenden Orthonormalisierungsverfahren: Wir konnen
zu (v1, . .., v, ) durch Bilden von Linearkombinationen ein Orthonormalsystem (wy, . .., wy,)

140



6. DETERMINANTEN

konstruieren. Durch Verschieben und Skalieren fiithren wir das durch (v, ..., v,) gegebe-
ne Parallelotop dabei in einen Einheitskubus tiber, dessen Volumen zu 1 gesetzt wird.)
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6.4 Vektorprodukt

Wir schlieBen das Kapitel mit einer kurzen Diskussion des Vektorprodukts im R? ab.
Aus der expliziten Form von det A fiir eine 3 x 3-Matrix sehen wir, dass

3
det A = Z €i1igiz i1 Aiy2 433 - (6140)
11,12,13=1
Wir bezeichnen Spaltenvektoren von A mit vy, v2,v3. a1 sind die Koeffizienten des
Spaltenvektors vy, a2 von va, ai;3 von vs. Wir kdnnen aus v, v3 einen neuen Vektor
u = vy X vg bilden, wobei wir das Kreuzprodukt bzw. Vektorprodukt ¢ = a x b
definieren durch

3
C; = Z fijk a; bk . (6141)
J,k=1
Dann ist 5
U; = Z eijk ajg ars (6142)
Ji.k=1
und somit
det A = det(vy,v2,v3) = (v, u) = (v1,v2 X V3) . (6.143)

Das Volumen |det A| des von vy, vy, v3 aufgespannten Parallelotops ist das Produkt der
Flache des von vy und v3 aufgespannten Parallelogramms mit der Hohe, also dem auf
dem Parallelogramm senkrechten Anteil von v;. Aus dieser Interpretation sieht man
schon, dass vy X w3 ein Vektor sein muss, der senkrecht auf v9 und w3 steht und dessen
Lénge gerade der Fldacheninhalt des von vo und vs aufgespannten Parallelogramms ist.

Wir untersuchen jetzt die Eigenschaften des Vektorprodukts:
1. Das Vektorprodukt ist explizit gegeben durch

U2 U3 — U3 V2
(uxv)=|usvy —urvs | . (6.144)
UL V2 — U2 V1

2. Es definiert eine Verkniipfung auf dem R3:
x: R*xR® = R3 (6.145)
(u,v) »uXxv. (6.146)
3. Diese Verkniipfung ist offensichtlich linear in jedem Eintrag, d.h. fiir alle u, v/, v,v’ €
R\ € R gilt
(u+v)xv=uxv+u xv
(Au)xv=X(ux0v)

ux (v+v)=uxv+ux

ux (A-v)=A(uxwv).
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4. Das Vektorprodukt ist antisymmetrisch, d.h. fiir alle u,v € R? gilt

UXV=—0Xu. (6.151)

5. Die durch das Vektorprodukt definierte Verkniipfung ist aber nicht assoziativ.
Stattdessen gilt
(uxv)xw= (u,w) v—(v,w)- u. (6.152)

Das letzte Resultat kann man z.B. mit den Eigenschaften des e-Tensors beweisen. Ins-
besondere ist folgende Identitét niitzlich:

3
fir alle j,k,I,m € {1, 2, 3} : Zeijk €ilm = 051 Okm — 5jm Okl - (6.153)

i=1

Beweis der obigen Identitdt. Seien j, k gegeben. Wenn j = k, sind beide Seiten gleich
Null. Ansonsten gibt es genau ein i, sodass (i, j, k) eine Permutation der Zahlen (1,2, 3)
ist. Dann ist die linke Seite nur dann ungleich Null, wenn auch (,1, m) eine Permutation
von (1,2,3) ist, d.h. wenn (i,l,m) = (4,4, k) oder wenn (i, m,l) = (i, j, k).

Im ersten Fall ist ] = j und m = k und die linke Seite ergibt 1. Im zweiten Fall ist [ = k
und m = j und das Resultat ist —1. Die rechte Seite hat die gleichen Eigenschaften. [

Beweis von (6.152)).

3
((uxv) xw); = Z €ijk (U X V) wy (6.154)
k=1
3
= Z €ijk €jlm Ul Vm Wi (6.155)
ikl m=1
3
= (0k10im — OkmOit) Uy Vm W (€ijk = €jki) (6.156)
k,l,m=1
3
= Z(uk Wk U — U Wi Uy (6.157)
k=1
= (u,w) v; — (v, w) u; . (6.158)
O
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Eine weitere wichtige Eigenschaft ist

(u X v,w X z) = Z(u X v); (w X 2); (6.159)

= Z €ijk Uj Uk €5k Wi Zhy (6.160)
1,5,k j’ k'

= Z (5jj’5kk’ — 5jk’6kj’) Uj U Wyr Zk! (6.161)
j7k7j/7k/

= Z(ujwjvkzk — UijUk’u}k) (6.162)
J,k

= (u,w) (v, 2) — (u,2) (v, w) . (6.163)

Aus der letzten Relation folgt auch

llu x v|[? = (u X v,u x v) (6.164)
= (u,u) (v,v) — (u,v) (v, u) (6.165)
= [[ul [Jv]]* = (u,0)* . (6.166)

Also stimmt die Lénge von u X v mit dem Flacheninhalt des von u,v gebildeten Paral-
lelogramms iiberein.

Auflerdem ist u x v wie gewilinscht orthogonal zu u und v:

3
(u X v,u) = Z(u X V)i u; = Z €ijk Ujvpu; =0. (6.167)
i ijk=1 S

antisym. sym. in ¢, j

In hoheren Dimensionen kénnen wir etwas Ahnliches machen. Die Determinante einer
Matrix A mit Spaltenvektoren vy, ..., v, ist

det A = Z €i1.ip Aiql -+ - Qjym (6.168)
n n
= Z aill Z €i1..in ai22 Ce ainn (6.169)
i1=1 i2yein=1
=wi,

. (6.170)

Der so definierte Vektor w steht senkrecht auf allen vs, . .., v, und hat als Lange das Vo-
lumen des von vs, . .., vy aufgespannten Parallelotops. Das so definierte verallgemeinerte

Vektorprodukt ordnet n — 1 Vektoren im R™ einen Vektor zu.
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Zusammenfassung Kapitel [6]

e Wir haben die Determinante als Maf fiir die Volumensénderung unter der Abbil-
dung = — Ax motiviert.

e Ausgehend von der konkreten Definition mittels Permutationen bzw. dem e-Symbol
haben wir die Eigenschaften der Determinante untersucht (und auch gesehen, dass
schon wenige dieser Eigenschaften geniigen, um die Determinante eindeutig zu
charakterisieren).

e Die Eigenschaften erlauben es, die Determinante mit Hilfe von Zeilen- und Spal-
tentransformationen zu berechnen.

e Wichtige Ergebnisse iiber Determinanten sind:

— Multiplikationssatz: det(AB) = det A - det B

Determinante der Transponierten: det A* = det A

Determinante der Inversen: det A~! = (det A)~!
— Kistchensatz: det (4 B) = det A - det C
— Laplacescher Entwicklungssatz

e Anwendungen:
— Formel fiir A~! iiber Adjunkte

— Cramersche Regel

— Volumen von Parallelotopen: vol, P(vy,...,v,) = y/det({v;, v}))
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7 Eigenwerte und Normalformen

7.1 Motivation
Wir wollen uns zunéchst ein Beispiel aus der Physik anschauen, in dem die in diesem
Kapitel behandelten Konzepte auftauchen.

Wir hatten schon die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators betrachtet, § =
—w?q (wir erinnern uns: Der Lésungsraum ist ein zweidimensionaler Vektorraum).

Wir betrachten nun zwei gekoppelte Oszillatoren: Die Auslenkungen der gleichen Massen

bezeichnen wir mit ¢; und go.

Ohne die mittlere Feder hitten wir zwei harmonische Oszillatoren, ¢i = —w?q1, ¢b =
—w?qy, mit gleicher Schwingungsfrequenz (bei gleichen Federn und gleichen Massen).

Die mittlere Feder {ibt eine zusétzliche Kraft auf die beiden Massen aus, die proportional
zur Differenz ¢ — qo ist, d.h. wir bekommen die gekoppelten Differentialgleichungen
41 = —wiq — aw? (g1 — @) (7.1)
Go = —w?qe + aw*(q1 — q2) .
Die Konstante o > 0 hiingt von den Eigenschaften der Federn ab (sie bestimmt sich aus
dem Verhéltnis der Federkonstanten).

Wie losen wir diese Bewegungsgleichungen? Zunéchst schreiben wir sie in Vektorschreib-

weise um:
q1 _ —(1+ a)w?q aw?qs (7.3)
) aw?qy —(1+ a)w’q '
_ 2 (1+a —a Q1
(e ) () o
=:A

Schreiben wir ¢ = (& ), so lautet die Gleichung
= —w? Aq. (7.5)
Formal kénnten wir Lésungen von der Form

, q(t) = cos (WVAL) - v + sin (wVAt) -w (7.6)
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erwarten, aber wie geben wir einem Ausdruck wie cos(wv/At) einen Sinn? Das wollen
wir jetzt nicht weiter verfolgen, werden aber spéater sehen, dass dies unter bestimmten
Umstanden moglich ist.

Wir werden erst einmal unserer physikalischen Intuition folgen. Aus Symmetriegriinden
erwarten wir, dass es zwei einfache Typen von Losungen gibt:

q1 = g2 a1 = —q2
(Abstand bleibt konstant) (entgegengesetzte Schwingung)
Daher liegt es nahe, neue Koordinaten einzufithren,
1
I+ = ﬁ(m +¢2) (7.7)
1

q— = \ﬁ(fh —q2), (7.8)

wobei der Faktor 1/v/2 zur zweckmiBigen Normierung dient.

In diesen Koordinaten erhalten wir

, L. . 1
4+ = ﬁ((h + o) = 7(‘“’2(]1 - w2Q2) = —WQQ+ (7.9)
und
. r . . 1 2 2 2
G- = ﬁ(ch —{2) = ﬁ(_(l +20)w g + (14 20)w q2) = —(1 + 20)w’q—,  (7.10)

die Gleichungen zweier ungekoppelter Oszillatoren mit Frequenzen w und v/1 + 2 w.

Es gibt also zwei Grundtypen von Schwingungen: eine mit Frequenz w,
g+(t) =coswt - a+sinwt - b q—(t) =0, (7.11)
und eine mit Frequenz /1 + 20w,
g+(t) =0 q—(t) = cos(v/1 + 2awt) - ¢ +sin(v1 + 2awt) - d. (7.12)

Diese einfachen Losungen nennt man Eigenschwingungen, die zugehorigen Frequenzen
heiflen Eigenfrequenzen.

Die allgemeine Lésung erhélt man durch eine beliebige Wahl der vier Parameter a, b, ¢, d.
Der Losungsraum (der wegen der Linearitit der Bewegungsgleichungen ein Vektorraum
ist) ist ein vierdimensionaler Raum.

Die allgemeine Bewegung ist also eine Uberlagerung von zwei regelmifliigen Schwingun-
gen. In den urspriinglichen Koordinaten war diese Losung aber nicht offensichtlich.
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Was haben wir beim Koordinatenwechsel gemacht? Wir haben einen Basiswechsel im

zweidimensionalen Konﬁgurationsraum durchgefiihrt, sodass die neuen Koordinaten ¢’ =

(47) mit den alten ¢ = (&} ) tiber eine invertierbare Matrix S zusammenhéingen:

)l e
—_——

S

2\ -1

o\ _ o 1 (a4 +a-
(1) s =2y 1-00). -

Die Bewegungsgleichung fiir ¢’ lautet

1
Die inverse Matrix ist S71 = — (1 1 ) (in diesem Fall die gleiche Matrix S), und es
gilt

i =(Sq) = Sj=—-w?SAq = —w?SAS¢ (7.15)

5/391::\}2 (1 11) <1+;7 1§o;> ;;<1 11) (7.16)
1

|

mit

1{ 1 1 11
:2&+my—u+m9<1— (7.17)
12 0
:<01+m>' (7.19)

Nach dem Basiswechsel (Koordinatentransformation mit S) hat die transformierte Ma-
trix Diagonalgestalt.

Matrizen A, die mit Hilfe einer invertierbaren Matrix S in Diagonalgestalt SAS™! ge-
bracht werden konnen, heiflen diagonalisierbar. Die entsprechenden Diagonalelemente
heiflen Eigenwerte von A.

Die Diagonalisierbarkeit hingt offensichtlich damit zusammen, dass es spezielle Vektoren
gibt, auf welche die Matrix besonders einfach wirkt. Die speziellen Losungen mit ¢ = g9

gehoren zu einem Vektor ¢ = ¢1 - (1) = ¢4 - vy mit vy = 7 (1). Auf diesen wirkt die
Matrix A als

1 ([1+a -« 1 1 (1
e ) () s ()
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Lésungen mit g1 = —go gehoren zu einem Vektor ¢ = ¢1-( 1) = ¢_v_mitv_ = — ()

V2
und daher

A — \}i <1_—|—a04 1—+CYOZ> (_11> — \2(1 + 2a) <_11> = (1 + 204)1)_ . (7.21)

Vektoren, auf welche die Matrix A eine derartig einfache Wirkung hat, heiflen Eigenvek-
toren. Das Aufspiiren solcher einfachen Richtungen hat eine grofle praktische Bedeutung
(nicht nur fir die Losung von gekoppelten Differentialgleichungen).
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7.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Nach dem einfiithrenden Beispiel wollen wir die dort aufgetretenen Begrifflichkeiten all-
gemein definieren.

Definition 7.1. Sei F': V — V eine lineare Abbildung des reellen (oder komplexen) )
Vektorraums V' in sich selbst (also ein Endomorphismus von V). Eine Zahl A € R
(oder C) heifit Eigenwert von F genau dann, wenn es einv € V, v # 0, gibt mit

Fv)=A-wv. (7.22)

Ein solcher Vektor v heifit Eigenvektor von F zum FEigenwert .

Bemerkung
Fir V.= R"™ (C") ist ein Endomorphismus F' durch eine n x n-Matrix A gegeben. Die
Eigenwertgleichung wird dann zu

Ax=X\-z. (7.23)

Man beachte, dass v = 0 nicht als Eigenvektor zugelassen wird, der Eigenwert A = 0 ist
aber erlaubt: Eigenvektoren von F' zum Eigenwert 0 sind also Vektoren v # 0 mit

F(v)=0, (7.24)

also genau die nichttrivialen Elemente des Kerns von F'.

Da die Null nicht enthalten ist, ist die Menge der Eigenvektoren zu einem gegebenen
FEigenwert A kein Untervektorraum; sobald man den Nullvektor aber dazu nimmt, wird
es einer:

Definition 7.2. Sei F' wie oben, A € R (oder C). Der Untervektorraum
FEig(F,AN) ={veV | F(v)= X -v}= Ker(F — \-idy) (7.25)

heifit Eigenraum von F zu .

Ist A\ kein Eigenwert von F', so ist Eig(F,\) = {0}, ansonsten gilt
Eig (F, \) \ {0} = {alle Eigenvektoren von F' zum Eigenwert \} . (7.26)

Fiir eine lineare Abbildung f4 auf R™ (C"), die durch eine n x n-Matrix A gegeben ist,
fa:x— Az, schreiben wir auch

Eig (4, )\) = Ker (A — \- E,) (7.27)

fiir den Eigenraum.
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Ein Eigenvektor kann natiirlich nicht zu verschiedenen Eigenwerten gehoren, also gilt
Eig (F, A1) NEig (F, A2) = {0} fiir Ay # 2. (7.28)

Zwei Eigenvektoren mit verschiedenen Eigenwerten sind also linear unabhéngig. Das gilt
allgemeiner:

Satz 7.1. Seien vy, ...,v, Eigenvektoren des Endomorphismus F : V — V', deren
Figenwerte paarweise verschieden sind. Dann sind vi, ..., v, linear unabhdngig.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass der Endomorphismus F' — JA; - idy auf die Eigen-
vektoren von F' wie folgt wirkt:

(F — ) -idy)(v;) = {(()A — A z Z . (7.29)

Um die lineare Abhéngigkeit zu priifen, setzen wir an:
P10+ o g U, =0 (7.30)
Wir wéhlen ein beliebiges i € {1,...,m} und wirken auf diese Gleichung nacheinander

mit allen (F'— \; -idy ) fiir ¢ # j. Nur der Term mit dem Vektor v; bleibt tibrig und wir
finden

M1 - ()\Z — )\1) Cat (>\z — )\171)()\1 — )\i+1) Ca (>\z — )\m) UV = 0. (7.31)
Da v; # 0 und alle Figenwerte als paarweise verschieden vorausgesetzt sind, folgt u; = 0.
Da i beliebig gewahlt war, gilt 41 = ... = gy, = 0: (v1,...,vy,) ist linear unabhéngig. O

~N

Beispiel 7.1.

e A= <COSG — e 0) bewirkt eine Drehung im R2.

sinf cosf

Es gibt keine invariante Richtung, also keine Figenvektoren, es sei denn

— 0 =0: Dann ist A = E5 und alle Vektoren (aufer 0) sind Eigenvektoren
zum Figenwert 1.

— 0 = w: Das beschreibt eine Drehung um 180deg und A = —FEs, und alle
Vektoren (aufler 0) sind Eigenvektoren zum Eigenwert —1).

e A= (M 1) wirkt als A (:1:1) = (Mml +$2> auf R?.
0 u T2 HT2
Ax = Mz fiihrt zu
(ri) = () - (7.32)
xo muss Null sein: Ware xo # 0, dann wirde A = u aus der zweiten Zeile
folgen und dann xo = 0 aus der ersten. Da wir nach einem Figenvektor suchen,

151



7. EIGENWERTE UND NORMALFORMEN

darf x1 nicht auch Null sein; dann ist A = p und jedes x1 # 0 ist erlaubt.

A besitzt also einen Eigenwert A = p und

Big(A,p) = {(%), 21 € R} (7.33)

l1+a -«
—a 14+«
gesehen haben, gibt es zwei Figenwerte 1 und 1 + 2a mit Figenrdumen

OA:

wie im Beispiel der gekoppelten Oszillatoren. Wie wir

Big(A,1) = {(2) |z € R} (7.34)

Eig(A, 1+ 2a) = {(_xx> |z € R}. (7.35)

-

In diesem letzten Beispiel gibt es also geniigend viele Eigenvektoren, dass man eine Basis
aus Eigenvektoren wéahlen kann. Durch die entsprechende Koordinatentransformation
wird die Matrix in eine Diagonalmatrix tiberfiihrt.

Das funktioniert allgemein: Gibt es zu einem Endomorphismus F' : V' — V eine Ba-

sis A = (v1,...,v,) von V bestehend aus Eigenvektoren von F, F(v;) = A - v; (i €
{1,...,n}), dann wird F beziiglich dieser Basis durch eine Diagonalmatrix dargestellt:
A1
MA(F) = . (7.36)
An

Definition 7.3. Ein Endomorphismus F :V — V (dimV < o) heifst diagonali-
sterbar genau dann, wenn es eine Basis gibt, beziiglich der F' durch eine Diagonal-
matrixz dargestellt wird.

Bemerkung
Fin Endomorphismus F' : V' — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn V' eine Basis
bestehend aus Eigenvektoren von F' besitzt.

Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig sind, finden wir fol-
gendes (hinreichendes) Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit:

Satz 7.2. Sei F': V — V ein Endomorphismus mit n = dim V' paarweise verschie-
denen Figenwerten A1, ..., \p. Dann ist F' diagonalisierbar.

Dieses Kriterium ist hinreichend, aber nicht notwendig: Beispielsweise ist die Identitét
auf R? sicherlich diagonalisierbar, obwohl es nur einen Eigenwert 1 gibt.
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Wir wollen nun sehen, was wir dann aussagen kénnen, wenn es weniger Eigenwerte als
die Dimension von V' gibt.

Ist F' diagonalisierbar, kann jeder Vektor in V als Linearkombination von Eigenvektoren
und damit (da jedes skalare Vielfache eines Eigenvektors wieder ein Eigenvektor mit
gleichem Eigenwert ist) als Summe von Eigenvektoren dargestellt werden. Also gilt:

Satz 7.3. Ein Endomorphismus F :' V. — V (mit dimV = n) ist diagonalisierbar
genau dann, wenn fir die paarweise verschiedenen Figenwerte A1, ..., A, gilt

V = Eig(F,\) + ...+ Eig(F,\.). (7.37)

In dieser Summe von Untervektorrdumen ist die Zerlegung jedes Vektors v = v1 +. ..+ v,
wegen der linearen Unabhéngigkeit der v; eindeutig. Man spricht dann auch von einer
direkten Summe und schreibt

V =Eig(F,\) ® ... ® Eig(F, ). (7.38)

Hat man zu jedem Eigenraum Eig (F, \;) eine Basis (vy), . ,v,(f?), so ergeben alle diese

Vektoren zusammen eine Basis

(Ugl), RISy v§2), i ,UY), e 71}7(7,:)) (7.39)

’ YNy 0 ’Yng )

von V. Also gilt dann ni1 4+ ...+ n, =n=dimV.

Satz 7.4. F:V =V (dimV < o0) ist diagonalisierbar genau dann, wenn fir die
(paarweise verschiedenen) Eigenwerte A1, ..., \p gilt

dim Eig(F, A1) + ...+ dim Eig(F, \,) = dim V. (7.40)

Die Diagonalisierbarkeit konnen wir also iiberpriifen, indem wir alle Eigenwerte von F
bestimmen und dann die Dimensionen der zugehorigen Eigenrdume ermitteln.

Bevor wir uns genauer anschauen, wie man das machen kann, wollen wir uns den Fall
von Endomorphismen auf R"™ genauer anschauen.

Eine n x n-Matrix A nennen wir diagonalisierbar, wenn die lineare Abbildung fa : x —
Ax diagonalisierbar ist. Wenn wir zu A eine linear unabhéngige Familie von n Eigenvek-
toren (v1,...,v,) gefunden haben, dann wird der Basiswechsel von A = (e1,...,ep)
zu A = (vi,...,v,) durch eine Matrix S beschrieben mit Spaltenvektoren S~! =
(vivg - - vy).

Das konnen wir wie folgt einsehen. Ein Basiswechsel von der kanonischen Basis A =
(e1,...,e,) vom R™ (fur C™ funktioniert alles analog) zu einer Basis A" wird durch das
folgende Diagramm beschrieben:
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Koordinatenvektor x bzgl. alter Basis

l
Rn

Rn

Koordinatenvektor x’ bzgl. neuer Basis

Dabei ist die Abbildung von den neuen zu den alten Koordinaten gegeben durch

i

a e S () =) @ vi= (Ul’l)g e vn) . (7.41)
=1 ——— !
S—l n
Die Matrixdarstellung beziiglich der neuen Basis ist dann
B=SAS™!. (7.42)
B ist diagonal: Wenn A v; = \; - v;, dann ist
B=SAS'=SA(vi---uvy) (7.43)
=5 ()\1 U1 ... )\n . Un) (7.44)

A1
:S(vl'--vn)< ) (7.45)
An

A A1
=851 ( ):< ) : (7.46)
An An

A ist also genau dann diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix .S gibt, sodass
B = S AS~! diagonal ist. Die Spaltenvektoren von S~! sind dann Eigenvektoren von
A, die Diagonaleintrage von B sind die Eigenwerte.

Wie bestimmen wir jetzt Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix A7 Wenn wir
erst einmal die Figenwerte \; von A kennen, kénnen wir durch Lésung des homogenen
Gleichungssystems

Az=XN-z = (A—-NE,)z=0 (7.47)

die Eigenvektoren bestimmen. Wir miissen uns alo jetzt damit beschéftigen, wie wir
etwas Uber die Eigenwerte herausfinden.

154



7. EIGENWERTE UND NORMALFORMEN

7.3 Das charakteristische Polynom

Wie gerade besprochen, ergeben sich die Eigenvektoren aus der Losung des Systems
(A= X-E,)x=0. (7.48)

Wir miissen also wissen, zu welchen A es iiberhaupt nichttriviale Losungen dieser Glei-
chung gibt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Matrix A — A - E,, nicht maximalen
Rang hat, also wenn

det(A—XE,) =0. (7.49)

Die linke Seite ist ein Polynom in A mit maximaler Potenz n.

Definition 7.4. Zu einer (reellen oder komplexen) n x n-Matrix A definieren wir
das charakteristische Polynom

Pu(t) = det(A — t E,) . (7.50)

Bemerkung
Fiir einen Endomorphismus F' : V. — V auf einem n-dimensionalen Vektorraum V
kénnen wir auch das charakteristische Polynom definieren als

Pp(t) = det(F -1 idv) y (751)

da wir die Determinante auch fiir Endomorphismen definieren konnen. In einer Basis A
ist dann die darstellende Matrix

MA(F —tidy) = MA(F) -t E,. (7.52)

Dass die Determinante unabhéngig ist von der Basis, beziiglich der wir den Endomor-
phismus darstellen, hatten wir schon gesehen. Wir wollen dies trotzdem noch einmal
explizit zeigen:
Sei A = MA(F) und B = SAS™' = ME(F) die Matrixdarstellung beziiglich einer
anderen Basis B. Dann ist

Pgp(t) = det(B —t Ey) ( )
=det(SAS™! —tE,) ( )
= det(S(A—tE,)S™1) (7.55)
=det(A—tE,) ( )
= Pa(t). (7.57)
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Wir wollen uns nun die Struktur des charaketristischen Polynoms genauer ansehen:

Pa(t) = det(A — t Ey,) (7.58)
all — t a19 . A1n
a1 agy — t ... a2y,
= det , _ . , (7.59)
anl an2 cee Qpp — 1
= (CL11 — t) . (CLQQ — t) e (ann — t) + < (760)

héchste Potenz ¢~ 2

Hier haben wir die Determinante iiber die explizite Formel

det A = Z €i1.inigl *+ - " Ajpn (7.61)

i15e0in
ausgewertet. Fur i1 = 1,...,4, = n bekommen wir als Beitrag das Produkt aller Diago-
nalelemente. Fiir jede andere Permutation 1, ...,4, der Zahlen 1, ..., n sind mindestens

zwei Zahlen nicht an ihrem Platz (also i, # a und i, # b), also enthilt jeder andere

Beitrag hochstens n — 2 Diagonalelemente und triigt somit hochstens eine Potenz "2
bei.

Durch Ausmultiplizieren der Diagonalterme ergibt sich

Pu(t) = det(A—t-Ey,) = (—t)"+(—t)" Y ay1 +aga+. . .+an)+ . (7.62)

héchste Potenz t™—2

Weiter wissen wir, dass der Term mit Potenz t°, der also kein ¢ enthélt, mit der Deter-
minante det A tibereinstimmt, P4(0) = det A.

Wir finden also
Pa(t) =) oyt (7.63)
i=0

= (D" A" ()" e )T ot gt Hdet A, (7.64)

wobei wir die sogenannte Spur (,trace“) von A definiert haben als die Summe der
Diagonalelemente,
trA:=ay1+...+an, . (7.65)

Die anderen Koeffizienten «; lassen sich auch aus der Matrix A bestimmen, allerdings
durch kompliziertere Ausdriicke.

Wir halten das Erreichte in einem Satz fest:

~

Satz 7.5. Sei A eine (reelle oder komplexe) n x n-Matriz und sei Pa(t) = det(A —
t Ey) das charakteristische Polynom.

Dann gilt
1. P4(A\) =0 <= )\ ist Eigenwert von A.
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2. Pgag-1(t) = Pa(t) fiir invertierbare Matrizen S.
3. PA(t) hat Grad n und ist von der Form

Pu(t) = (=1)"¢"+(=1)" 1 (tr A)t" Tt a_ot" 2+, +ag -t +det A. (7.66)

Bemerkung
Da das charakteristische Polynom invariant ist unter A — SAS~! haben auch alle
Koeffizienten diese Eigenschaft, insbesondere gilt

tr (SAS™!) = tr (A). (7.67)
Es gilt sogar die weitergehende Eigenschaft
tr (AB) = tr (BA), (7.68)
die auch wieder fiir das gesamte charakteristische Polynom gilt:
Pap(t) = Ppa(t) (7.69)

Den Beweis fithren wir in einer Ubungsaufgabe.

~

Beispiel 7.2. Wie im Beispiel mit den gekoppelten Oszillatoren sei A = (lfo‘f‘ Ita )
Dann ist
- l+a—t -«
Py (t) = det ( N lta— t) (7.70)
=(1+a—1t)?—a? (7.71)
=t —2(1+a)t+(1+2a). (7.72)
Wir bestimmen die Nullstellen:
P4y(t) =0 (7.73)
= (t—(1+a))? =a? (7.74)
<= t=1+a=*«a, (7.75)
also sind die Nullstellen und damit die Figenwerte A1 = 1 und Ao = 1 + 2a.

Bevor wir diese Methode der Eigenwertbestimmung weiter vertiefen, wollen wir uns noch
ein paar wichtige Eigenschaften von Polynomen anschauen.

Wir hatten schon den Polynomring mit reellen Koeffizienten

R[t] = {ao + a1t + ... + ant™ | a; € R} (7.76)
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eingefithrt (analog C[t]). Wir konnen Polynome addieren und multiplizieren und auch
mit reellen (bzw. komplexen) Zahlen multiplizieren (R[¢] ist also nicht nur ein Ring,
sondern eine reelle Algebra). Die hochste auftretende Potenz von t in einem Polynom
heiit Grad des Polynoms.

Ein wichtiges Konzept ist die sogenannte Polynomdivision, die wir hier fiir R[t] er-
klaren, sie gilt aber analog auch fir C[t]. Zu P,U € R[t] gibt es eindeutige Polynome
Q, R € R[t] mit

P=UQ+R (7.77)

mit grad R < grad U.

Das funktioniert dhnlich wie beim Dividieren mit Rest bei den ganzen Zahlen: ) gibt
an, wie ,,oft“ U in P hineinpasst, R ist der verbleibende Rest.

Der Algorithmus funktioniert wie folgt:
o Ist np=grad P < gradU =ny, soist Q =0, R=P.
e Ansonsten bestimmt man zunéchst den Beitrag mit der héchsten Potenz in Q:

1
Q :pnPT 'tnPinU + ... (778)

nu

oM
mit P = p,, t"° +--- und U = up 1"V + - -.

e Dann hat P’ = P—UQW den Grad npr = np — 1. Ist npr < ny, dann ist R = P/,
Q = Q" und man ist fertig.

e Ansonsten wendet man nun den Algorithmus auf P’ an, usw.
e Da sich der Grad jedes Mal verringert, ist man irgendwann fertig.

Wie man sieht, hat @) den Grad np — ny.

Beispiel 7.3. P =5t3 4 3t> 4+ 1 und U = t> — 2t. Wir suchen Q, R mit
P=QU+R , degR<degU=2. (7.79)

Aus den Koeffizienten der hédchsten Potenzen von P und U bestimmen wir

QW =b5t. (7.80)
Dann ist
P =pP-QWU (7.81)
=563 + 3t + 1 — 5t(t? — 2t) (7.82)
=13t* + 1 (7.83)
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Aus den Koeffizienten der hochsten Potenzen von P’ und U bestimmen wir
QY =13. (7.84)

Wir erhalten dann

P'=P - QWU (7.85)
=13t + 1 — 13(t* — 2t) (7.86)
= 26t + 1 (Grad < 2) (7.87)
=R (7.88)

Also ist Q = QW + Q@ =5t + 13 und R = 26t + 1.

Genaueres zur Polynomdivision finden Sie im Buch von G. Fischer [E] in Abschnitt 1.3.7.

~

Lemma 7.6. Ist A eine Nullstelle von P € R[t] (oder Clt]), so gibt es (genau) ein
Polynom Q € R[t] (bzw. C[t]) mit

Pt)=(t—-X\)-Q(t). (7.89)
Fiir Q gilt grad@ = grad P — 1 (falls P #0).

Lemma. Wir fiihren die Polynomdivision von P beziiglich (¢ — \) durch,
P(t)=(t—X)-Q(t)+ R(t), (7.90)

wobei grad R < 1, also ist R = rg konstant. Einsetzen von A ergibt nach der Vorausset-

zZung
0=P\) =(\—\)-QN\) +ro=r0, (7.91)

also ist R = 0. O

Sobald wir eine Nullstelle A gefunden haben, konnen wir also einen linearen Faktor (t—\)
aus dem Polynom herausziehen.

Manchmal hat das verbleibende Polynom wieder A als Nullstelle, dann kénnen wir weitere
Linearfaktoren (t— \) herausziehen. Die maximale Anzahl solcher Linearfaktoren nennen
wir die Vielfachheit (A, P) der Nullstelle A:

P(t) = (t = AP Q(t) (7.92)

mit Q(A) # 0.

Unter welchen Umstidnden aber hat ein Polynom {iberhaupt Nullstellen? Darauf gibt
Antwort der
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Satz 7.7 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes komplexe Polynom P € C[t] mit
grad P > 0 hat eine Nullstelle.

Diesen Satz beweisen wir hier nicht. Einen Beweis kann man spéter elegant im Rahmen
der Funktionentheorie fithren.

Durch wiederholte Anwendung des Lemmas ergibt sich sofort, dass jedes komplexe Po-
lynom in Linearfaktoren zerféllt:

Pt)=a(t— /\I)M(AhP) (b= )\S)H(AS»P) (7.93)

mit a, A1,..., s € C.

Fiir reelle Polynome gilt das nicht (z.B. hat 2% + 1 keine reelle Nullstelle), aber da wir
R in C einbetten konnen, definiert jedes reelle Polynom P(t) auch ein Polynom in CJt],
das tiber C faktorisiert werden kann:

Pt)=a-(t—A)" ... (t—A)™ (7.94)

mit a € R, A1,..., s € C.
Wenn P nur reelle Koeffizienten hat, gilt

PO\ = P()), (7.95)

wenn A € C eine Nullstelle ist, so ist daher auch A € C eine Nullstelle. Nichtreelle
Nullstellen kommen also immer als komplex-konjugierte Paare; die entsprechenden Li-
nearfaktoren kombinieren sich zu einem quadratischen Faktor

(t—XN)(t—X) =t>—2Re(\)t + \? (7.96)

mit reellen Koeffizienten. Ein reelles Polynom zerféllt also immer in Linearfaktoren (die
den reellen Nullstellen entsprechen) und quadratische Faktoren (die den echt komplexen
Nullstellen entsprechen).

Was koénnen wir daraus iiber Eigenwerte lernen?

Zunéchst einmal kénnen wir schlielen, dass jede komplexe Matrix mindestens einen kom-
plexen Eigenwert hat — reelle Matrizen haben nicht unbedingt einen reellen Eigenwert,
haben aber als Abbildung auf C" wenigstens einen komplexen Eigenwert.

Im Komplexen faktorisiert das charakteristische Polynom in Linearfaktoren,
Pt)=a-(t—X)™ - (t—Xs)"™. (7.97)

Das Auftreten eines Faktors (¢ —\)" signalisiert uns die Existenz mindestens eines Eigen-
vektors zum Eigenwert \. Was sagt uns der Exponent, also die Multiplizitat pu(X, Pa)?
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Satz 7.8. Flir einen Eigenwert \ einer (reellen oder komplexen) n x n-Matriz A ist

(A, Pa) > dim Eig (A, \) . (7.98)

Mit anderen Worten: Bei hoherer Multiplizitdt kann es mehrere unabhingige Eigenvek-
toren zum gleichen Eigenwert geben, muss es aber nicht.

Beweis. Sei (vy,...,v,) eine Basis von Eig (A4, \). Wir kénnen (v1, ..., v,) zu einer Basis
B=(vi,...,0p,w1,...,Wn—p) vom gesamten Raum ergénzen. Beziiglich dieser Basis hat
die zu A gehorige Abbildung fa : x — Ax eine darstellende Matrix der Form
A
B = Mg(fa) = \ 1, (7.99)
0 B’

wobei B’ eine (n — r) x (n — r)-Teilmatrix bezeichnet, x steht fiir beliebige Eintrige in
dem r x (n—r)-Block oberhalb von B’. Nach dem Késtchensatz ist das charakteristische
Polynom

Ps(t) = Pp(t) = det(B — t Ey) (7.100)
NE, —tE, *
= det < 0 . tEn_r> (7.101)
=A—=t)" det(B' —tE,_,) (7.102)
=(A—1t)" Pp(t), (7.103)
d.h. u(A, Py) > r = dimEig (A, A). O

Die Dimension des Eigenraums kann echt kleiner sein, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 7.4. Sei A= (J}), dann ist das charakteristische Polynom
_ —t 1) _ 2
Py=det( L) =1, (7.104)

also (0, A) = 2. A = 0 ist also der einzige Eigenwert und es gilt

Fig(A,0) = KerA=R- (é) , (7.105)

also dim Fig(A,0) =1 <2 = u(0,A).

J

Die Vielfachheit ist also immer gréfler oder gleich der Dimension des Eigenraums. Da
sich fiir eine diagonalisierbare Matrix die Dimensionen der Eigenraume zu n addieren
miissen, die Summe der Vielfachheiten aber durch n begrenzt ist, folgt:
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Satz 7.9. Eine n x n-Matriz (reell oder komplez) ist genau dann diagonalisierbar,
wenn,

1. Py in Linearfaktoren zerfallt und

2. fiir alle Eigenwerte \; von A, i=1,...,s, gilt

(i, Pa) = dim Eig (A, \) . (7.106)

J

Im Komplexen ist das erste Kriterium immer erfiillt, dies alleine ist aber nicht ausrei-
chend. Da zu einem Eigenwert \; der Eigenraum wenigstens eindimensional ist, folgt das
Korollar:

t Korollar 7.10. Zerfdllt P4 in Linearfaktoren mit Vielfachheit 1, so ist A diagona-
listerbar.

Im folgenden Abschnitt werden wir uns konkreter damit beschéftigen, wie man eine
Matrix diagonalisiert, bzw. was man noch machen kann, falls sie nicht diagonalisierbar
ist.
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7.4 Diagonalisierung und Trigonalisierung

Matrizen A und SAS~!, die durch einen Basiswechsel auseinander hervorgehen, nennt
man dhnlich. Das charakteristische Polynom, und damit insbesondere die Spur und die
Determinante, sind invariant unter Ahnlichkeitstransformationen.

Die Ahnlichkeitsbeziehung definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der n x n-
Matrizen. Eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M hatten wir in Definition
eingefiihrt; zur Erinnerung listen wir die Eigenschaften noch einmal auf. Eine Relation
~ heilt Aquivalenzrelation, wenn fiir alle z,y,z € M gilt:

l.z~x (reflexiv)
2. x~y = y~uz (symmetrisch)
3. xz~yundy~z (transitiv)

Die Ahnlichkeit von Matrizen hat genau diese Eigenschaften, z.B. 3.:
Wenn B = SAS™!, C = TBT !, dann ist C = TSAS™'T~! = (TS)A(TS)™ .

Man kann dann Matrizen in Aquivalenzklassen beziiglich der Ahnlichkeitsbeziehung
zusammenfassen: Die Aquivalenzklasse von A besteht dann aus allen Matrizen, die &hn-
lich sind zu A. Bis auf einen Basiswechsel beschreiben sie alle den gleichen Endomor-
phismus.

Man kann sich nun die Frage stellen, ob es in einer Aquivalenzklasse besonders einfa-
che Vertreter (Reprasentanten) dieser Klasse gibt, sogenannte Normalformen. Anhand
solcher Normalformen kann man dann auch die auftretenden Aquivalenzklassen charak-
terisieren.

Beispiel 7.5.

o AufZ sei eine Aquivalenzrelation wie folgt definiert:
n~m <= n—m istgerade. (7.107)

Dann gibt es genau zwei Aquivalenzklassen, die Menge der geraden Zahlen und
die Menge der ungeraden Zahlen. FEinfache Reprdsentanten dieser Klassen sind
2.B. 0 und 1 (siehe auch Beispiel@).

o Auf der Menge M(m x n,C) der m x n-Matrizen sei eine Aquivalenzrelation
definiert durch
A~B : <= esgibt S,T invertierbar mit B = SAT". (7.108)

(A und B beschreiben also bis auf Basiswechsel (unabhdngig im Definitions-
und Bildbereich) den gleichen Homomorphismus von C™ nach C™; man nennt
solche Matrizen auch dquivalent.) Ein einfacher Reprdsentant, wie wir in Ka-
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pitel[{.3 gesehen haben, ist
(5 5)- (7.109)

wobet v den Rang der Matrizen dieser Klasse angibt. Diesen Reprdisentanten
der Aquivalenzklasse nennen wir Normalform. Da r < m,n, ist die Zahl der
Aquivalenzklassen

min(m,n) +1, (7.110)

es gibt also nur endlich viele.
J

Anders als im letzten Beispiel gilt dies fiir die Ahnlichkeitsbeziehung nicht mehr: Es gibt
unendlich viele , Ahnlichkeitsklassen®. Auch die Suche nach Normalformen gestaltet sich
schwieriger, wie wir sehen werden.

Ein Typ von Matrizen, die eine einfache Normalform haben, sind die diagonalisierbaren:
Fiir sie ist die Diagonalgestalt die Normalform. Bist auf eine Permutation der Diagonal-
eintrige (der Eigenwerte) ist sie eindeutig bestimmt (da die Eigenwerte beliebige reelle
Zahlen sein kénnen, erkennt man schon, dass es unendlich viele Ahnlichkeitsklassen gibt).

Bevor wir uns mit den nichtdiagonalisierbaren Matrizen beschéftigen, wollen wir uns
ganz praktisch mit der Frage beschéftigen, wie man feststellt, ob eine Matrix A diago-
nalisierbar ist, und wenn ja, wie man die Diagonalisierung durchfiihrt.

Diagonalisierungsverfahren
1. Eigenwerte bestimmen

e Finde die Nullstellen \; des charakteristischen Polynoms P4 und ihre Viel-
fachheit p(A;, A). (Das ist im Allgemeinen natiirlich nicht mehr exakt moglich
und man muss die Nullstellen numerisch bestimmen — in diesem Fall bietet
sich ein anderes Verfahren an, dass auch die Eigenvektoren in einem Néhe-
rungsverfahren konstruiert. Hier tun wir so, als kénnten wir die Nullstellen
exakt bestimmen.)

e Wenn Pj4 nicht in Linearfaktoren zerfillt, ist A nicht diagonalisierbar.
e Wenn es in Linearfaktoren zerféllt (iiber € immer!), geht es weiter:
2. Eigenrdume bestimmen

e Bestimme die Eigenrdume Eig (A, \;) durch Losen der linearen Gleichungs-
systeme (A — \; Ey)x = 0.

e Gilt dimEig (A4, \;) = u(\;, A) fir alle Nullstellen, so ist A diagonalisierbar
(ansonsten nicht). In diesem Fall bestimmen wir zu jedem Eigenraum eine
Basis.

e Zusammen ergeben diese n Vektoren eine Basis (v1,...,v,) des gesamten
Raums R™ oder C™.
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3. Transformationsmatrix S bestimmen
e Wir definieren S~! = (v; ...v,) mit v; als Spaltenvektoren.

e Wir bestimmen S als inverse Matrix zu S~ mit dem bekannten Invertie-
rungsverfahren.

Dann ist SAS~! eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten als Eintriigen.

Beispiel 7.6. Sei A= (}2).

Pa(t) = det(A—tE,) (7.111)
1—t 2
= < 3 1 —t) (7.112)
=(1-t)?%-16 (7.113)
Piat)=0 < (1-t)*=16 (7.114)
= t=1=+4. (7.115)
Nullstellen sind also Ay = 5 und Ay = —3. Da es n = 2 verschiedene Nullstellen
gibt, ist A diagonalisierbar.
Ez’g (A, )\1).’
(A=A Ey)z=0 (7.116)
-4 2
= (8 _4>:c—0 (7.117)
— Big(A,\) = {u-(}) | n€R}. (7.118)

Der Eigenraum ist eindimensional mit Basisvektor vy = (1).

Eig (A, )\2)
(A — )\2 Eg)x =0 (7.119)
4 2
<8 4> =0 (7.120)
= Big(A, ) ={p- (L) |neR}. (7.121)

Der Eigenraum ist eindimensional mit Basisvektor va = (1).
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Definiere nun
o (11
Sl = (2 y (7.122)

2 1
'<2 1) . (7.123)

Dann ist
sast =13 L) (3 )0 ) (7.124)
_ i. (g _11> (150 _63> (7.125)
_ %. (200 _(12> _ <g _03> (7.126)
Bemerkung

Manchmal sieht man in den Biichern die Diagonalisierung mit einer Matrix 7" aus Ei-
genvektoren, sodass dann T~'AT diagonal wird, d.h. statt die inverse Matrix S~! aus
den Eigenvektoren definiert, gibt man der Matrix einen eigenen Namen (hier: 7') und
muss dann nur aufpassen, dass dann bei der Anwendung auf A die Matrix 1" rechts steht
und 7! links. Wierum man es macht, ist egal, und man kann sich leicht merken, wel-
che Form dann richtig fiir die Diagonalisierung ist: Die Matrix aus Eigenvektoren steht
immer rechts von A: A ,mochte” auf ihre Eigenvektoren wirken.

Manchmal taucht die Frage auf, ob zwei Endomorphismen F, G : V' — V simultan diago-
nalisierbar sind, ob es also eine Basis gibt, beziiglich der beide durch Diagonalmatrizen
dargestellt werden. Das ist offensichtlich dann der Fall, wenn es eine Basis gibt, in der
jeder Vektor sowohl Eigenvektor von F' als auch von G ist. Es gilt folgender Satz:

Satz 7.11. Zwei diagonalisierbare Endomorphismen F,G : V — V (dimV < o0)
sind genau dann simultan diagonalisierbar, wenn

FoG=GoF. (7.127)

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass aus der simultanen Diagonalisierbarkeit (7.127)) folgt.

Sei A = (v1,...,v,) eine Basis aus Eigenvektoren von F' und G mit Eigenwerten
Aly ooy Apund py, ..., pp. Firi e {1,...,n} ist
Fo G(UZ) = F(G(U,)) = F(,ui . Ui) = /\i g U =L = Go F(U,) . (7.128)

Da F' o G mit G o F' auf jedem Basisvektor iibereinstimmt, gilt
FoG=GoF. (7.129)
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Sei andersherum F' o G = G o F vorausgesetzt. Seien Aq,..., A, die paarweise verschie-
denen Eigenwerte von F', u1,..., us die paarweise verschiedenen Eigenwerte von G.

Sei v € Eig (G, uj). Dann st
G(F(v)) = F(G(v)) = F(p; -v) = pj - F(v), (7.130)

d.h. F(v) € Eig (G, p;), also
F(Eig (G, ;) C Eig (G, py) - (7.131)

F lasst also die Eigenrdume von G invariant (und andersherum). Wéren alle Eigenrdume
eindimensional, waren wir fertig (fiir v € Eig (G, pu;) wére F(v) ein Vielfaches von v, also
v auch Eigenvektor von F).

Wenn die Eigenrdume nicht eindimensional sind, miissen wir mehr arbeiten. Wir wissen,
dass wir jeden Vektor in V' als Summe von Eigenvektoren von F' und ebenso als Summe
von Eigenvektoren von G schreiben kdnnen. Wir zeigen zunéchst, dass sich jeder Eigen-
vektor von F' als Summe von Vektoren schreiben lédsst, die sowohl Eigenvektoren von F'
als auch Eigenvektoren von G sind.

Sei also F(v) = A-vund v = v; + ...+ v, die Zerlegung von v in Eigenvektoren von G
(v; € Eig (G, p15)). Wir wollen jetzt zeigen, dass F'(v;) = A - v; gilt. Dazu setzen wir an
Fo)=Av=Av+...+ X v (7.132)
und andererseits
F(v)=F(v1)+ ...+ F(vs). (7.133)

Da F' die Eigenrdume von G invariant lasst, ist F'(v;) € Eig (G, ;). Die Zerlegung eines
Vektors in Eigenvektoren von G ist eindeutig, daher folgt F(vj) = A-v; fir j =1,...,s.

Jeder Eigenvektor von F' ldsst sich also als Summe gemeinsamer Eigenvektoren von F
und G schreiben. Da sich jeder Vektor in V' aus Eigenvektoren von F' zusammensetzen
ldsst, lasst sich jeder Vektor in V' als Summe gemeinsamer Eigenvektoren schreiben.
Somit gibt es eine Zerlegung

V = P Eig (F, \) N Eig (G, p;) . (7.134)
2%
Wiéhlt man in jedem dieser Summanden eine Basis, ldsst sich aus ihnen eine Basis von

V' aus gemeinsamen Eigenvektoren gewinnen. (]

Die Aussage gilt natiirlich entsprechend fiir Matrizen:

Korollar 7.12. Zwei diagonalisierbare Matrizen A und B sind genau dann simultan
diagonalisierbar, wenn AB = BA.
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Simultan diagonalisierbar bedeutet dabei, dass es eine invertierbare Matrix S gibt, sodass
sowohl SAS~! als auch SBS~! Diagonalmatrizen sind.

Wir wenden uns jetzt dem Fall zu, dass eine Matrix nicht diagonalisierbar ist.

Wenn eine Matrix nicht diagonalisierbar ist, kann man wenigstens versuchen, sie auf
Dreiecksgestalt zu bringen.

Definition 7.5. Eine n x n-Matriz A heifit trigonalisierbar genau dann, wenn es
eine invertierbare Matriz S gibt, sodass SAS™! eine obere Dreiecksmatriz ist.

Ein Endomorphismus F : V — V (dimV < oo) heifit trigonalisierbar genau dann,
wenn es eine Basis A von V' gibt, sodass Mj‘(F) eine obere Dreiecksmatriz ist.

Die Diagonaleintriage einer oberen Dreiecksmatrix sind die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms, denn

aill *

det ( —tE,) = (a1 — 1) (ann — 1) (7.135)

0 Ann

d.h. eine Matrix kann hochstens dann auf Dreiecksgestalt gebracht werden, wenn das
charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfallt.

Das ist sogar ausreichend:

Satz 7.13. Sei F': V — V ein Endomorphismus, 1 < dimV < co. Dann gilt:

F ist trigonalisierbar <= Pr zerfdllt in Linearfaktoren (7.136)

( Korollar 7.14. Jede komplexe n x n-Matrix ist trigonalisierbar. ]

Satz. Wir beweisen den Satz durch vollstdndige Induktion iiber n. Offensichtlich ist die
Aussage richtig fiir n = 1.

Sei nun n > 1. Wir setzen voraus, dass die Aussage fiir dimV = n richtig ist, und
beweisen, dass sie dann auch fir dimV =n + 1 gilt.

Die Aussage ist dquivalent dazu, dass die darstellende Matrix A = M4(F) beziiglich
einer Basis A durch eine Ahnlichkeitstransformation in eine obere Dreiecksmatrix S AS ™1
transformiert werden kann.

Sei F': V — V ein Endomorphismus, dim V' = n + 1, sodass Pr(t) in Linearfaktoren
zerféllt. Dann gibt es einen Eigenvektor w; # 0 mit F(w;) = A - wy. Wir wihlen nun
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eine Basis A = (w1, v1,...,v,) von V. Beziiglich A hat F' die Darstellung

A *
A= MYF) = 0 (7.137)
A : A
: 2
0

und es gilt
Prp(t) = Pa(t) =det(A—tE,) = (A—t)det(As —t Ep_1) = (A —t) Pa,(t). (7.138)

Wenn Pr in Linearfaktoren zerféllt, zerfallt auch P4, in Linearfaktoren. A, ist eine
n X n-Matrix, deren Polynom zerfallt, also lasst sich nach Induktionsvoraussetzung A,
trigonalisieren: Es gibt also eine invertierbare Matrix S, sodass SA2S~! eine obere Drei-
ecksmatrix ist. Dann ist (x, ¥/, ¥/ stehen dabei fiir beliebige Eintrége)

1 0 A x 1 0 A K 1 0 A ny
b 26 a) (0 )= sn) (0 ) =(0 sasn) @
eine obere Dreiecksmatrix. O

Reelle Matrizen, die nicht trigonalisierbar sind, kénnen iibrigens auf eine ,Beinahe-
Dreiecksmatrix“ gebracht werden, in der nur noch in der ersten unteren Nebendiagonale
nichttriviale Eintriage verbleiben (siehe 4.5.4 im Buch von G. Fischer [F]).

Was ist fiir trigonalisierbare Matrizen eine adaquate Normalform? Man kann zeigen, dass
die Dreiecksgestalt noch deutlich vereinfacht werden kann in die Jordansche Normal-
form. Thre Bausteine sind sogenannte Jordan-Matrizen von der Form

A1 0 ... 0
Al 0
J = A .0 - (7.140)
1
0 A

Satz 7.15 (Existenz der Jordanschen Normalform). Sei A eine trigonalisierbare
n X n-Matriz. Dann gibt es eine invertierbare Matrix S, sodass

Jp 0
J
SAS™ = ? . (7.141)
0 Jr

mit Jordan-Matrizen Jy,...,J,. Die Jordan-Matrizen sind bis auf ihre Reihenfolge
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L eindeutig bestimmit. J

Bemerkung

Es kénnen zu einem Eigenwert A mehrere Jordanblécke auftreten. Die Gesamtzahl der
Jordanblécke ist durch die maximale Anzahl linear unabhéngiger Eigenvektoren gegeben.
Man kann sich leicht iiberlegen, dass eine Jordan-Matrix mit Diagonaleintrag A bis auf
Skalierung genau einen Eigenvektor hat,

Al

0 0 1 1
A1 0|0 0
A 0 =A (7.142)
111
0 A 0 0

Entsprechend hat eine Matrix mit r» Jordanblécken 7 linear unabhéngige Eigenvektoren
(und nicht mehr).

Da der Beweis dieses Satzes etwas aufwendig ist, werden wir ihn hier nicht fithren. Einen
Beweis finden Sie im Buch von G. Fischer [F] in Abschnitt 4.6.
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7.5 Funktionen von Matrizen und Anwendungen

Endomorphismen kénnen wir mehrmals hintereinander ausfiihren. Wir schreiben dafiir

dann
F?=FoF
[B=FoFoF
usw.

Fiir n x n-Matrizen funktioniert natiirlich das Gleiche, wir kénnen Potenzen einer Matrix
bilden:

A2=A-A
A3=A-A-A
usw.

Da wir Endomorphismen und Matrizen auch addieren und sie mit reellen bzw. komplexen
Zahlen multiplizieren kénnen, konnen wir auch polynomiale Ausdriicke aus ihnen bilden,
z.B. A% + 3 A3. Wir kénnen sie also in Polynome einsetzen, d.h. wenn

p(t) =ao+art+...+ant™ (7.143)
ein Polynom ist, so erkléren wir
p(A) =aEp+a1 A+ ... +an A™, (7.144)

wobei der konstante Term mit der Einheitsmatrix versehen wird: Wir setzen sozusagen
A = E, fiir eine n x n-Matrix A. Das Einsetzen von A ist dabei vertriglich mit der
Multiplikation von Polynomen:

Wenn p(t) = pi(t) pa(t), dann ist
p(A) = p1(4) p2(4) . (7.145)

Da. p1(t) pa(t) = pa(t) p1(t), gilt insbesondere auch
p1(A) p2(A) = p2(A) p1(4). (7.146)

Matrizen, die aus polynomialen Ausdriicken in der gleichen Matrix A entstanden sind,
vertauschen miteinander!

Das Gleiche funktioniert natiirlich auch mit Endomorphismen F' : V — V', wobei wir
FY := idy definieren, d.h. zu einem Polynom p(t) kénnen wir einen Endomorphismus
p(F) : V — V bilden.
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Bemerkung
Fiir einen fest gewéhlten Endomorphismus F': V' — V definiert dies eine Abbildung

Ep: R[f] — End (V)
p(t) — p(F),

die mit Addition und Multiplikation vertriaglich ist (also einen Ringhomomorphismus —
sogar einen Algebrahomomorphismus, da die Abbildung auch mit der skalaren Multipli-
kation vertraglich ist).

Man kann sich fragen, ob es auch andere Funktionen gibt, in die man Matrizen oder
Endomorphismen einsetzen kann, z.B. cos A oder e. Damit werden wir uns in Kiirze
beschéftigen.

Zunéchst aber wollen wir uns mit Folgendem befassen: Der Vektorraum M (n x n,R)
(entsprechende Aussagen gelten fiir komplexwertige Matrizen) der n x n-Matrizen hat
Dimension n? (Matrizen kénnen als n2-Tupel aufgefasst werden). Das heifit, dass nicht
alle Potenzen F,,, A, A2, ... linear unabhingig sein konnen. Insbesondere liegen sie alle
im Untervektorraum der mit A kommutierenden Matrizen, und wir erwarten, dass dessen
Dimension deutlich kleiner als n? ist.

Es wird also fiir jede Matrix A einen Exponenten m, geben, sodass A™A durch ei-
ne Linearkombination der kleineren Potenzen von A ausgedriickt werden kann, aber
(En, A, ..., A™471) linear unabhingig ist. Das entsprechende Polynom ™4 +a,, , _1t™4~1+
...+ agp = Ma(t) mit Ma(A) =0, das diese lineare Abhéngigkeit ausdriickt, heilt Mi-
nimalpolynom.

Die Zahl m 4 und das entsprechende Polynom werden von der Matrix A abhéngen. Es gilt
aber allgemein m < n und man kann immer ein entsprechendes Polynom n-ter Ordnung
angeben, das bei Einsetzen der Matrix verschwindet: das charakteristische Polynom!

Satz 7.16 (Cayley-Hamilton). Sei Pp(t) das charakteristische Polynom eines En-
domorphismus F : V —V (dimV =n < o0). Dann gilt

Pr(F)=0. (7.147)

Vor dem Beweis wollen wir uns diesen Satz fiir Diagonalmatrizen klar machen. Wir
hatten einmal in den Ubungen gesehen, dass eine typische Diagonalmatrix (also eine
mit paarweise verschiedenen Diagonaleintrégen) nur mit anderen Diagonalmatrizen ver-
tauscht. Der Raum der Diagonalmatrizen ist n-dimensional, d.h. wir erwarten, dass es
ein Polynom n-ter Ordnung gibt, das — die Matrix eingesetzt — verschwindet.

Das charakteristische Polynom fiir eine Diagonalmatrix D mit (paarweise verschiedenen)
Eintragen Aq,..., A\, ist
Pp(t) =M\ —t)---(An—1). (7.148)
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Setzen wir D ein, so erhalten wir
Pp(D)=(ME,—D)--- (M E,—D), (7.149)

also ein Produkt von Diagonalmatrizen, wobei der i-te Faktor den i-ten Eintrag Null
besitzt. Also ist Pp(D) = 0.

Das gilt dann auch fiir beliebige diagonalisierbare Matrizen und Endomorphismen, denn
fir B= S AS™!gilt p(B) = Sp(A) S~ fiir ein beliebiges Polynom p(t). Ist also Pg(B) =
0, so ist

PA(A) = Pg(A) =S ' Pg(B)S =0. (7.150)

Beweis vom Satz von Cayley-Hamilton. Seiv € V beliebig. Wir zeigen, dass Pr(F')(v) =
0.

Man betrachte den Untervektorraum U, der von v, F(v), F2(v), ... aufgespannt wird mit

Dimension dim U = r < n. Dann ist (v, F(v), ..., F"~!(v)) linear unabhéngig aber F" (v)
wird aus den anderen linear erzeugt, d.h. es gibt Koeffizienten ag, ..., a,_1 mit

Frv)=ag-v+ar-Fu)+...+ap1-F 1 (v). (7.151)

Alle héheren Terme F™!(v), ... werden dann auch aus den ersten r Termen erzeugt, da

z.B.
Frl(w)=F(F"(v))=Flag-v+ -+ ap_1- F771(v)) (7.152)
=ag-F)+ - +aro-F ) +a,1-F(v) (7.153)

(v) +
=ag-F) 4+ +aro-F o) +a,1-(ag-v+-+ar1 - F 1 (v)).
(7.154)

Wir ergénzen (v, F(v),...,F""1(v)) zu einer Basis A von V. Beziiglich A hat F die
Matrixdarstellung

A %
MA(F) = (0 A,,> (7.155)
mit
0 0 0 (670]
10 o1
A=101 (7.156)
00 ... 1 Qp_1

Nach dem Késtchensatz ist Pr(t) = Pa/(t) Par(t). Es gilt (siehe Ubung):
PA/(t) = (—1)T_1 . (Oé() +ay-t+...Fop_1 - tr) . (7.157)
Dann ist

Py(F)(v) = (1" (g-v+ar-F)+...+ar_1- F"Yv) = F'(v)) =0, (7.158)
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also auch
Pp(F)(v) = Pan(F) o Py(F)(v) =0. (7.159)

O]

Wir haben uns jetzt Polynome von Matrizen bzw. Endomorphismen angesehen und
haben mit dem Satz von Cayley-Hamilton gesehen, dass sich die n-te Potenz von einer
n x n-Matrix A (und damit alle héheren Potenzen) durch kleinere Potenzen von A
darstellen lasst.

Der néchste Schritt zu allgemeineren Funktionen von Matrizen ist die Betrachtung von
Potenzreihen.

Sei f(z) = Y p—anz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Kénnen wir dann f(A)
bilden?

Wenn wir unendlich viele Matrizen aufsummieren, miissen wir uns Gedanken iiber die
Konvergenz machen. Wenn wir die Folgen der Partialsummen, Zfzv:o a, A", betrachten,
verlangen wir, dass die sich in jedem der n? Eintriige ergebende Folge konvergiert.

Statt jeden dieser Eintrége einzeln zu untersuchen, wére es gut, eine geeignete Abschét-
zung zu haben, eine Art Abstandsbegriff, damit wir diskutieren kénnen, wie ,,weit* zwei
Matrizen voneinander entfernt sind. Dann kann man auch leicht diskutieren, ob sich
eine Folge von Matrizen einer bestimmten Matrix annahert, also gegen diese Matrix
konvergiert.

Wir wollen nun einen Abstandsbegriff einfithren, der {iber ein Skalarprodukt definiert
ist. Dabei stellen wir uns eine n x n-Matrix A = (v;---v,) als einen Vektor mit n?
Komponenten vor, und bilden das gewohnliche Skalarprodukt im R"* oder C"°. Wir
werden im Folgenden komplexe Matrizen betrachten, alle Aussagen iiber reelle Matrizen
ergeben sich daraus.

Definition 7.6. Das Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt auf M(n x n,C) ist defi-
niert als

(A,B) g = tr(A*B). (7.160)

Schreiben wir A = (vy---vy,) und B = (wy - - - wy,), so ist
b (A°B) = tr (5hwy)) = tr (01, w3)) = (o1, w1) g + o+ (O wa)»  (7.161)

also das kanonische Skalarprodukt im .

Mithilfe des Skalarprodukts kénnen wir eine entsprechende Lénge definieren:

Definition 7.7. Die Hilbert-Schmidt-Norm (auch Frobenius-Norm) auf M(n X W
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n,C) ist definiert als
||A|| s := y/tr(A*A). (7.162)

Das Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt erfiillt die gleichen Eigenschaften, die wir schon vom
kanonischen Skalarprodukt gewohnt sind:

Satz 7.17. Das Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt hat die folgenden Eigenschaften (wo-
bei A, B,C € M(nxn,C) belicbige Matrizen sind und X € C eine beliebige komplexe
Zahl ist):

1. es ist sesquilinear (fir reelle Matrizen ist das Skalarprodukt bilinear):
(\-A,B)yg =\ (A, B)ysg (7.163b)
(AN-B)yg=X-(A,B)yg , (7.163d)

2. es ist hermitesch (fir reelle Matrizen: symmetrisch):

(A, B)yg = (B, A g s (7.164)

3. es ist positiv definit: Fir alle A # 0 ist

(A, A) g > 0. (7.165)

4. Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

(A, B) s | < [|Alls || Bllas - (7.166)

5. Die Hilbert-Schmidt-Norm ist submultiplikativ:

|ABl|gs < ||Allas - |1 Bl|as - (7.167)

6. Die Norm ist selbstadjungiert:

|A [ s = [|All s - (7.168)

Die beiden letzten Eigenschaften sind fiir uns neu, sie haben kein Analogon fiir Vektoren.
Die Eigenschaften 1.—4. folgen automatisch aus den Eigenschaften des Skalarprodukts
auf C"°. Eigenschaft 6. ergibt sich aus der Beobachtung

|A|[7s = tr (A*A) = Z@ikaik = Z |ak)? (7.169)
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||A][3¢ ist also als Summe der Betragsquadrate aller Eintriige gegeben und stimmt daher
mit ||A*||% ¢ iiberein.

Die zusétzliche Eigenschaft 5. macht || - ||gg zu einer sogenannten Algebranorm. Der
Beweis von 5. geht wie folgt:

Beweis der Eigenschaft 5. Seien A = (v1---v,) und B = (wy - - - wy,). Dann erfiillt der
Koeffzient von A*B in der i-ten Zeile und k-ten Spalte

(A" B)ik| = [viwi] = | (vi, wi) [ < [Jv]| - [wl], (7.170)
also
tr ((A*B)* (A" B)) = [(A*B)axl* < [Joil|* [Jwil[* < [|All7rs |1Bl[7rs - (7.171)
ik
Daraus folgt
1A*Bl|as < ||Allas||1Bllas = [|A"[|as || Bllas (7.172)
flir beliebige Matrizen A, B und damit die Eigenschaft 5. O

Damit kénnen wir jetzt Potenzreihen abschétzen:

N
Satz 7.18. Sei f(z) = Y oo amz™ eine kompleze Potenzreihe mit Konvergenzra-

dius R. Fir A € M(n x n,C) mit ||A||gs < R ist die Folge

M
<Z amAm> (7.173)
m=0

M

in jedem FEintrag konvergent, die Matriz der entsprechenden Grenzwerte nennen wir

f(A).

Beweis. Fiir jeden Summanden C,, = a,, A™ der Reihe gilt (¢,j € {1,...,n})
[(Cm)igl < N|Cmllms = lam| - [|A™|[ns < lam] - [|Al[Fs - (7.174)

Fiir ||A]|gs < R konvergiert >0 |am| - ||A||] g, also hat die Reihe >0 [(Ch)ij] eine
konvergente Majorante. Daher konvergiert fiir jeden Eintrag Y °_(Cly,);; absolut, und
wir kénnen eine Matrix B von Grenzwerten bilden,

Bij = ZO(Cm)ij = 2_:0 am - (A")ij - (7.175)

O]
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[ Beispiel 7.7. e = exp(A) ist fiir jede n x n-Matriz A definiert. }

Bemerkung
Die Aussage gilt fiir jede Algebranorm auf M (n x n, C), insbesondere fiir die sogenannte
Operatornorm (oder Spektralnorm)

e | Az]]
zeCn\{0} ||z|

|Allon = (7.176)

Da fiir alle Matrizen A gilt ||A|lon < ||A||ms, liefert sie fiir Potenzreihen eine bessere
Abschitzung als die Hilbert-Schmidt-Norm.

Nur zu wissen, dass eine Potenzreihe Y a,, A™ konvergiert, geniigt meist nicht, um sie
zu berechnen. Fiir diagonalisierbare Matrizen ist dies aber einfach: Sei D = SAS~! eine
Diagonalmatrix. Es gilt dann fiir alle Partialsummen

M M
> apmAT =871 <Z amDm> S. (7.177)
m=0 m=0

Wenn also Z%:o am D™ konvergiert, konvergiert auch Z%:o amA™ und umgekehrt.

Fir Diagonalmatrizen konnen wir die Potenzreihe aber leicht ausrechnen:

f(D)=>" amD™ =" an = . (7.178)
= = ¥ F)

A1

Fiir diagonalisierbare Matrizen A = S~} ) S konnen wir also f(A) erklédren,

An

wenn |\;| < R fiir alle Eigenwerte \; gilt, als
f(A1)

f(A) =571 S. (7.179)

f(An)

Das eroffnet auch die Moglichkeit, Funktionen, die nicht durch Potenzreihen darstellbar
sind, fiir diagonalisierbare Matrizen zu erklaren.

Beispiel 7.8. Seig: R — C", t — q(t) eine vektorwertige Funktion auf R, welche )

die Differentialgleichung
Q(t) = Aq(t) (7.180)

mit einer Matrix A € M(n x n,C) erfillt. Dann ist die allgemeine Losung

q(t) = e qo (7.181)
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mit einem konstanten Vektor qo = q(0), der die Anfangsbedingungen beschreibt.

Fiir eine diagonalisierbare Matriz A = S~'DS sieht man sofort, dass dies die all-
gemeine Losung ist, denn dann wird die Gleichung in neuen Koordinaten ¢’ = Sq
2

¢ =SAS ¢ =Dq , (7.182)

was n entkoppelte Differentialgleichungen ¢;(t) = \iq. ergibt. Entsprechend ist die
Losung

q'(t) = e qp (7.183)
und damsit
q(t) =S~ (t) = S 'e”'S S g = M qo. (7.184)
——
q0

Beispiel 7.9. In der Physik trifft man oft auf Gleichungen der Form
i=Aq, (7.185)

z.B. bei Stabilitdtsanalysen, wo q die kleine Storung aus einer statischen Konfigura-
tion beschreibt.

A1
Ist A diagonalisierbar, SAS™' = D = ( ), so wird die Gleichung in Ko-
An

A1
d’z( )q’. (7.186)
An

Fiir negative reelle \; sind alle n Gleichungen ganz gewdhnliche Schwingungsglei-
chungen, die durch Sinus-/ Kosinusfunktionen gelést werden: Das System oszilliert
also um seine Ruhelage.

ordinaten ¢ = S q zu

Treten aber andere von Null verschiedene Figenwerte auf, so gibt es Lésungen, die
exponentiell anwachsen: Das System ist dann nicht stabil. Zum Beispiel:

= (52)q hat die oszillierenden Lésungen (.2,) und (0,), aber auch die expo-

nentiell anwachsenden bzw. unterdriickten Losungen (eot) und (eat )
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Zusammenfassung Kapitel [7|

e Wir haben die Begriffe Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum kennengelernt.

e Existiert eine Basis aus Eigenvektoren, so kann ein Endomorphismus diagonalisiert
werden.

e Zum Aufspiiren der Eigenwerte suchen wir Nullstellen des charakteristischen Po-
lynoms.

e Haben wir die Eigenwerte von A gefunden, bestimmen wir Basen der Eigenrdume.
Stimmen die Dimensionen der Eigenrdume mit den Vielfachheiten der Nullstel-
len im charakteristischen Polynom tiberein, dann ist die Matrix diagonalisierbar:
SAS~1 ist diagonal, mit S~ = (v1...v,) bestehend aus der Basis aus Eigenvek-
toren.

e Wenn eine Matrix nicht diagonalisierbar ist, so ist sie wenigstens trigonalisierbar
(und kann auf Jordan-Normalform gebracht werden), wenn das charakteristische
Polynom in Linearfaktoren zerféllt (in C funktioniert das immer).

e Wir konnen unter bestimmten Umstanden Matrizen in Funktionen einsetzten:
— Polynome

— Potenzreihen (wenn ||A||gs < Konvergenzradius R bzw. wenn |\;| < R fiir
diagonalisierbare A)

— andere Funktionen fiir diagonalisierbare Matrizen als

f(A1)
f(A) =51 S. (7.187)
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8 Euklidische und unitiare Vektorraume

8.1 Skalarprodukt

In Kapitel 2lhaben wir das Skalarprodukt auf R"™ eingefiihrt als Objekt, das uns Auskunft
iiber Langen und Winkel gibt. Dieses Produkt

(z,y) =y (8.1)

ist mit Hilfe der Koordinaten x; und y; beziiglich der kanonischen Einheitsvektoren
definiert.

Nun kénnen wir den Raum R auch vollig anders parametrisieren mit neuen Koordinaten
¥=8z. (8.2)

Die geometrischen Strukturen (Lingen, Winkel) sollen sich unter einer solchen Repara-
metrisierung nicht d&ndern, aber ausgedriickt durch die neuen Koordinaten werden sie
eine andere Form bekommen. Da 2 = S~! 2/, finden wir

Py = (57 ) (5 (53)
AR |
=2t Ay . (8.5)

Beziiglich der neuen Basis berechnen wir das Skalarprodukt also nicht mehr als z't ¢/,
sondern wir fiigen eine symmetrische Matrix

A= (S7hHtg! (8.6)

ein.

Wenn wir das Skalarprodukt nicht als Rechenvorschrift fiir Zahlentupel sehen, sondern
als geometrische Struktur, die unabhéngig von einer Basis besteht, dann kénnen wir auch
flr abstrakte Vektorrdume formulieren, was wir mit einem Skalarprodukt meinen. Es ist
eine Abbildung, die zwei Vektoren eine Zahl zuordnet (mit gewissen Eigenschaften, die
wir gleich besprechen), die uns damit in die Lage versetzt, iber Langen und Winkel zu
sprechen.

Fin gegebener abstrakter Vektorraum hat eine solche Struktur erst einmal nicht; es ist
eine zusétzliche Struktur, die wir einfilhren konnen. Das setzt also unser Abstrakti-
onsprogramm fort: Erst haben wir uns die Addition und Skalarmultiplikation vom R™
abgeschaut und dadurch allgemein den Begriff eines reellen Vektorraums eingefiihrt, jetzt
schauen wir uns die durch Langen und Winkel gegebene Struktur ab.

Wir definieren jetzt, was wir mit einem Skalarprodukt auf einem allgemeinen (auch
oo-dimensionalen) reellen oder komplexen Vektorraum verstehen, indem wir die Eigen-
schaften des kanonischen Skalarprodukts auf R™ und C™ iibertragen:
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Definition 8.1. Sei V ein reeller ) Definition 8.2. Sei V ein komple- )
Vektorraum. xer Vektorraum.
Ein Skalarprodukt auf V ist eine Ein Skalarprodukt auf V ist eine
Abbildung Abbildung
(+,):VxV =R (-, ):VxV—=C
mit den Eigenschaften (fir alle o € mit den Figenschaften (fir alle o €
R, u,v,w V) C, u,v,weV)
1. (-, -) ist bilinear, d.h. 1. (-, -) ist sesquilinear, d.h.
(v,dw) = a (v, w) (v,aw) = a (v, w)
{0+ w) = (u,0) + (u, ) {0+ w) = (u,0) + (u, )
(av,w) = a (v, w) (av,w) = @ (v, w)
(u v, w) = (u,w) + (v, w) (uv,w) = (u,w) + (v,w)
2. (-, ) ist symmetrisch, d.h. 2. (-, ) ist hermitesch, d.h.
(v, w) = (w,v) (v, w) = (w,v)
3. (-, ) ist positiv definit, d.h. 3. (-, ) ist positiv definit, d.h.
(v,v) >0 firv#0. (v,v) >0 firv+#0.

Der Unterschied zwischen dem reellen und dem komplexen Skalarprodukt besteht also
nur darin, dass

e bei Multiplikation des ersten Eintrags mit einem Skalar der Skalar komplex kon-
jugiert wird und

e bei Vertauschung der Eintrige das Skalarprodukt komplex konjugiert wird.

Die dritte Eigenschaft (positive Definitheit) ermoglicht es, eine ,Lange“ der Vektoren zu
definieren: Wir nennen

o]l = y/{v, v) (8.7)
die (durch (-, -) induzierte) Norm auf V.

~

Beispiel 8.1. Sei C([—1,1],C) der komplexe Vektorraum der komplezwertigen, ste-
tigen Funktionen auf dem reellen Intervall [—1,1]. Dann definiert

o= [ gt dr 5)

ein Skalarprodukt.
Die Sesquilinearitdt kann man leicht idberprifen, ebenso die Hermitizitdt. Die Be-
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dingung der positiven Definitheit ist auch erfillt:

(f, ) = /_11 \f(z)|>dz > 0 fiir f #0, wenn f stetig ist. (8.9)

Fiir reelle und komplexe Skalarprodukte gelten (wie auf R™ und C") die folgenden Un-
gleichungen

Satz 8.1. Sei V' ein reeller oder komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -).
Dann gilt:

1. fir alle vyw € Vi |(v,w)| < ||v]| ||w]| (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
2. fir alle v,w € V : |Jv+wl|| <||v|| + [|w]] (Dreiecksungleichung)

Der Beweis der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung im reellen Fall, wie wir frither gesehen
haben (Seite, beruht nur auf der Bilinearitat, der Symmetrie und der Positivitét, d.h.
er lasst sich direkt fir ein allgemeines reelles Skalarprodukt fithren. Fiir das komplexe
Skalarprodukt muss man den Beweis etwas anpassen, aber er funktioniert im Wesentli-
chen genauso. Die Dreiecksungleichung ist, wie wir auch frither gesehen haben (Seite|39)),
eine Folgerung aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.

Beispiel 8.2. Sei (?(C) der Raum der komplexen quadratsummierbaren Folgen

(an)nE]N;

2(C) = {(an)nen|Vn €N : a, € C, i |an|? < oo} . (8.10)

n=0

Wir definieren auf €2(C) ein Skalarprodukt durch

<(an)’(bn)> = Z@bn (8.11)
n=1

Wir miissen erst einmal sicherstellen, dass die Reihe existiert. Wegen der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung im CN gilt

N N N
Z |an| |bn| < \l Z |an|2 J Z |bn‘2 (8.12)
n=1

n=1 n=1

fir beliebige N € IN. Da die rechte Seite fiir N — oo konvergiert, ist auch > 021 |an| |by|
endlich, daher konvergiert > o> | @y by, absolut.

J

Bemerkung

1. Einen reellen Vektorraum mit Skalarprodukt nennt man auch einen Euklidischen
Vektorraum.
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2. Einen komplexen Vektorraum mit Skalarprodukt nennt man auch einen Unitédren
Vektorraum oder Pra-Hilbertraum.

3. Die durch ein Skalarprodukt definierte Norm ||v|| = /(v,v) ermoglicht es, Kon-
vergenz von Folgen zu diskutieren, weil wir einen Begriff haben, der uns sagt, wie
verschieden zwei Vektoren sind: Eine Folge (v, )nen heift konvergent gegen w € V,

wenn
lim ||v, —wl|| =0. (8.13)
n—oo

4. Ebenso kann man den Begriff einer Cauchgy-Folge definieren: (vy,)nen ist eine
Cauchy-Folge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N € IN gibt, sodass fiir alle m,n > N
gilt, dass ||vy, — vpl| < e

5. Ein Vektorraum mit Skalarprodukt heifit vollsténdig genau dann, wenn alle Cauchy-
Folgen gegen einen Grenzwert konvergieren. Einen vollsténdigen komplexen Vek-
torraum mit Skalarprodukt nennt man Hilbertraum. Beispiele fiir Hilbertraume
sind C" und ¢?(C). C([-1, 1], C) mit dem oben eingefiihrten Skalarprodukt ist nicht
vollstdndig und daher kein Hilbertraum.

Wir haben das Skalarprodukt als eine Operation eingefiihrt, die zwei Vektoren eine Zahl
zuordnet. Wir wollen nun das Ganze aus einem anderen Blickwinkel betrachten, wobei
wir jetzt annehmen wollen, dass V ein komplexer Vektorraum ist (fiir einen reellen
Vektorraum funktioniert alles analog). Wenn wir einen Vektor v € V fixieren, liefert
(v, - eine lineare Abbildung von V' in die komplexen Zahlen,

(v,):V=C (8.14)

w = (v, w), (8.15)

d.h. jedem Vektor w wird das Skalarprodukt mit dem fest gewédhlten Vektor v zuge-
ordnet. Dank des Skalarprodukts kénnen wir also jedem Vektor v € V eine lineare
Abbildung (v, -), also ein Element in Hom (V, C) zuordnen. Diese Zuordnung ist wieder

semi-linear (da das Skalarprodukt semi-linear im ersten Eintrag ist): Das Skalarprodukt
beschert uns also eine semi-lineare Abbildung

S :V — Hom (v, C) (8.16)

v (v, -). (8.17)

(Semi-linear wegen Av +— (Av, -) = A (v, -), im reellen Fall ist die entsprechende Abbil-
dung linear.)

Die Abbildung S ist injektiv, denn S(v) = 0 genau dann, wenn fiir alle w € V gilt
(v,w) = 0; das ist aber nur fiir v = 0 erfiillt. S ist aber im Allgemeinen nicht surjektiv:
Auf C([-1,1],C) ist

§:C(]-1,1],€) = C
[ £(0)
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eine Linearform (also 6 € Hom (C([—1, 1], C), C)), aber es gibt keine stetige Funktion g,
sodass fiir jedes f gilt

1
9.0) = [ 9@ f(a)do = f(0). (818)

(6 ist das sogenannte Delta-Funktional auf C([—1,1],C).)

Fiir endlich-dimensionale Vektorrdaume ist S aber bijektiv, da dim Hom (V,C) = dim V.
(Mit Hilfe einer Basis von V' kénnen wir den Raum der linearen Abbildungen von V'
(dim V' = m) nach € (dim C = 1) mit dem Raum der 1 x m-Matrizen M (1 x m, C) (also
der Zeilenvektoren) identifizieren.)

Fiir endlich-dimensionale Vektorraume mit Skalarprodukt gilt also: Zu jeder Linearform
F:V — Cgibt es ein v € V, sodass fir alle w € V: F(w) = (v, w).

Mit dem Raum der Linearformen werden wir uns in Kapitel [Jnoch genauer auseinander
setzen. Im Folgenden wollen wir den mit einem Skalarprodukt einhergehenden Begriff
der Orthogonalitéit diskutieren.
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8.2 Orthonormalsysteme und Matrixdarstellungen

Wir haben schon im Fall des R™ gesehen, dass es niitzlich ist, eine Basis aus orthogo-
nalen Vektoren der Lénge 1 zu betrachten: die kanonischen Einheitsvektoren ey, ..., e,.
Sobald wir ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V' definiert haben, kénnen wir etwas
Ahnliches tun.

Definition 8.3. Sei V' ein (reeller oder komplexer) Vektorraum mit Skalarprodukt. )

1. Zwei Vektoren v,w € V heiflen orthogonal genau dann, wenn

(v,w) =0. (8.19)

2. Eine Familie (v;)icr von Vektoren in V heiffit Orthonormalsystem genau
dann, wenn

fir allei,j €1, i # j gilt (v;,v;) =0 (8.20a)
fir alle i € I gilt ||vi]| = 1. (8.20b)

(Oder kurz: (vi,v;) = d5.)

-

FEin Orthonormalsystem ist immer linear unabhéngig. Denn sei
a1 v, + -+ amv;, =0. (8.21)

Bilden wir vom obigen Ausdruck das Skalarprodukt mit v;,, erhalten wir ; = 0, analog
folgt ap =0,...,q,, =0.

Vs

Beispiel 8.3. In C([—1,1],C) mit dem oben definierten Skalarprodukt (siehe (8.8)))
seien die Funktionen f, (n € Z) mit

1
fu(x) = ﬁ

gegeben. (fn)nez ist ein Orthonormalsystem:

elmne (8.22)

1
Gonsdo) = [ Ful@) ful) da (5.23)
1,
_ = im(n—m)x
=5 /_1 e dx (8.24)
)1 firm=n
N { 0 firm#n. (8.25)

(fn)nez ist aber keine Basis von C(|—1,1],C), da eine allgemeine stetige Funktion
sich nicht als Linearkombination der f, wird schreiben lassen konnen. (In einem
gewissen Sinne, den Sie in der Analysis lernen, kénnen wir alle Funktionen durch
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unendliche Kombinationen der f, erhalten — das fiihrt zum Begriff der Fourier-
Reihen.)

Fiir jeden endlich-dimensionalen Untervektorraum kénnen wir eine Orthonormalbasis
finden, also ein Orthonormalsystem, das gleichzeitig eine Basis ist (fiir einen unendlich-
dimensionalen Vektorraum ist dies typischerweise nicht moglich; daher fithrt man in dem
Fall einen neuen Basisbegriff (die sogenannte Hilbert-Basis) ein — das geht aber tiber
die lineare Algebra hinaus).

Wir lernen nun ein praktisches Verfahren kennen, mit dem man zu einem gegebenen Satz
von Vektoren, die einen Untervektorraum U aufspannen, eine Orthonormalbasis von U
finden kann.

186



8. EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME

Orthonormalisierungsverfahren nach Gram und Schmidt

Sei (v1, ..., vy) eine linear unabhéngige Familie von Vektoren in einem (reellen oder kom-
plexen) Vektorraum V' (der endlich- oder unendlich-dimensional sein kann), die einen
n-dimensionalen Untervektorraum U aufspannen. Wir konstruieren nun eine Orthonor-

malbasis (w1, ..., w,) von U:
1. Setze
! (8.26)
w1 = 77—V . .
[lval]
Dann ist w; normiert, ||wq|| = 1. Die Operation ist mdoglich, da die Vektoren als
linear unabhéngig vorausgesetzt waren, d.h. insbesondere ist v; # 0.
2. Setze zunéchst
’Lf)g = V2 — <w1, 'U2> w1 . (827)
Dann ist w9y orthogonal zu wq:
(w1, W2) = (w1, v2) — (w1, (w1, v2)w1) (8.28)
= (wl,v2> - (wl,w) <w1,w1) =0. (8.29)
—_———
=1
2. Setze 1
Wy 1= ——1y . (8.30)
|2
Dann ist [|wz|| = 1. Die Operation ist moglich, da we # 0: Denn wére Wy = 0,

3.

so wire vy = (w1, vo)wy = <ﬁ;’172>v1, also wéren v, und vy linear abhingig — sie

waren aber als linear unabhéngig vorausgesetzt worden.

. Setze

UA}3 = V3 — (wl,vg,)wl — <w2, ’U3>w2 . (8.31)

Dann ist w3 orthogonal zu w; und we. Da wvi,vs,v3 linear unabhingig sind, ist
s # 0.
Setze

ws = ’lf)3 . (832)

. Setze

Wy, 1= vy, — Z(wi,vn>wi ) (8.33)

. Setze

Wy, = Wy, . (8.34)
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Dann ist (wy,...,w,) die gewiinschte Orthonormalbasis von U.

Bemerkung

Wenn man dieses Verfahren auf eine linear abhéngige Familie (vy,...,v,) anwendet, so
erhélt man in irgend einem Schritt @; = 0. Solche Vektoren ldsst man dann aus und man
erhélt wieder eine Orthonormalbasis des von (v1,...,v,) erzeugten Untervektorraums.

Beispiel 8.4. Sei
1 —1
V==C und v = é L vp = _11 (8.35)
1 i
gegeben. Wir wenden das Orthonormalisierungsverfahren an:
1.
1
1 1 134
2
=3 = =1 = — 8.36
ol w= = o (5.36)
1
2.
—1i
1 . -1 1.
(w1,v2) = ﬁ (1 —i 0 1) 11~ ﬁl (8.37)
i
—i 1 —4i
L -1 i ld| 1| =2
= Wy = v2 — (W1, v2)wr 1 slol =31 5 |- (8.38)
i 1 2
2’
1 33
|[dbe]|? = g6 +4+9+4) =" (8.39)
—4i
1 -2
2i
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Die Vektoren

1 —44
1 134 1 -2
_ 1 Cwy = —— 8.41
w=— ol = (3.41)
1 23

bilden eine Orthonormalbasis des von v und vy erzeugten Untervektorraums.

Beispiel 8.5. Sei V = R[t] der Raum der reellen Polynome in t mit Skalarprodukt

1
(p1,p2) :/1}71(75)P2(t) dt. (8.42)

Seien gy (t) = t"™ (firn € o) die Monome in t. Auch wenn das eine unendliche Fa-
milie ist, konnen wir das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren darauf

anwenden, um ein unendliches Orthonormalsystem (po,p1,...) von Polynomen zu
konstruieren.
0.
( >—/1dt—2 — pp= o=~ (8.43)
do,q0) = LT pO*ﬁCJO*\/i .
1. o . )
)= — | tdt=—|3} =0 = pi=q =t 8.44
(po, q1) \/i/—1 ﬂ{g }_1 P1=q (8.44)
1.
2 - 2 3
151 :/ Bdt=- = p=4/2t (8.45)
-1 3 2
2.
ot V2
Q) = — t°dt = — 8.46
o) = o5 [ =" (8.46)
31t
(p1,q2) = 5/1t dt =0 (8.47)
V2 1 1
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2,
2 ! 2 1 2 ! 4 2 2 1
= 22— =) dt = et R 4
palp = [ (P-g) a=[ (#-3f+5) G
1 21 1 8
—9(Z_Z2242) =2 '
(5 33 9) 45 (8.50)
45 (5 1 \/3(3 ) 1)
— == (P =)=/ =[P == 51
usw.

Bis auf die Normierung erhdlt man auf diese Weise das System der sogenannten
Legendre-Polynome F,,, die Ihnen in Physik und Mathematik wieder begegnen
werden (die Beziehung zu den eben konstruierten Polynomen ist p, = 2";1Pn). Die
Legendre-Polynome sind Figenvektoren eines Differentialoperators,

2
[ w% - zx%}mx) = —n(n+1)Py(x). (8.52)

J

Der Orthogonalitatsbegriff kann auch auf Mengen von Vektoren ausgedehnt werden. Wir
nennen zwei Untervektorrdume Uy, Us C V' orthogonal genau dann, wenn

fir alle uy € Uy, ug € Us gilt: (ug,u2) =0. (8.53)

Zu einem gegebenen Untervektorraum U C V definieren wir das orthogonale Kom-
plement U~ als den Raum aller Vektoren, die orthogonal sind zu allen Vektoren in U,
d.h.

Ut ={veVl|firalluecU : (v,u) =0}. (8.54)

Die Untervektorriume U und U+ sind unabhéngig in dem Sinne, dass
UnuU* = {0}. (8.55)

Die Summe der Untervektorraume ist also eine direkte Summe U & U-~+.

Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V gilt fiir jeden Untervektorraum U C V/
V=UaU", (8.56)

d.h. ein gegebener Untervektorraum spannt zusammen mit seinem orthogonalen Kom-
plement den gesamten Vektorraum auf. Geometrisch ist dies auch anschaulich: Stellt
man sich z.B. eine Gerade (durch den Ursprung) im R? vor, so ist das orthogonale Kom-
plement die Ebene (durch den Ursprung), die othogonal auf der Gerade steht. Zusammen
spannen sie den gesamten dreidimensionalen Raum auf. Beweisen kann man die Aussage
mit dem Gram-Schmidtschen Othonormalisierungsverfahren: Man beginne mit einer Ba-
sis (u1, ..., u,) von U und ergéanze sie zu einer Basis (u1, ..., Ur, Up11,...,uy) von V. Das
Orthonormalisierungsverfahren liefert eine Orthonormalbasis (v1, . .., Vp, Up41, .. ., Uy) vON
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V', wobei (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von U ist, wihrend — wie man sich iiber-
zeugen kann — (vy41,...,v,) eine Orthonormalbasis von U~ ergibt.

Orthonormalbasen erweisen sich als besonders praktisch, wenn man das Skalarprodukt
in Koeflizienten auswertet. Bevor wir dazu kommen, wollen wir uns ansehen, wie die
Koordinatendarstellung in einer allgemeinen Basis aussieht.

Sei also A = (v1,...,v,) eine Basis des endlich-dimensionalen Vektorraums V' (reell oder
komplex) mit Skalarprodukt (-, -). Sei 4 : z — Y i*; x; v; der gewohnte Basisisomor-
phismus. In Koordinaten wird das Skalarprodukt zu

(®a(x), ®a(y)) = (D wivi > yjv)) (8.57)
i=1 j=1

n
= > Tiy; (vi,v)) (8.58)
ij=1

=zl Ay (8.59)

mit der Matrix A = ((v;,v;)).

Wenn wir eine Orthonormalbasis gewéhlt haben, ist A = FE,, die Einheitsmatrix und das
Skalarprodukt wird zu

(@a(z),Pualy) =Ty, (8.60)

also das kanonische Skalarprodukt auf C™ (oder R™ wenn wir reelle Vektorraume be-
trachten).

Wir sehen daraus zwei Dinge: Zum einen — wie angekiindigt — dass die Orthonor-
malbasis besonders praktisch fiir die Beschreibung des Skalarprodukts auf dem Koor-
dinatenraum ist. Zum anderen, dass wir durchaus auch auf dem C" (bzw. R") andere
Skalarprodukte definieren kénnen, nadmlich von der Form

(x,y) =" Ay (8.61)

mit einer Matrix A. Diese Matrix ist nicht beliebig: Sie erfiillt
e A* = A (d.h. sie ist symmetrisch bzw. hermitesch)
o fiirallex #0: ' Ax > 0.

Eine solche Matrix heifit positiv definit. Man kann nachpriifen, dass eine als A =
((vi,vj)) definierte Matrix diese Eigenschaften hat, aber auch, dass jede positiv defini-
te Matrix A mittels (8.61]) ein Skalarprodukt auf C" (bzw. auf R", wenn A reell ist)
definiert.

Die Matrixdarstellung dndert sich bei einem Basiswechsel. Sei B = (wy,...,w,) eine
weitere Basis und 2’ = Sz beschreibe den Basiswechsel (2 sind die Koordinaten beziig-
lich B). Sei B = ((w;, w;)) die Matrixdarstellung des Skalarprodukts beztiglich B. Dann
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ist
(@5(z'), ®(y)) =" By (8.62)
—(Sz) BSy (8.63)
= z'S*BSy. (8.64)

Andererseits wissen wir, dass das Skalarprodukt in den Koeffizienten x und y durch
! Ay gegeben ist, also muss gelten

A=S*BS und B=(S"1)*As!. (8.65)

Matrizen A und B, die in einer solchen Beziehung stehen, nennt man kongruent. Kon-
gruenz definiert eine Aquivalenzrelation. Wieder stellt sich dann die Frage, wie viele
Aquivalenzklassen es gibt und was geeignete Normalformen sind.

Fiir positiv definite Matrizen kénnen wir die Frage direkt beantworten: Jede positiv
definite Matrix A definiert ein Skalarprodukt, und durch Wahl einer Orthonormalbasis
(die immer existiert) wird das Skalarprodukt durch die Einheitsmatrix dargestellt. Also
gilt

Satz 8.2. Zu jeder positiv definiten n x n-Matrixz A gibt es eine invertierbare Matrix
S, sodass
S*AS =E,. (8.66)

Ist A reell, so kann S reell gewdhlt werden.

Dies ist ein Spezialfall des Sylvesterschen Tragheitssatzes, der Auskunft iiber die Nor-
malform (beziiglich Kongruenz) beliebiger symmetrischer bzw. hermitescher Matrizen
gibt:

N
Satz 8.3 (Sylvesterscher Triagheitssatz). Sei A eine hermitesche nxn-Matriz. Dann
gibt es eine invertierbare Matriz S, sodass

1

™

S*AS = ro (8.67)

T3

0

wobei die Anzahlry der Einsen, die Zahlry der negativen Eintrdge (—1) und die Zahl
rs der Nullen auf der Diagonalen eindeutig ist (d.h. wenn es S und T gibt, sodass
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S*AS und T*AT wvon der obigen Form sind, dann sind in dieser Darstellung auch
r1,72,73 gleich). Ist A reell, so kann S auch reell gewdhlt werden.

Hier miissen wir zwei Dinge beweisen: Erstens, dass es eine solche Matrix S gibt —
das werden wir spéter bei der Diagonalisierung hermitescher Matrizen sehen — und
zweitens, dass die Zahlen 11, o, 3 eindeutig sind. Bevor wir uns das ansehen, wollen wir
noch kurz diskutieren, wie man solche hermiteschen Matrizen, die typischerweise nicht
positiv definit sind, mit Hilfe einer Art verallgemeinerten Skalarprodukts interpretieren
kann.

Jede hermitesche Matrix definiert eine hermitesche Sesquilinearform
C"xC"—C (8.68)
(z,y) — 2" Ay. (8.69)
Unter einem Basiswechsel wird die Sesquilinearform mit einer neuen Matrix B beschrie-
ben mit A = S*B S. Die Kongruenzklasse von A beschreibt also alle Matrixdarstellungen

einer gegebenen hermiteschen Sesquilinearform. Analog definiert jede reelle symmetri-
sche Matrix eine Bilinearform auf R".

Beispiel 8.6. Eine in der Physik wichtige Bilinearform ist die Minkowski-Metrik )
o

im R*, wobei wir die Koordinaten < :

x3

ordinate zu interpretieren ist (c ist die Lichtgeschwindigkeit). Dann ist

) verwenden wollen und xog = ct als Zeitko-

(T, Y) Minkowski = T0Yo — T1Y1 — T2Y2 — T3Y3 . (8.70)

Diese Bilinearform ist nicht positiv definit, daher handelt es sich — auch wenn die
Notation das suggeriert — nicht um ein Skalarprodukt. Die zugehdrige Matrizdar-

stellung ist
1
-1
n = AMinkowski = 1 . (871)

—1

Nun zum teilweisen Beweis des Sylvesterschen Satzes:

Beweis der Eindeutigkeit der Zahlen r1,719,73. Sei s(x,y) = 7' Ay die durch A definierte
hermitesche Bilinearform. Sei S*A S von der im Satz gegebenen Form. Das bedeutet, es
gibt eine Basis (p1,...,Dry, M1y .oy My, N1, ..., Nypy) Mt

s(pi,pj) = 0ij , s(mi,my) = —bi; (8.72)
und alle anderen ,,Produkte® (beztiglich s) der Basisvektoren ergeben Null,

S(nianj) =0 s S(niapj) =0 y S(niamj) =0 5 S(piamj) =0. (873)
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Sei T*AT eine weitere Darstellung der gewiinschten Form mit der Verteilung (s1, s2, s3)
der Einsen, Minus-Einsen und Nullen. Zu dieser Darstellung gehort eine Basis mit ana-

/

. . . . . I / / / /
logen Eigenschaften wie oben, wir notieren sie als (p},...,p},,m],...,m5,,nq,...,ng,).

Wir zeigen nun, dass die Familie (pf,... ,pgl,ml, ey My, N, .oy Ny ), in der wir die
ersten s; Basisvektoren der zweiten Basis und die letzten ro + r3 Basisvektoren der
ersten Basis zusammengestellt haben, linear unabhéngig ist. Da es hochstens n linear
unabhéingige Vektoren geben kann, folgt daraus, dass s; < r;. Durch Vertauschen der
Rollen der ersten und der zweiten Basis folgt dann auch r1 < s1, also s;1 = r1. Durch ein
analoges Argument (man wéhlt im ersten Schritt die mittleren so Vektoren der zweiten
Basis und die ersten 71 und die letzten r3 der zweiten Basis und zeigt, dass sie linear
unabhéngig sind; danach vertauscht man die Rollen der ersten und zweiten Basis) erhélt
man auch sy = ro. Da s3 und r3 durch die Gréfle der Matrix festgelegt sind, folgt auch
83 = T3.

Es fehlt also nur noch der Beweis der linearen Unabhingigkeit. Dazu setzen wir die
Gleichung
vi= oy Py = Bima e By My i Yy iy =t w (8.74)

an; v —w = 0 ist dann die Gleichung, von der wir zeigen wollen, dass sie nur eine Losung
hat, ndmlich wenn alle Koeffizienten «;, 3;,; Null sind. Wir setzen v bzw. w in s ein
und erhalten

s(,0) =l + -+ ag [P 20 und  s(w,w) = B> - —[B,[7 <0, (8.75)
wegen v = w ist also s(v,v) = s(w,w) = 0. Somit sind alle o; = 0 und alle 5; = 0, und
da (ni,...,n,,) linear unabhéngig ist, sind auch alle v; = 0. Wie gewtnscht, haben wir
also gezeigt, dass (p',..., Pk, M1,...,Mpy, N1, ..., Nypy) linear unabhéngig ist. O]

Damit haben wir die Eindeutigkeit der Normalform kongruenter Matrizen gezeigt. Dass
die Normalform immer erreicht werden kann, wird sich spéter aus der Diagonalisierung
hermitescher Matrizen ergeben.
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8.3 Orthogonale und unitdre Abbildungen

Orthogonale Matrizen hatten wir tiber die Forderung eingefiihrt, dass wir lineare Abbil-
dungen auf R finden wollten, die Lingen erhalten. Analog definieren wir

Definition 8.4. Sei V' ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt. Eine invertierbare
lineare Abbildung F : V. — V heifst orthogonal genau dann, wenn fir alle v,w € V
gilt

(Fv, Fw) = (v,w). (8.76)

Bemerkung

Eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft ist automatisch injektiv ] d.h. wenn V
endlich-dimensional ist, muss aufgrund der Dimensionsformel F' auch surjektiv, also in-
vertierbar sein. Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume kann man also die Einschrankung
sinvertierbar® in der obigen Definition weglassen.

Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum mit Orthonormalbasis A wird F durch
eine Matrix A = M4(F') dargestellt; das Skalarprodukt wird in den Koordinaten zum
kanonischen Skalarprodukt auf dem R™. Die obige Bedingung wird also zu

(Az) Ay =2aly, (8.77)

was genau dann erfiillt ist, wenn A’ A = F,,, das heifit, wenn die darstellende Matrix
orthogonal ist:

Satz 8.4. Sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum mit Skalarprodukt
und einer Orthonormalbasis A. Dann ist eine Abbildung F : V — V genau dann
orthogonal, wenn die darstellende Matrix A = M 4(F') orthogonal ist.

Die orthogonalen Abbildungen bilden eine Gruppe. Fiir endlich-dimensionale Vektorréu-
me (der Dimension n) lasst sie sich mit der Matrixgruppe O(n) identifizieren.

Bemerkung

Wir hatten im letzten Abschnitt auch Bilinearformen (bzw. Sesquilinearformen) disku-
tiert, die nicht positiv definit waren. Auch hier kann man sich fragen, welche Abbildungen
die Bilinearformen erhalten. Betrachten wir den R* mit der Minkowski-Metrik, den wir
in Beispiel eingefiihrt haben,

. -1
(z,y) Minkowski = ' ny  mit 7= 1 . (8.78)

-1

denn sei F'v = 0, dann folgt aus (8.76) (v,v) = (Fv, Fv) =0, also v =0
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Wenn wir fiir eine lineare Abbildung « — L x fordern, dass fiir alle 2,y € R*

(2, Y)Minkowski = (L &, L y) Minkowski » (8.79)
so folgt daraus, dass fiir alle z,y € R*
#tny = (Lx)'n(Ly) =z (L'nL)y, (8.80)
und somit
L'nL=n. (8.81)

Matrizen L mit dieser Eigenschaft bilden wieder eine Gruppe unter Matrixmultiplikation:
Sie heifit Lorentz-Gruppe,

O(1,3) ={L € GL(4,R)| L'nL =n}. (8.82)

Solche Matrizen L bewirken sogenannte Lorentz-Transformationen, die in der speziel-
len Relativitdtstheorie eine wichtige Rolle spielen: Sie beschreiben die Transformation
zwischen den Bezugssystemen zweier zueinander geradlinig gleichférmig bewegter Beob-
achter.

Was orthogonale Abbildungen fiir reelle Vektorrdume sind, sind unitére Abbildunge fiir
komplexe Vektorrdume:

Definition 8.5. Eine invertierbare lineare Abbildung F' : V — V auf etnem komple-
xen Vektorraum mit Skalarprodukt heifit unitdr genau dann, wenn fir alle v,w € V

(Fov, Fw) = (v,w). (8.83)

Bemerkung

Fiir endlich-dimensionale Vektorraume kann man den Zusatz ,invertierbar® in der obigen
Definition weglassen, da — analog zu der Bemerkung zur Definition [8.4) der orthogonalen
Abbildung — eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft injektiv ist und fiir einen
endlich-dimensionalen Vektorraum V' somit invertierbar sein muss.

Auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V mit orthonormaler Basis A ist das Ska-
larprodukt durch das kanonische Skalarprodukt auf C" dargestellt, daher wird eine uni-
tare Abbildung F' durch eine Matrix A = M 4(F') mit

'y = (Az) (Ay) = 7' A" Ay (8.84)

dargestellt, fiir die also A*A = E,, gilt, d.h. A ist unitar:

Satz 8.5. Sei V ein endlich-dimensionaler unitdrer Vektorraum mit Orthonormal-
basis A. Fine lineare Abbildung F : V — V ist genau dann unitdr, wenn die dar-
stellende Matriz A = M(F) unitdr ist.

196



8. EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME

\ J

Bemerkung

Diese einfache Eins-zu-Eins-Beziehung zwischen unitédren Abbildungen und unitédren Ma-
trizen gilt nur in einer Orthonormalbasis; wahlt man eine andere Basis, so sind die dar-
stellenden Matrizen einer unitidren Abbildung nicht unitér (eine analoge Bemerkung gilt
fiir orthogonale Abbildungen und Matrizen).

Bemerkung
Unitdre Abbildungen von V nach V bilden die unitidre Gruppe U(V). Fiir endlich-
dimensionale Rdume wird diese dargestellt durch die Gruppe der unitdren Matrizen

Un)={A e GL(n,C)| A*A=E,}. (8.85)

Orthogonale und unitdre Abbildungen sind die strukturerhaltenden Abbildungen auf
Réaumen mit Skalarprodukt. Da sie das Skalarprodukt erhalten, werden durch sie Or-
thonormalbasen (v1,...,v,) in Orthonormalbasen (Awvi, ..., Av,) iiberfithrt:

<A’UZ‘,A’UJ‘> = (vi,vj) = (5,']‘ . (886)

Wir wollen nun die Eigenschaften dieser Abbildungen besser verstehen.

Was sind die moglichen Eigenwerte? Sei F' : V' — V eine unitdre Abbildung auf dem
unitédren Vektorraum V', und sei v € V'\ {0} mit

Fv)y=X-v , XeC. (8.87)

Dann ist B
(v,v) = (F(v), F(v)) = (Av,Av) = A X (v,v), (8.88)

also [A|? = 1. Analog kénnen wir orthogonale Abbildungen auf reellen Vektorriumen
betrachten mit dem gleichen Resultat. Wir halten fest:

Satz %‘z(g;'enwerte X\ unitirer Abbildungen erfiillen |\|? = 1.

o (Reelle) Eigenwerte X orthogonaler Abbildungen erfiillen A2 = 1, also A = 1
oder A = —1.

Sind orthogonale bzw. unitdre Abbildungen auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen
diagonalisierbar? Fiir orthogonale Abbildungen wissen wir, dass das im Allgemeinen
nicht moglich ist: Eine Drehung im R? hat keine invariante Richtung, wenn es nicht die
triviale Drehung oder die Drehung um 180 Grad ist.

Unitére Abbildungen lassen sich dagegen immer diagonalisieren und zwar sogar mit Hilfe
einer unitdren Basistransformation.
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Satz 8.7. Sei A eine unitdre n X n-Matriz. Dann gibt es eine unitire Matriz S,
sodass S A S~ eine Diagonalmatriz ist.

Der Beweis wird sich spéter ergeben.

Dass der Basiswechsel unitér ist, bedeutet, dass dabei eine Orthonormalbasis in eine Or-
thonormalbasis tiberfithrt wird. Die obige Diagonalisierungsaussage lasst sich also auch
so formulieren:

Satz 8.8. Sei V ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum. Zu jeder unitdren
Abbildung F : V — V existiert eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren von F.

Der Satz beinhaltet die Aussage, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten or-
thogonal sind, was wir trotzdem als eigenstédndigen Satz formulieren und beweisen wol-
len:

Satz 8.9. Seien V ein unitdrer Vektorraum und F' : V. — V eine unitire Abbildung.
Seien v1,v2 € V' \ {0} Eigenvektoren von F mit verschiedenen Figenwerten. Dann
sind v und vy orthogonal, also (vi,ve) = 0.

Beweis. Wir nennen die Eigenwerte A1 und Ay, d.h. es ist
F(Ul) = )\1 * U1 y F(UQ) == )\2 * V9 mit )\1 75 )\2 . (889)

Dann ist ~
<’U1, ’U2> = <F(U1), F(U2)> = )\1 )\2 <U1, U2> . (8.90)
Da |A\] =1, folgt A\ = /\% Wegen A # Ao ist A\j Ao = A—f # 1, also ist (vi,v9) =0. O

Orthogonale Abbildungen lassen sich im Allgemeinen nicht diagonalisieren. Es gilt aber
folgender Satz:

Satz 8.10. Sei A eine (reelle) orthogonale n x n-Matriz. Dann gibt es eine ortho- )

gonale Matrix S, sodass

SAS™! = : (8.91)
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L wobet Ry, ..., Rs orthogonale 2 X 2-Matrizen sind. J

Diesen Satz werden wir hier nicht beweisen. Das Auftreten der 2 x 2-Blocke héngt da-
mit zusammen, dass im Reellen ein Polynom nicht notwendigerweise in Linearfaktoren
zerfallt, sondern auch quadratische Faktoren auftreten.
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8.4 Symmetrische und hermitesche Abbildungen

Eine wichtige Klasse von Matrizen, die wir kennengelernt haben, ist die der hermiteschen
Matrizen (A = A*), bzw. im reellen Fall die der symmetrischen. Sie spielen in der Physik
eine ebenso grofie Rolle wie die orthogonalen und unitidren Matrizen.

Es gibt sogar einen Zusammenhang: Wenn A eine hermitesche Matrix ist, dann ist U =
e unitér:

U= () =™ =4 =pL, (8.92)
Das wollen wir an dieser Stelle nicht vertiefen, sondern uns stattdessen zunéchst an-

schauen, wie man symmetrische bzw. hermitesche Abbildungen charakterisiert, wenn
man ein allgemeines Skalarprodukt betrachtet.

Definition 8.6. Seien V ein reeller bzw. komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt
und F : V. — V ein Endomorphismus. Dann heifst F' symmetrisch bzw. hermi-
tesch genau dann, wenn fir alle v,w € V gilt

(F(v),w) = (v, F(w)) . (8.93)

Bemerkung

Man beachte den Unterschied aber auch die Gemeinsamkeiten mit den orthogonalen
bzw. unitdren Abbildungen. In beiden Féllen betrachtet man lineare Abbildungen, die
mit der durch das Skalarprodukt gegebenen Struktur in gewisser Weise kompatibel sind,
in einem Fall ist das Skalarprodukt unter der Abbildung erhalten, im anderen Fall erfiillt
die Abbildung eine bestimmte Symmetrieeigenschaft beziiglich des Skalarprodukts. Das
setzt einen Prozess fort, den wir schon vorher beobachtet haben und der typisch fiir
mathematische Begriffsbildungen ist: Man fiihrt eine Struktur ein, z.B. die Vektorraum-
struktur auf einer Menge V', und betrachtet dann Abbildungen, die mit dieser Struktur
auf bestimmte Weise vertréglich sind. Im Vektorraumbeispiel fiihrt das auf die linearen
Abbildungen, und im Beispiel des Skalarprodukts fiithrt dies in natiirlicher Weise auf den
Begriff der unitdren/orthogonalen und hermiteschen/symmetrischen Abbildungen.

In einer Orthonormalbasis A in einem endlich-dimensionalen Vektorraum V wird eine
symmetrische bzw. hermitesche Abbildung F' durch eine symmetrische bzw. hermitesche
Matrix A = M 4(F') dargestellt.

Wir wollen nun die Eigenschaften dieser Abbildungen bzw. Matrizen besser verstehen,
und insbesondere die Frage nach der Existenz von Eigenwerten untersuchen. Zunéchst
stellen wir fest, dass alle Eigenwerte einer hermiteschen Abbildung reell sind.

Satz 8.11. Seien V ein unitdirer Vektorraum und F : V. — V eine hermitesche
Abbildung, sowie \ ein Eigenwert von F. Dann ist A reell.
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Beweis. Sei v € V '\ {0} mit F(v) = A-v. Dann ist

(F(v),v) = (v, F(v)) (8.94)

— (Av,0)=(v,A-v) (8.95)

—  Aw,v)=X(v,v). (8.96)

Da (v,v) > 0 ist, folgt A = . O

Eine weitere, ebenso einfach zu beweisende Aussage ist, dass Eigenvektoren zu verschie-
denen Eigenwerten orthogonal sind:

[ Satz 8.12. Sei V ein unitdrer Vektorraum. Seien F' : V. — V eine hermitesche
Abbildung und vi,vy € V' \ {0} mit

F(Ul) = )\1 - U1 s F(Ug) = /\2 cvV2 wobei Al 7é /\2 . (8.97)

Dann ist (v1,v2) = 0.

Bewets.
(F'(v1),v2) = (v1, F(v2)) (8.98)
< <)\1 -1, ’02> = <U1, )\2 . U2> (8.99)
<~ )\1 <’U1, ’()2> = )\2 <1)1,UQ> ()\1 ist reell). (8100)
Wegen \; # Ao ist (v1,v2) = 0. O

Satz und Beweis gelten analog auch fiir symmetrische Abbildungen auf Euklidischen
Vektorrdumen.

Wir kommen nun zum wichtigsten Satz dieses Abschnitts:

Satz 8.13. Sei F' : V. — V eine hermitesche Abbildung auf einem endlich-dimen-
sionalen, unitdaren Vektorraum V. Dann gibt es eine Orthonormalbasis von V, die
aus Eigenvektoren von F besteht.

Beweis. Das komplexe charakteristische Polynom Pr(t) zerfallt wegen des Fundamen-
talsatzes der Algebra in Linearfaktoren, somit gibt es eine Nullstelle und damit einen
Eigenwert A von F' mit Eigenvektor v € V' (es sei denn, V ist 0-dimensional, V' = {0},
aber dann gibt es nichts zu beweisen). Wir setzen

V] = ——0 (8.101)

und haben damit den ersten Vektor der zu konstruierenden Orthonormalbasis gefunden.
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Wenn V' 1-dimensional ist, sind wir schon fertig. Ansonsten betrachten wir den zu vy
orthogonalen Untervektorraum

Wi ={we V| (vi,w) =0}. (8.102)

Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass Wi von F invariant gelassen wird: Sei w € Wj.
Dann ist
(v, F(w)) = (F(v1), w) = (A - v1,w) = A(vr, w), (8.103)

also ist F'(w) orthogonal zu v; und somit F'(w) € W. Daher kénnen wir F' auf den Raum
W1 einschranken und definieren

F1 : W1 — W1
w +— F(w). (8.104)
F definiert wieder eine hermitesche Abbildung auf W; (das Skalarprodukt kénnen wir

natiirlich auch auf W) einschrianken).

Jetzt konnen wir das Spiel von vorne beginnen: F) besitzt wieder mindestens einen
Eigenwert Ao mit normiertem Eigenvektor vo € W7 C V. vy ist dann auch Eigenvek-
tor von F. Wir bilden den zu wve orthogonalen Untervektorraum Wy C Wry; Fy lasst
sich wieder darauf einschrdnken zu einer hermiteschen Abbildung F5 usw. Bei einem
endlich-dimensionalen Vektorraum ist man irgendwann fertig: (vi,...,v,) ist dann die
gewiinschte Basis. O

Auf Matrizen bezogen lautet der Satz:

Satz 8.14. Sei A eine hermitesche Matrixz. Dann gibt es eine unitire Matriz S,
sodass S AS™' eine Diagonalmatriz ist.

Die Diagonalelemente sind dann natiirlich die Eigenwerte. Wir sagen auch: Eine hermi-
tesche Matrix ist unitar diagonalisierbar.

Wir kénnen analoge Aussagen fiir symmetrische Abbildungen auf Euklidischen Vektor-
rdumen bzw. fir symmetrische Matrizen machen. Die einzige Stelle, an der wir explizit
ausgenutzt haben, dass wir iiber den komplexen Zahlen gerechnet haben, war die Fest-
stellung, dass die Abbildung iiberhaupt einen Eigenwert besitzt. Das ist iiber R nicht
immer richtig, da reelle Polynome nicht unbedingt eine reelle Nulsstelle haben.

Fiir symmetrische Matrizen ist dies aber immer der Fall: Eine reelle symmetrische Matrix
A konnen wir als hermitesche Matrix mit reellen Eintrdgen ansehen. Also besitzt A auf
jeden Fall einen komplexen Eigenwert, der aber wegen der Hermitizitdt von A reell sein
muss: Das charakteristische Polynom von A besitzt also eine reelle Nullstelle, und somit
besitzt A auch als Abbildung auf R" einen reellen Eigenwert. Der Beweis lésst sich daher
direkt tibertragen, und wir finden:
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Satz 8.15.

1. Sei F :'V — V eine symmetrische Abbildung auf einem endlich-dimensionalen
reellen Vektorraum V' mit Skalarprodukt. Dann gibt es eine Orthonormalbasis
von V bestehend aus Figenvektoren.

2. Sei A eine relle symmetrische Matriz. Dann gibt es eine orthogonale Matriz S,
sodass S A S~ eine Diagonalmatriz ist. (Wir sagen auch: Eine symmetrische
Matriz ist orthogonal diagonalisierbar.)

Die eben formulierten Sétze sind die wichtigsten Feststellungen, die wir {iber symmetri-
sche und hermitesche Abbildungen und Matrizen treffen werden. Diese (be-)merkenswer-
ten Aussagen sollten Ihnen sofort (neben der Definition) einfallen, wenn Sie an solche
Abbildungen denken.

Sollte Thnen also in Threm spéteren Leben eine symmetrische oder hermitesche Matrix
tiber den Weg laufen (und das wird der Fall sein, wenn Sie bei der Physik bleiben),
denken Sie bitte sofort: ,,DIAGONALISIERBAR!*

So wichtig die Sétze auch sind, werden sie natiirlich erst richtig niitzlich, wenn wir eine
gegebene Matrix auch unitir (bzw. orthogonal) diagonalisieren kénnen. Dafiir haben wir
aber bereits alle Hilfsmittel beisammen, und wir wollen uns jetzt klarmachen, wie wir
diese Diagonalisierung konkret durchfiihren.
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Verfahren zur unitaren Diagonalisierung einer hermiteschen Matrix

Sei A eine hermitesche n x n-Matrix. Das Verfahren ist sehr dhnlich zum bereits bekann-
ten Diagonalisierungsverfahren:

1. Bilde das charakteristische Polynom P4 (t) und bestimme alle Nullstellen \;. Dies
sind die Eigenwerte von A. (Alle Eigenwerte werden reell sein!)

2. Bestimme zu jeder Nullstelle A; den Eigenraum
Eig (A, ;) = Ker (A — \; Ey) (8.105)

durch Losen des homogenen linearen Gleichungssystems und bestimme eine Basis.
Mit Hilfe des Orthonormalisierungsverfahrens finde eine Orthonormalbasis zu je-
dem Eigenraum.

3. Alle Orthonormalbasen zusammen ergeben eine Orthonormalbasis (v1, ..., v,) von
V. Setze
Flt
S*=(vi---v,) , also S=|[ 1 |. (8.106)
——
Spaltenvektoren Wt

Dann ist S der gesuchte Basiswechsel, d.h. S A S* ist diagonal.

Die Abweichungen vom einfachen Diagonalisierungsverfahren sind also:
e Wir miissen in jedem Eigenraum das Orthonormalisierungsverfahren durchfiihren,

e dafiir ersparen wir uns das Invertieren im letzten Schritt, da die Matrix S — wenn
wir alles richtig gemacht haben — unitér ist und wir statt zu invertieren einfach
die adjungierte Matrix bilden kénnen.

Bemerkung

Manchmal gibt es Verwirrungen, ob die Eigenvektoren jetzt in S eingetragen werden
oder in S* bzw. S~!, da in manchen Biichern auch die Konvention verwendet wird, dass
die Diagonalmatrix als S*A S gebildet wird. Die Merkregel ist einfach: Die Matrix A will
auf die Eigenvektoren wirken, d.h. die Eigenvektoren stehen als Spaltenvektoren in der
Matrix rechts von A.

Das Verfahren funktioniert analog im Reellen, wie wir im folgenden Beispiel sehen:

4 3
A= <3 _4> . (8.107)

Beispiel 8.7. Sei
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Dann st das charakteristische Polynom

Pyt)=(4—t)(—4—1t)—9 (8.108)
=12 -25 (8.109)

mit Nullstellen A1 =5 und Ao = —5. Dann ist

_ _ -1 3\ 3 _ L (3
Fig(A,5) = Ker ( 3 _9> =R- <1> , setze v] = 710 (1> (8.110)
. B 9 3\ . (-1 1 (1
Fig(A, —5) = Ker <3 1) =R ( 5 ) , setze vy = i ( 3 ) . (8.111)

Die normierten Eigenvektoren werden Eintrige der Matriz St, d.h.

;1 (3 1 (31
s_m<1 3> — S_m<_1 3>. (8.112)

Zum Schluss konnen wir dberprifen, dass wir alles richtig gemacht haben:

| 4 3\ (3 -1
548 :ms<3 _4> (1 3> (5,113
1 3 1 15 5
10 <—1 3) <5 —15) (8.114)

5 0
= (0 _5> . (8.115)

Mit diesen Diagonalisierungsmethoden sind wir tibrigens auch in der Lage, den noch
ausstehenden Teil des Beweises des Sylvesterschen Trigheitssatzes zu fithren:

J

Beweis des FExistenzteils des Sylvesterschen Tragheitssatzes. Sei A eine hermitesche n x
n-Matrix und S die unitdre Matrix, sie sie diagonalisiert. Die diagonale Matrix D =
S A S* hat reelle Diagonalelemente, und wir nennen die Zahl der positiven Elemente 71,
die Zahl der negativen Elemente 2 und die Zahl der Nullen r3 = n—ry —rs. Wir nehmen
an, dass wir die Diagonalisierung so durchgefiihrt haben, dass die Diagonalelemente
so angeordnet sind, dass zuerst die r; positiven Eigenwerte Aj,..., A, stehen, dann
die 79 negativen pu,...,uy, und zum Schluss die r3 Nullen (das kénnen wir bei der
Diagonalisierung leicht erreichen, indem wir die Eigenvektoren entsprechend anordnen,
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wenn wir sie in die Matrix S* schreiben):

A1

M1
SAS*=D = . (8.116)

Wir fithren dann die folgende Diagonalmatrix ein:

By
5

T = : (8.117)

T ist invertierbar, aber im Allgemeinen nicht unitdr. Wir erhalten dann

1

(TS)A(TS)*=TDT* = : (8.118)

0

Es gibt also eine invertierbare Matrix T'S, die A auf die gewiinschte Normalform bringt.
O

Wenn man mehrere hermitesche Abbildungen betrachtet, z.B. F: V -V und G: V —
V, stellt sich die Frage, ob sie simultan unitar diagonalisierbar sind. Es gilt:
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Satz 8.16. Seien F : 'V — V, G : V. — V hermitesche Abbildungen auf dem
endlich-dimensionalen unitiren Vektorraum V. Dann gibt es eine Orthonormalbasis
von V, deren Elemente sowohl Eigenvektoren von F als auch von G sind, genau
dann, wenn

FoG=GoF. (8.119)

Beweis. Einen dhnlichen Satz haben wir schon bewiesen: dass diagonalisierbare Endo-
morphismen simultan diagonalisierbar sind genau dann, wenn sie miteinander vertau-
schen. Hier miissen wir also nur noch zeigen, dass, wenn F oG = G o F', es nicht nur eine
Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren gibt, sondern sogar eine Orthonormalbasis. Wie
wir schon frither gesehen hatten, lasst F' die Eigenrdume von G invariant,

F(Eig (G,)\)) C Eig(G,\) wenn FoG=GoF. (8.120)

Also lasst sich F' auf jeden Eigenraum von G einschrénken und definiert dort eine her-
mitesche Abbildung, sodass es zu jedem Eigenwert A von G eine Orthonormalbasis von
Eig (G, \) gibt, die aus Eigenvektoren von F' besteht. Alle diese Basen zusammen ergeben
die gewlinschte Basis von V. O

Wir haben frither behauptet, dass auch unitidre Matrizen selbst unitdr diagonalisierbar
sind. Wir miissen den Beweis dazu noch nachtragen, wollen uns aber gleich die umfas-
sendere Frage stellen, welche Matrizen sonst noch diese Eigenschaft haben.

Sei A unitdr diagonalisierbar, es gibt also eine unitdre Matrix .S, sodass S A S* = D eine
Diagonalmatrix ist. Dann gilt D D* = D*D und daher auch

AA* = (S*D S)(S*D S)* (8.121)
= S*DD*S (8.122)
=S5*D*DS (8.123)
= (S*DS)*(S*D S) (8.124)
— A*A. (8.125)

Matrizen mit dieser Eigenschaft heiflen normal:

Definition 8.7. Fine komplexe n x n-Matriz A mit A A* = A*A heifst normale
Matrix.

Wir kennen schon Beispiele fiir normale Matrizen: hermitesche Matrizen sind offensicht-
lich normal, und unitdre Matrizen auch, denn UU* = E, = U*U.

Wenn A unitir diagonalisierbar ist, dann gilt, wie wir gerade gesehen haben, A A* =
A*A, A ist also normal. Die Umkehrung gilt auch:
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Satz 8.17. Sei A eine komplexe n x n-Matriz. Dann ist A unitdr diagonalisierbar
genau dann, wenn A normal ist.

Beweis. Wenn A normal ist, dann sind

Ay =A+ A" und A_:=i(A—- AY) (8.126)
zwei hermitesche Matrizen, die miteinander vertauschen: Ay A_ = A_ A, . Alsosind A4
und A_ simultan unitir diagonalisierbar, und somit ist auch A = (A4 — i A_) unitér
diagonalisierbar. 0

Die Diagonalisierung einer hermiteschen oder symmetrischen Matrix nennt man auch
Hauptachsentransformation. Um den geometrischen Ursprung dieser Bezeichnung
zu verstehen, wenden wir uns im folgenden Abschnitt zundchst den im zweiten Kapitel
schon einmal angesprochenen Quadriken zu.
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8.5 Anwendungen: Quadriken und Matrixzerlegungen

Wir wollen in diesem Abschnitt zwei Themen ansprechen, bei denen wir die gewonne-
nen Erkenntnisse verwenden koénnen. Zunéchst wenden wir uns der Klassifikation der
Quadriken zu.

Eine Quadrik im R™ (man kénnte das Ganze auch im Komplexen betrachten, aber wir
beschrinken uns auf den reellen Fall) ist eine Teilmenge, die durch eine quadratische
Gleichung in den Koordinaten definiert ist,

n n

Q:{xGR"] Zaijxi:cj—l—z:bixi—i—c:O}. (8.127)
i,j=1 i=1

Beispiele sind die Kreislinie {x € R?| 22 + 22 — 1 = 0}, Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln,

etc.

Wir kénnen nun unser ganzes erlerntes Wissen anwenden, um die Quadrik auf eine mog-

lichst einfache Form zu bringen. Dabei erlauben wir alle Koordinatentransformationen,

die die Absténde nicht verdndern, also Verschiebungen um einen konstanten Vektor und
orthogonale Abbildungen.

Zunéchst schreiben wir die Quadrik in einer fiir die lineare Algebra angemessenen Weise,

Q={zeR"| s Az +bz+c=0}, (8.128)
by

wobei A = (a;;) und b = ( : ) Wir kénnen A als symmetrisch annehmen: In der
bn

Summe 377'._; a;; v x; kommt fiir i # j der Term z;z; mit dem Koeffizienten (a;; + a;;)
vor. Da a;; und aj; sonst nicht in der Gleichung auftauchen, kénnen wir sie immer gleich
wéhlen, a;; = aj;.

Eine symmetrische Matrix? Die kénnen wir diagonalisieren! Es gibt also eine orthogonale

Matrix S, sodass S A S? = D diagonal ist. Wir fiihren neue Koordinaten 2’ = Sz ein,
also x = S'2’, dann wird die Quadrik in den neuen Koordinaten zu

Q ={2 eR"|2"Da’ +V'2' +c=0}, (8.129)

wobei wir o = Sb eingefithrt haben. Damit ist die Quadrik schon deutlich einfacher

beschrieben, da keine gemischten Terme z} x; mit i # j auftauchen.

Wir kénnen durch eine Verschiebung des Ursprungs die Gleichung womoglich weiter
vereinfachen. Seien 2" = 2/ + d die Koordinaten nach einer Verschiebung um den Vektor
d. Die Quadrikgleichung lautet dann

(2" —d)!D(z" —d) + 0" (2" —d) +c=0 (8.130)

— 2""Di2" —d'D2" — 2" Dd+d"Dd+b"z" —b'd+c=0 (8.131)
=dt Dz"

= " Da" + (¥ -2Dd)' 2" + (c—b"d+d Dd)=0. (8.132)
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Falls D keine Null auf der Diagonalen hat, kénnen wir den linearen Term durch Wahl
von d = D71V eliminieren und erhalten mit ¢ := ¢ — ¥*d +d' Dd

Q" ={z" eR"| 2" Da" + " =0}. (8.133)
A1
Fir D = < ) ist dies explizit
An

Q' ={a" eR"| Mat+- 4+ \a2 4+ =0}, (8.134)

Sind alle \; positiv und ¢’ < 0, so erhélt man eine hoher-dimensionale Verallgemeinerung
einer Ellipse, und man kann die Langen der Halbachsen sofort ablesen:

C// c//
=/t =4/ 8.135
ai )\17 , An )\n’ ( )

sodass die Gleichung fiir Q" lautet:

2 2 2 2
(1) +-~+<"> =1. (8.136)
aq (079

Die Koordinaten z/ liegen entlang der Hauptachsen des n-dimensionalen Ellipsoids, die
sich aus den Eigenvektoren der Matrix A ergeben haben.

Treten positive und negative Eigenwerte auf, so erhélt man verschiedenartige Verallge-
meinerungen von Hyperbeln.

Beispiel 8.8.
Q={rcR|2?—22—22=1}) (8.137)

Zu jedem x1 > 1 und jedem x1 < —1 liegen xo,x3 auf einer Kreislinie,
i 4al=a7 1. (8.138)

Die Quadrik zerfdllt also in zwei Hyperboloide:
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( Beispiel 8.9.
Q={zecR®|2?+2i-2i=1}

Zu jedem x3 € R beschreiben die Koordinaten x1,xo eine Kreislinie,

2 2 2
$1+1’2:1+ZE3.

(8.139)

(8.140)

Treten Nullen als Eigenwerte auf, so lasst sich der letzte Schritt nur teilweise ausfiihren.
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Sei
A1
D— Ar (8.141)
0
0
Dann wéhlen wir 1,
AL by
1 A;ib;
a=51", (8.142)
0
und erhalten . .
Q= (e R YNl Y Hal £ =0} (5.143
i=1 i=r+1

Falls ¥ = 0, dann hingt die Gleichung nur noch von den z/ fiir 1 <7 < r ab: Man erhilt
eine ellipsoid- oder hyberboloidartige Quadrik in einer niedrigeren Dimension, die trivial
in den weiteren n — r Dimensionen fortgesetzt ist — z.B. einen Zylinder, der ein in der
dritten Dimension fortgesetzter Kreis ist,

{reR3| 22 +22=1}. (8.144)

Wenn b nicht verschwindet, koénnen wir durch Drehung in den letzten n — r Koordina-
ten und einer Verschiebung immer erreichen, dass in den neuen Koordinaten (die wir
weiterhin z” nennen wollen) die Quadrik die Form hat

{a" e R*| Y Naf?+||V'|| 2}, =0}. (8.145)
=1

Dies ist eine hoher-dimensionale Verallgemeinerung einer Parabel.

Beispiel 8.10.
Q=zcR®|?+22+23=0 (8.146)

Fiir jedes x5 < 0 beschreiben x1,x9 eine Kreislinie,

2 ad = —a3. (8.147)
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Polar- und Singularwertzerlegung

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch auf zwei Typen von Zerlegungen von
Matrizen eingehen, die sehr niitzlich sind. Eine ist die Polarzerlegung. Die Idee ist,
die Zerlegung einer komplexen Zahl z als Produkt einer nicht-negativen Zahl » > 0 und
einer Phase €'® als z = r e’ fiir Matrizen nachzuahmen.

Satz 8.18. Sei A eine komplexe nxn-Matriz. Dann gibt es eine positive hermitesche
Matriz B und eine unitire Matriz U, sodass A = U B.

Positivitit von B bedeutet dabei, dass fiir alle x € C" gilt: ' Bax > 0. Beriicksich-
tigt man, dass B in unserem Fall hermitesch ist und daher diagonalisiert werden kann,
bedeutet dies, dass alle Eigenwerte positiv (oder Null) sind.

Die positive Matrix B spielt die Rolle des Absolutbetrags. In C bilden wir den Betrag r
als 7 = v/z z. Fiir die Matrizen versuchen wir etwas Ahnliches:

B=+VA*A. (8.148)

Was bedeutet das? A* A ist hermitesch ((A*A)* = A*A), kann also diagonalisiert werden.
Andererseits ist A* A positiv:

TP A*Ax = (Ax)*(Ax) > 0. (8.149)

Also hat A*A nur positive Eigenwerte (oder Nullen), es gibt also eine unitare Matrix S

mit
A1

A*A =51 S ,\>0. (8.150)
An
Wir definieren die Wurzel von A*A, indem wir die Wurzeln der Eigenwerte nehmen:

VA1
VA*A = 5§71 S (8.151)

und setzen B = v A*A. Dann ist

B*=BB=5" Sst S (8.152)

A1
=gt S =A*A, (8.153)
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d.h. wir kénnen B wirklich als Quadratwurzel von A* A auffassen.

Die Behauptung ist nun, dass es ein unitares U gibt mit
A=UB. (8.154)

Wir zeigen das hier nur fiir invertierbare Matrizen A. B ist dann auch invertierbar und
wir setzen

U:=AB'. (8.155)

Jetzt tiberpriifen wir, dass U unitér ist:

U*U=(AB YH)*AB™! (8.156)
= (B YH)*A*AB™! (8.157)
=B 'B?’B™! (B und damit B~! ist hermitesch) (8.158)
= FE,. (8.159)

Eine weitere wichtige Produktzerlegung ist die Singulidrwertzerlegung;:

Satz 8.19. Sei A eine komplexre m X n-Matrixz. Dann ldsst sich A schreiben als
A=U, DU, (8.160)

wobei
e D eine m x n-Diagonalmatriz mit nichtnegativen Eintrdgen,

o Uy eine unitdre m x m-Matriz und

o Uy eine unitdre n X n-Matriz ist.

Beweis nur fiir m = n. Eine Polarzerlegung von A liefert A = U B. B ist eine positive
hermitesche Matrix, also gibt es ein unitidres Us mit

Us BU; ' =D, (8.161)
wobei die Diagonalmatrix D nur nichtnegative Eintrdge hat. Also ist
A=UU;'DU, (8.162)

und mit Uy = U Uy ! folgt die Behauptung. O

Die Singularwertzerlegung findet in der Numerik und den Computerwissenschaften An-
wendung, z.B. bei der Datenkompression/-reduktion (aber auch in der Quantenphysik

).
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Bemerkung

Als Ergénzung sei hier fiir die Interessierten noch der Beweis der Existenz der Singulér-
wertzerlegung fiir den allgemeinen Fall gegeben: Sei A also eine m x n-Matrix. Dann ist
A* A eine positive hermitesche n x n-Matrix, es gibt also eine unitdre Matrix Us mit

Uy A*AU, ! = Dy, (8.163)
wobei die Diagonalmatrix Dy nur nicht-negative Eintrage A1, ..., A, besitzt. Wir nehmen
an, dass die Eintrdge so geordnet sind, dass Aq,..., A, positiv sind und A1 = --- =

A\, = 0. Die Spaltenvektoren von Uy ' = (v; - - - v,) sind Eigenvektoren von A*A.

Wir betrachten nun die Vektoren Aw;. Beziiglich des kanonischen Skalarprodukts auf
C" erfiillen sie

(Av;, Avj) = vt A* Av, (8.164)
= \; UL v; (8.165)
= ;6 (8.166)
wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis
ist. Flir i > rist Av; =0, firi =1,...,r setzen wir
w; 1= L Av; (8.167)
\/)\»i
und erhalten ein Orthonormalsystem (wy, ..., w,). Wenn r < m, erginzen wir es zu einer
Orthonormalbasis (wi, ..., Wy, Wyy1, ..., W) in C™. Dann setzen wir

VA1

Ulz(wl wm> und D = , (8.168)

VA
0

wobei D eine m x n-Matrix ist, die bis auf die ersten r Diagonalelemente {iberall Null
ist. Wir zeigen nun, dass AU, ' = Uy D:

AU = A (o1 - v) (8.169)
= (v - Avy) (8.170)
:(\/Hw1 e Vw0 - 0) (8.171)
und
V1
Ulpz(wl wm) (8.172)

= (VMwr o VAw, 0 - 0). (8.173)
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Also ist AU, ' — U, D, und nach Multiplikation mit U, von rechts erhalten wir wie
gewiinscht A = Uy D Us.
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Zusammenfassung Kapitel

Wir haben den Begriff des Skalarprodukts auf allgemeinen Vektorrdumen einge-
fihrt, z.B. auf Funktionenerdumen.

In Vektorrdumen mit Skalarprodukt spielen Orthonormalbasen eine wichtige Rolle.
Dank des Orthonormalisierungsverfahrens kénnen wir auf jedem endlich-dimensio-
nalen Vektorraum eine solche Basis angeben.

Orthogonale bzw. unitdre Endomorphismen sind strukturerhaltenden Abbildun-
gen: Sie erhalten das Skalarprodukt. In einer Orthonormalbasis werden sie durch
orthogonale bzw. unitidre Matrizen dargestellt. Alle Eigenwerte solcher Matrizen
haben Betrag 1, und Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Fiir hermitesche Abbildungen gilt:
— sie haben nur reelle Eigenwerte,
— Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal,

— im endlich-dimensionalen Fall existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren.

Hermitesche Matrizen lassen sich also mit Hilfe eines unitédren Basiswechsels diago-
nalisieren. Das Gleiche gilt fiir alle normalen Matrizen (A*A = A A*), insbesondere
fiir unitére.

Symmetrische Matrizen lassen sich mit Hilfe eines orthogonalen Basiswechsels dia-
gonalisieren. Mit dieser Hauptachsentransformation lassen sich z.B. Quadriken in
eine einfache Form bringen.
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9 Tensoren

In der Physik und Mathematik findet man oft unterschiedliche Herangehensweisen an
den Begriff des Tensors. Urspriinglich kommt der Begriff aus der Physik — und da man in
der Physik haufiger und lieber als in der Mathematik in konkreten Basen rechnet, steht in
der Physik oft das Transformationsverhalten unter einem Basiswechsel im Vordergrund.
Tensoren sind hier meist assoziiert mit dem physikalischen Ortsraum oder der Raumzeit.

Dieser etwas engere Tensorbegriff wird in der Mathematik auf Tensoren als Elemente
allgemeiner Tensorprodukte ausgedehnt, welche wiederum in der Physik — insbesondere
auch in der Quantenphysik — eine wichtige Rolle spielen.

Wir werden uns hier dem Begriff des Tensors ndhern, indem wir zunéchst, wie in der
Physik itiblich, das Transformationsverhalten betrachten; spéter stoflen wir auf die ma-
thematische Definition des Tensorprodukts.

Im gesamten Kapitel beschrinken wir uns auf endlich-dimensionale, reelle Vektorrdume.
Die Aussagen lassen sich direkt auf komplexe Vektorrdume iibertragen, die Ubertragung
auf den unendlich-dimensionalen Fall ist zwar teilweise auch moglich, hier muss man
allerdings sehr vorsichtig sein.

9.1 Dualraum

Bevor wir uns den Tensoren zuwenden, wollen wir noch einmal den Begriff des Dual-
raums genauer betrachten. In gewisser Weise ist es intuitiver, Tensoren im Dualraum
einzufithren, wie wir noch sehen werden.

Sei V' ein endlich-dimensionaler, reeller Vektorraum. Den Dualraum V* von V hatten
wir eingefiihrt als den Raum aller linearen Abbildungen von V nach R (lineare Funktio-
nale oder Linearformen):

V* =Hom (V,R). (9.1)
Als Physikerinnen und Physiker rechnen wir gerne in Koordinaten und fithren daher mit
Vorliebe irgend welche Basen ein. Da V* mit V eng verwandt ist, stellt sich die Frage, ob
die Einfiihrung einer bestimmten Basis auf V' vielleicht die Einfithrung einer bestimmten
Basis auf V* nahelegt.

Sei A = (v1,...,v,) eine Basis von V| und sei F' € Hom (V,R) ein lineares Funktional
auf V. F ist charakterisiert durch seine Wirkung auf die Basisvektoren v;: Denn sei
v =", 2%y (warum wir den Index bei ' hochstellen wird in Kiirze erldutert) ein
allgemeiner Vektor in V', dann ist

n n n
i=1 i=1 i=1
Hierbei ist f; = F(v;) € R das Resultat von F' bei Anwendung auf v;. F' ist durch

Festlegung der f; eindeutig charakterisiert. Wir kéonnen die f; daher als Koordinaten
von F'in V* ansehen, und haben somit eine Parametrisierung von V* gefunden.
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Bemerkung

Kurz als Erinnerung und zur Ankniipfung an das, was wir bereits frither diskutiert haben:
Der Zeilenvektor (fy - fp) ist genau die 1 x n-Matrix Mjlel}(F) der Matrixdarstellung
von F: V — R beziiglich der Basis A von V und der Standardbasis e; = 1 von R.

Wenn die f; die Koordinaten von F' sind, was ist dann die Basis? Die Basisvektoren
v: in V* sind die linearen Funktionale, die in der Koordinatendarstellung die kanoni-

schen Einheitsvektoren (1 0 - 0), (0 1 0 - O), usw. ergeben, also der erste
Basisvektor
vy wirkt als v} (v;) = { L firi =1 (9.3)
* * 0 sonst,
und allgemein
i (vy) = a, (9.4)

wobei 5; das Kronecker-Symbol ist, nur dass wir die Indizes nicht beide nach unten
geschrieben haben.

Definition 9.1. Sei V ein endlich-dimensionaler, reeller Vektorraum mit Basis
A= (vi,...,v,). Seien vl,..., 0" € V* die linearen Funktionale, sodass fiir alle
i,j € {1,...,n} gilt: vi(v;) = 5; Dann heifit A* = (vl,...,v7") die zu A duale
Basis von V*.

Bemerkung

Es gibt also die Moglichkeit, jeder Basis .4 von V in natiirlicher Weise eine Basis A*
von V* zuzuordnen; es gibt aber fiir einen Vektorraum ohne weitere Struktur keine
ausgezeichnete Abbildung, die einem Vektor aus V einen Vektor in V* zuordnet. Da V
und V* die gleiche Dimension haben, gibt es natiirlich Isomorphismen zwischen V' und
V*, aber unter diesen lésst sich keiner (ohne Wahl einer weiteren Struktur) gegeniiber
den anderen auszeichnen.

Da wir nun gesehen haben, dass eine Basis von V' die Wahl einer Basis von V* nahelegt,
kénnen wir auch fragen, welche Auswirkungen ein Basiswechsel in V' auf die duale Basis
hat. Vorher wollen wir uns aber noch anschauen, ob wir weitere Strukturen finden, wenn
wir den Dualraum vom Dualraum betrachten.

[ Satz 9.1. Sei V ein endlich-dimensionaler, reeller Vektorraum. Die Abbildung

PV — (V)

vy wobei fiir F € V* 1 1y (F) = F(v) (9.5)

ist ein Isomorphismus.

-

Was macht die Abbildung 17 Sie ordnet jedem Vektor v € V' in natiirlicher Weise (ohne
Bezugnahme auf die Wahl einer Basis oder irgend einer anderen Struktur) ein Element
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¥y € V™ zu, indem sie den Spiefl umkehrt: Ein F' € V* ordnet jedem Vektor v € V eine
Zahl F'(v) zu — andersherum ordnet ein Vektor v € V jedem F' € V* auch eine Zahl F'(v)
zu; der Vektor v kann also als Linearform auf V* gedeutet werden. Zur Unterscheidung,
ob wir v gerade als Element von V' oder als Linearform auf V* (also als Element von
V**) sehen wollen, haben wir die Notation v, € V** eingefiihrt.

Wenn man sich das klargemacht hat, ist auch der Beweis nicht schwierig:

Beweis. Man kann sich schnell davon {iberzeugen, dass 1 linear ist. Da V und V* und
damit auch V** die gleiche Dimension haben, geniigt es (wegen der Dimensionsformel)
zu zeigen, dass 1 injektiv ist. Sei also 1, = 0, d.h. fur alle F' € V* ist ¢, (F') = F(v) = 0.

Dann ist aber v = 0 (ansonsten kénnte man vy := v zu einer Basis (v1,...,v,) von V
erginzen und v} aus der dualen Basis wiirde v}(v1) = 1 # 0 erfiillen: ein Widerspruch).
]

Nun aber zum Basiswechsel. Wir wechseln von einer Basis A zu einer Basis A’ von V,
sodass die Koordinatenvektoren

=Sz (9.6)

erfilllen. Die duale Basis A* wird dann zu (A’)*, dementsprechend transformieren die
Koordinaten (f;) zu Koordinaten (f!). Sei v € V der Vektor mit Koordinaten (z°) bzw.
(2'), und sei F' € V* die Linearform mit Koordinaten (f;) bzw. (f!). F(v) kénnen wir

(2
beziiglich beider Basiswahlen in Koordinaten ausdriicken, daher gilt

Flo) =Y fia' =Y fla. (9.7)
=1 =1

Interpretieren wir f = (f1 - -- fn) als Zeilenvektor, so wird daraus
Flv)=fz=fa, (9.8)

wobei rechts die iibliche Multiplikation eines Zeilenvektors mit einem Spaltenvektor
steht. Da 2’ = Sz, folgt

firallez e R": fa=f'Sz = f=f8§ = [f=fs5"'. (9.9)

Die Koordinaten im Dualraum transformieren mit der inversen Matrix, sie verhalten sich
also anders als die Koordinaten-Tupeln der Vektoren in V. Elemente von V* nennt man
auch Kovektoren. Zu einem geeigneten Vektorraum (z.B. dem Anschauungsraum R?)
gibt es also zwei verschiedene Typen von n-Tupeln, die sich durch ihr Transformations-
verhalten unterscheiden. Dies driickt man durch die Stellung der Indizes aus:

e (z%): hochgestellte Indizes fiir Koordinaten von Vektoren,
o (f;): tiefgestellte Indizes fiir Koordinaten von Kovektoren.
Wir kénnen das auch pragmatischer zusammenfassen als:

e hochgestellte Indizes fir Spaltenvektoren und
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o tiefgestellte Indizes fir Zeilenvektoren.

Die Transformation sieht dann wie folgt aus:

Z (9.10)

1

n

.

zn: (9.11)

Da bei Multiplikation von Matrizen bzw. Vektoren immer Zeilen mit Spalten verkniipft
werden, treten bei dieser Notation in den Summen die Summationsindizes immer einmal
unten und einmal oben auf.

FEin Beispiel fiir einen Kovektor kennen Sie vermutlich alle, auch wenn Sie ihn vielleicht
noch nicht als solchen wahrgenommen haben: den Gradienten einer Funktion. Sei f :
R™ — R eine reellwertige differenzierbare Funktion auf V"= R"™. Der Einfachheit halber
schauen wir uns den Gradienten nur an der Stelle 0 an. Wir nennen df(0) € V* die
Linearform, die einem Vektor x € R™ die Richtungsableitung von f (an der Stelle 0) in
Richtung x zuordnet:

af(0): R — R

T — %f(ta:)‘tzo. (9-12)

Wir setzen fiir den Moment voraus, dass wir mit partiellen Ableitungen umgehen kénnen.

Dann ist
4 O) () = ()], = > . (9.13)

Die Darstellung ist richtig, egal, welche Basis wir gewahlt haben. Wéhlen wir im R" eine
andere Basis mit Koordinaten 2’ = S z, so ist die Funktion f in den neuen Koordinaten
gegeben durch f/(2') = f(S~!2’). Dementsprechend ist

8f’ <
57 (0 Z &Cj 9. (9.14)

Das n-Tupel (

g :fz (0)) transformiert also wie ein Kovektor, damit ist

Z 02" =337 2 (0) (ST S (9.15)
Ox't i—1 i 1k:18{[)7. ————
67 nach Summation iiber i

=Y ==(0)a’. (9.16)

An diesem Beispiel merken wir, dass es praktisch ist, eine Summenkonvention einzu-
fiihren: Tritt ein Index einmal oben und einmal unten auf, so wird iiber ihn summiert.
(Dies ist eine Variante der Einsteinschen Summenkonvention, die manchmal Riccische
Summenkonvention genannt wird.)
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Warum wird der Gradient dann in der Physik oft wie ein Vektor behandelt? Das wollen
wir uns genauer anschauen. Ein Kovektor mit Koordinatenzeilenvektor f transformiert
zu f' = fS~1. Als Spaltenvektor wird dies zu

(f)=(s7H f". (9.17)

Ist S eine orthogonale Matrix, so ist (S~!)! = S und f? transformiert genau wie ein Vek-
tor. Orthogonale Koordinatentransformationen treten auf, wenn wir Vektorrdume mit
Skalarprodukt und Transformationen von Orthonormalbasen betrachten. Im Anschau-
ungsraum R3 beispielsweise haben wir das kanonische Skalarprodukt, und wir kénnen
den Gradienten durch einen Spaltenvektor darstellen, der sich unter Drehungen und
Spiegelungen (also orthogonalen Transformationen) genauso verhélt wie ein gewohnli-
cher Vektor.

Wenn wir den Gradienten als Vektor darstellen, haben wir anscheinend den Dualraum
V* irgendwie mit V identifziert. Es ist gerade das Skalarprodukt, das uns einen ausge-
zeichneten Isomorphismus o : V' — V* liefert:

Satz 9.2. Sei V' ein endlich-dimensionaler, reeller Vektorraum mit Skalarprodukt )
(-, ). Dann ist
c:V —V*

o s o) (9.18)

ein Isomorphismus.

Beweis. o ist offenbar linear, und da V und V* die gleiche Dimension haben, geniigt es
zu zeigen, dass o injektiv ist, dass also der Kern von ¢ trivial ist. Sei v € V' ein Vektor,
der durch ¢ auf 0 € V* abgebildet wird, d.h.

firallew e V: (v,w)=0. (9.19)

Das muss auch fir w = v gelten, also (v,v) = 0. Folglich muss v = 0 sein, also ist o
injektiv. O

Da wir im Anschauungsraum R? immer stillschweigend das kanonische Skalarprodukt
verwenden, kénnen wir Vektoren und Kovektoren munter identifizieren. In einer ortho-
normalen Basis geschieht die Identifikation der entsprechenden Koordinatentupel einfach
durch Transposition von Zeilenvektoren zu Spaltenvektoren.

Trotzdem ist dieses Beispiel eines Objekts, das sich anders transformiert als ein Vektor,
sehr lehrreich, wenn wir uns allgemeineren Tensoren zuwenden wollen.
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9.2 Bilinearformen und Tensoren

Ausgehend von einem Vektorraum V mit Basis A haben wir uns die Frage gestellt, wie
wir in dem daraus abgeleiteten Raum V* = Hom (V, R) eine verwandte Basis .A* bilden
konnen. Wir betrachten nun einen weiteren abgeleiteten Vektorraum, ndmlich den Raum
der Bilinearformen

Bil(VxV,R)={s:V xV — R| s linear in beiden Eintrégen} . (9.20)

Dies ist ein Vektorraum, da wir auf natiirliche Weise Bilinearformen addieren und mit
reellen Zahlen multiplizieren kénnen.

Sei A = (v1,...,v,) eine Basis von V. Seien
v=2x'v; und w =y v; (9.21)
zwei Vektoren in V und s € Bil (V' x V,R). Dann ist
s(v,w) = s(z' vy, v’ vj) = 2' 9! s(v;,v;). (9.22)

s ist somit durch die n? Zahlen sij = s(vs,v;) festgelegt. Da andersherum jede Wahl
von Zahlen s;; eine Bilinearform definiert, kénnen wir die s;; als Koordinaten des n2-
dimensionalen Vektorraums Bil (V' x V,R) ansehen. Die entsprechende Basis wird gebil-

det von den Bilinearformen v* mit
v (vg, vy) = 6L, 5{ . (9.23)

Dann ist s = s;; v"/:

s(v,w) = s(z* v,y vy) (9.24)

= s;; 09 (2% vy, yl y) (9.25)

= sij 2"yl o 5{ (9.26)

Die Wahl einer Basis A von V legt also in natiirlicher Weise eine Basis von Bil (V x V, R)

nahe. Wieder kann man sich die Frage stellen, was bei einem Basiswechsel passiert. Wenn
z und y zu
™ =8kt und Y =S (9.28)

transformieren und s;; zhyl = Spy ' k 4/t invariant bleiben soll, miissen die Koeffizienten

si; transformiert werden zu
st = s (SR (ST (9.29)

Damit haben wir einen weiteren Typ von Objekten mit einem charakteristischen Trans-
formationsverhalten identifiziert. Dies ist ein Beispiel fiir einen Tensor 2. Stufe. Den
Tensorbegriff werden wir noch genauer diskutieren, aber man sieht an dieser Stelle schon
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einen gewissen Unterschied zum Begriff der Matrix: Natiirlich lassen sich die Koeffizi-
enten s;; in ein quadratisches Zahlenschema (eine Matrix) schreiben, die wesentlichen
Eigenschaften stecken aber in der durch die s;; definierten Bilinearform, und diese In-
terpretation als Bilinearform legt das Transformationsverhalten fest.

Bevor wir zu weiteren von V abgeleiteten Vektorrdumen und damit allgemeineren Ten-
soren kommen, wollen wir die Struktur von Bil (V' x V,R) noch besser verstehen.

Die Basis-Bilinearformen v/ wirken wie eine Art Produkt von v und vl
v (v,w) = vl (v) vi(w). (9.30)

Wir schreiben daher v = vl ® vi, wobei das Tensorproduktsymbol ® definiert wird als
die folgende bilineare Abbildung:

®:V*xV* —s Bil(V x V,R)
(F,G) — F®G
wobei fiir alle (v,w) e VxV: (F®G)(v,w) = F(v) G(w) . (9.32)

(9.31)

Der Raum der Bilinearformen auf V x V ist also eine Art Produktraum der Linearformen
auf V', und wir definieren das Tensorprodukt der Rdume V* und V* als

V'@ V*=Bil(V x V,R). (9.33)

Entsprechend kénnen wir V* ® V* ® V* als Raum der Trilinearformen auf Vx V x V
definieren. Zu einer Basis (vy,...,v,) von V gehort dann eine Basis bestehend aus vl ®
vl ®@v¥ von V* @ V*® V*. Die Koordinatendarstellung von Elementen von V*®@ V* @ V*
ist dann gegeben durch Tensoren dritter Stufe ¢;;;, mit dem Transformationsverhalten

t;jk = timn (S_l)é (S_l)mj (S_l)nk: . (9.34)

Die Verallgemeinerung zu Tensoren héherer Stufe ist offensichtlich.

Nun gibt es weitere von V abgeleitete Vektorrdaume, z.B. Hom (V,V): den Raum der
Endomorphismen von V. Ein Endomorphismus F : V — V wirkt auf v = 2% v; als

F(z'v) = 2" F(v) = o' (f0) = (f7i2") vj, (9.35)

wobei F'(v;) = 3774 f7;v; die Zerlegung von F(v;) € V in die Basisvektoren beschreibt.
Die Matrix (f7;) ist die Matrixdarstellung M 4(F') von F beziiglich der Basis A, nur jetzt
mit einem hochgestellten Index. Dies passt zum Transformationsverhalten von M 4(F),
das wir schon kennen:

(f)y=S(f)s" , also (9.36)
(f'Ys=8k ff (574, (9.37)

d.h. hochgestellte Indizes transformieren mit S, tiefgestellte mit S~!.
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Die Koeffizienten f/; sind Koordinaten von F bziiglich einer Basis von Hom (V, V),
namlich der Basis vji mit ' '
sz(vk) = (5;1C Uy . (9.38)

Denn dann erfiillt F = f7; sz‘
F(up) = fi0j'(v) = f1i 6 v = frvj. (9.39)

Diese Basis sicht aus wie ein Produkt aus v% und vj;, und es liegt wieder nahe, ein Produkt
vl ® v einzufithren. Wir hatten vorher v ® v{ als Produkt von Linearformen definiert.
Wir koénnen auf analoge Weise verfahren, indem wir die v; auch als Linearformen in-
terpretieren, ndmlich als Linearformen auf V* (wir erinnern uns, dass V** und V auf
natiirliche Weise isomorph sind).

Damit wir so verfahren kénnen, miissen wir zundchst Hom (V, V') mit Bil (V' x V* R)
identifizieren. Dies gelingt mittels des Isomorphismus
¢:Hom (V,V) — Bil(V x V* R)

wobei fiir alle (v,G) € V x V*: ¢(F)(v,G) = G(F(v)) . (9.41)

(9.40)

Die Linearitéat von ¢ ist offensichtlich. Da die Dimension beider Rdume gleich ist (ndmlich
n?), muss ¢ ein Isomorphismus sein, wenn wir zeigen konnen, dass ¢ injektiv ist: Sei
#(F) =0, d.h. fir alle G € V*, v € V ist G(F(v)) = 0. Dann ist F(v) =0 fiir allev € V
und somit F' = 0.

Wir wollen nun Bil (V' x V* R) als Tensorprodukt der Rdume V* = Hom (V,R) und
V = Hom (V*,R) definieren mit der Tensorabbildung

®:V*xV — V*@V:=Bil(V x V* R)

(G,v) — G (942)
wobei fiir alle (w, F) e VxV*: (G®v)(w, F)=G(w) F(v). (9.43)
Allgemein koénnen wir damit beliebige Tensorprodukte von V und V* bilden:
Ve VeV e . -oV*
' = {Multili;eare Abbildungen V* x -« x V*xV x---xV — R}. (9.44)
Beziiglich der Standardbasis bestehend aus
Vi, @ @V, QU @ Qv (9.45)
werden Elemente dieses Raums dargestellt durch Koeffizienten
Ty (9.46)
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Unter einem Basiswechsel transfomieren diese zu

Tk g, = 8Py SR T (ST (ST (9.47)
Man nennt solche Objekte Tensoren der Stufe (7, s) oder r-fach kontravariante und s-fach
kovariante Tensoren.

Bemerkung

Betrachtet man einen Vektorraum mit Skalarprodukt und schriankt sich auf Orthonor-
malbasen ein, dann wird ein Basiswechsel durch eine orthogonale Matrix S beschrieben
und der Unterschied zwischen kovarianten und kontravarianten Indizes verschwindet.
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9.3 Tensorprodukt

Wir haben im letzten Abschnitt die Tensorprodukte V' ® V etc. eingefithrt. Dies ist
mathematisch aus verschiedenen Griinden noch nicht ganz befriedigend.

Zum einen sind unsere Definitionen streng genommen nicht konsistent, was wir aber
leicht reparieren kénnen. Wir haben geschrieben

VeV :=Bil(V'xV*R). (9.48)

Da V* selbst natiirlich ein Vektorraum ist, kénnen wir ihn auch in diese Definition
einsetzen und erhalten

V*®V* =Bil (V" x V** R) (9.49)

im Gegensatz zu Bil (V' x V,R), das in unser urspriinglichen Definition aufgetaucht ist.
Da V und V** kanonisch isomorph zueinander sind, wiirde diese konsistentere Definition
nichts wesentliches &ndern (und hétte uns bei der Einfithrung von V*®V™* eher verwirrt).

Zum anderen konnten wir weitere Wiinsche an unser Tensorprodukt haben:
e Formulierung fiir das Produkt V' ® W verschiedener Vektorraume,
e Formulierung ohne auf den Dualraum zuriickgreifen zu miissen,
e Charakterisierung anhand der Eigenschaften.

Den ersten Punkt konnen wir leicht abhaken und definieren
VoW .=Bil(V'x W* R) (9.50)
zusammen mit der Abbildung

Q:VXW — VW

(v,w) — VW (U®w)(F,G):F(U)G(w), (9.51)

Um zu verstehen, wie wir V ® W allein aus V und W aufbauen koénnen, miissen wir
diese Abbildung genauer verstehen.

e ® ist bilinear: fir alle v1,vo € V, w1, ws € W, A € R:

(1)1 + Ug) R w1 =v1 K wi + vy wy (9.52)
V1 & (w1 + wg) =1 QWi + v1 ®wsy (9.53)
(/\1)1)®w1 =1)1®(/\w1) :)\(v1®w1). (9.54)

e ® ist im Allgemeinen weder injektiv (z.B. 0®v = 0®0) noch surjektiv: Sind vy, vy €
V' linear unabhingig und ebenso wi,wy € W, dann ldsst sich v1 ® w1 + vo ® wo
nicht als v ® w darstellen; (v; 4+ v2) ® (w1 + wg) wiirde z.B. nicht funktionieren,

(v1+v2) @ (w1 +w2) = V1 RQWI+Vv1 QW2 +V2 W +V2@W2 # V1 W1 +v2@ws . (9.55)

Diese Eigenschaft ist ibrigens wesentlich in der Quantenmechanik bei der Beschrei-
bung verschrankter Zusténde.
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Sind (v1,...,v,) und (wi,...w,,) Basen von V bzw. von W, dann ist (v; ® w;) eine
Basis von V ® W, d.h. alle Elemente in V ® W lassen sich als Linearkombinationen von
Produkten v; ® w; schreiben. Auch wenn die Abbildung ® nicht surjektiv ist, werden ge-
niigend viele Elemente erreicht, sodass alle anderen durch Linearkombinationen gebildet
werden konnen.

Wir konnten nun versuchen, das Tensorprodukt V' ® W zu erklédren, indem wir den
Vektorraum
{(aij)z‘,:?.m | a;j € R} (9.56)

j=l-m
betrachten, also den mn-dimensionalen Raum der reellen m x n-Matrizen, und die Ab-
bildung von V' x W in diesen Raum {iiber die Koeffizienten beziiglich der gewéhlten Basen
definieren:
(@), (y5) = (@iy;) - (9.57)
Diese Definition hétte den Vorteil, dass wir uns nicht des Dualraums bedienen miissten,
aber den grofien Nachteil, dass unsere Definition basisabhéngig ist.

Alternativ kénnen wir wie folgt vorgehen: Wir wissen, dass V' ® W durch Linearkombi-
nationen von Produktvektoren v ® w gebildet wird. Wenn wir keine Basis auszeichnen
wollen, lassen wir formal zunéchst alle (endlichen) Linearkombinationen von Paaren
(v,w) zu und bilden den Vektorraum
RVW .= {(a(v,w))(%w)e‘/Xw\ firalleve V,weW: ayu € R,
nur endlich viele a4, # 0} . (9.58)
Dieser Vektorraum (der freie Vektorraum iiber V' x W) ist sicherlich zu grof§ (er ist
unendlich-dimensional). Eine Basis ist (e(y,u))(v,w)ev xw mit
e(ow) = (00 wOww) (v eV xW - (9.59)

RVXW

Elemente von sind dann von der Form

N
> N €(uswn) (9.60)
=1

wobei die v;, w; nun beliebige Vektoren sind (keine Auszeichnung einer Basis).

Dieser Vektorraum ist deshalb zu grof, weil wir Vektoren unterscheiden, die in V@ W
eigentlich gleich sein sollen, z.B. ist in RV*W fiir A\ # 1

€(w,w) 7& A €(v,w) 7é €(v, w) - (961)

Der Trick ist nun, dass wir in RY*W einfach alle Vektoren gleich setzen, die gleich sein
sollen: Wir fithren eine Aquivalenzrelation auf RV*"W ein, die die gewiinschten Rechen-
regeln implementiert:

€(v1+va,w1) ™ €(vy,w1) + €(va,w1) (962)
€(oy,witwz) ~ €(viwi) T €(v1,wa) (9.63)
e()\v1,w1) ~ A6(’01,1111) ~ e(vl,)\wl) . (964)
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Diese Aquivalenzen generieren weitere, wenn wir fordern, dass ~ mit Addition und ska-
larer Multiplikation vertraglich ist. Wir betrachten dann den Vektorraum

VoW =RVW/~, (9.65)
der aus den Aquivalenzklassen gebildet wird.

Bemerkung

Vektoren von der Form €y, 1v,.w1) = €(vr,w1) — €(va,wy) USW. generieren einen Untervek-
torraum U C RV*W | die Aquivalenzrelation a ~ b besagt dann, dass a — b € U. Die
Aquivalenzklassen sind also die affinen Raume a+ U, und der Vektorraum dieser affinen
Réume ist dann der Quotientenvektorraum,

RVXW
Vow = S (9.66)

Zuletzt noch ein mathematischer Leckerbissen: die Charakterisierung des Tensorprodukts
durch seine Eigenschaften.

Das Tensorprodukt V ® W ist gewissermaflen eine Linearisierung bilinearer Ausdriicke:
V ® W ist ein linearer Raum (also ein Vektorraum), wird aber aus Produkten aus zwei
linearen Rdumen gebildet. Bilineare Abbildungen V x W — Z kénnen dann tiber lineare
Abbildungen V @ W — Z beschrieben werden, was Inhalt des folgenden Satzes ist:

Satz 9.3. Seien V, W endlich-dimensionale, reelle Vektorrdume. Zu jeder bilinearen )
Abbildung
EVXW—=Z (9.67)

gibt es genau eine lineare Abbildung
(o VOW = 72, (9.68)

sodass fir alle (v,w) € V. x W gilt

E(v,w) = Ex(v @ w). (9.69)

Mit anderen Worten: Das folgende Diagramm kommutiert:

V xW

®[ N

VeW ——— Z
®
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Beweis. Wir wéhlen Basen (v1,...,v,), (w1,...,wn), (v; ®w;j) von V, W und V@ W.
Die obige Eigenschaft von &g ausgewertet auf den Basisvektoren ergibt

§o(vi @ wy) = &(vi, wy) - (9.70)

Da &g eine lineare Abbildung ist, ist es durch die Wirkung auf Basisvektoren eindeutig
festgelegt. Man kann sich davon iiberzeugen, dass die so definierte Abbildung die ge-
forderte Eigenschaft fiir beliebige v, w erfiillt (in den folgenden Ausdriicken wird
iiber ¢ und j summiert):

o (2" vi) ® (Yvy)) = 2"y o (v @ wy) (9.71)
= 2"y £ (v, wy) (9.72)

= E(xt vy, vj) . (9.73)

O

Man kann nun zeigen, dass das Tensorprodukt V @ W zusammen mit der bilinearen
Abbildung ® : V. x W — V ® W bis auf Isomorphie durch diese Eigenschaft eindeutig
bestimmt ist. Man nennt sie die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts: Mit ihr
haben wir eine Charakterisierung durch die Eigenschaften gefunden.

Damit sind wir am Ende des Kapitels und der Vorlesung angelangt. Wir haben die
wichtigsten Grundlagen der linearen Algebra besprochen, und ich hoffe, Sie haben genug
mitgenommen, um die Anwendungen der linearen Algebra, die Sie im Studium erwarten,
meistern zu koénnen.

Wie immer wird das Kapitel durch eine kurze Zusammenfassung geschlossen:
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Zusammenfassung Kapitel [9]

Wir haben den Dualraum V* nidher kennen gelernt und die Konstruktion einer
dualen Basis besprochen.

Wir haben gesehen, dass sich die Koeffizienten einer Linearform beziiglich der
dualen Basis unter einem Basiswechsel gerade entgegengesetzt zu den Koordinaten
eines Vektors verhalten.

Wir haben dann gesehen, dass auch andere mit V' verwandte Rédume wie Bil (V' x
V,R) eine nattrliche Basis besitzen, sobald die Basis von V festgelegt ist. Dies
impliziert wieder ein charakteristisches Verhalten unter Basistransformationen.

Der Raum Bil (V x V,R) hat eine Struktur, die dhnlich aussieht wie das Produkt
zweier Rdume V* = Hom (V, R). Daher haben wir das Tensorprodukt V* @ V* :=
Bil (V x V,R) definiert.

Ausgehend davon haben wir Produkte V@ --- @ V@ V*®---®@ V* als Raum von

T S
Multilinearformen auf V* x -« x V* x V x ... x V definiert. Die entsprechenden

IS S
Koeffizienten verhalten sich wie r-fach kontravariante und s-fach kovariante Ten-
soren.

Zum Schluss haben wir den Begriff des Tensorprodukts ndher beleuchtet. Wir
haben die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts kennen gelernt, die zeigt,
dass mit Hilfe des Tensorprodukts bilineare Abbildungen auf V' x W auf lineare
Abbildungen auf V @ W zuriickgefiihrt werden kénnen.

232



Literatur

Literatur

[F] Gerd Fischer, Lineare Algebra, Eine Einfiihrung fiir Studienanfinger, Springer, 2014

[FP] Ulf Friedrichsdorf und Alexander Prestel, Mengenlehre fiir den Mathematiker,
Vieweg & Sohn, 1985

[KvW] Hans Kerner und Wolf von Wahl, Mathematik fiir Physiker, Springer 2013
[K] Hans-Joachim Kowalsky, Lineare Algebra, Walter de Gruyter, 1977

233



	Grundbegriffe
	Mengen
	Abbildungen
	Algebraische Strukturen: Gruppen, Körper, usw.

	Geometrie im Rn
	Algebraisierung der Geometrie
	Abstände und Winkel: Skalarprodukt
	Kegelschnitte und Quadriken

	Vektorräume
	Allgemeine reelle Vektorräume
	Ein Exkurs über lineare Gleichungssysteme
	Basen und Dimension

	Lineare Abbildungen und Matrizen
	Lineare Abbildungen
	Matrizenkalkül
	Komplexe Matrizen

	Basiswechsel und Normalform

	Lineare Gleichungssysteme und affine Unterräume
	Affine Unterräume
	Lösung inhomogener linearer Gleichungssysteme
	Quotientenvektorräume

	Determinanten
	Determinante und Volumen
	Eigenschaften
	Berechnungsverfahren und Anwendung
	Vektorprodukt

	Eigenwerte und Normalformen
	Motivation
	Eigenwerte und Eigenvektoren
	Das charakteristische Polynom
	Diagonalisierung und Trigonalisierung
	Funktionen von Matrizen und Anwendungen

	Euklidische und unitäre Vektorräume
	Skalarprodukt
	Orthonormalsysteme und Matrixdarstellungen
	Orthogonale und unitäre Abbildungen
	Symmetrische und hermitesche Abbildungen
	Anwendungen: Quadriken und Matrixzerlegungen

	Tensoren
	Dualraum
	Bilinearformen und Tensoren
	Tensorprodukt


