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Vorwort zur zweiten Auflage

Neben zahlreichen kleinen Verbesserungen und zusitzlichen Beispielen wurden ei-
nige umfangreichere Ergdnzungen eingefiigt. Sie behandeln Beziige zur numerischen
Mathematik, etwa die LR-Zerlegung und die QR-Zerlegung von Matrizen, sowie die
Methode der kleinsten Quadrate zur Berechnung approximativer Losungen von iiber-
bestimmten lineareren Gleichungssystemen, zur Geometrie, wie Kegelschnitte durch
vorgegebene Punkte, oder EULERsche Winkel, und schliefilich zur Physik, wie gedampf-
te Schwingungen, sowie Tragheitstensoren. Das sind Themen, fiir die in den meisten
Vorlesungen kaum Zeit bleibt, die aber gut geeignet sind fiir ein Proseminar zur Ergan-
zung.

Besonderer Dank fiir die Hilfen bei der Vorbereitung der Neuauflage gilt meinem
bewédhrten Team. Voran Florian Quiring fiir die vielen guten Ideen die er beigetragen
hat, Jutta Niebauer fiir die stilvolle Gestaltung der Druckvorlage, sowie Fabian Biebl fiir
die perfekten Abbildungen.

Wie immer mochte ich meine Leserinnen und Leser bitten, mir Hinweise auf verblie-
bene Fehler und mogliche Verbesserungen mitzuteilen.

Miinchen, im Februar 2012 Gerd Fischer



VI Vorwort

Vorwort

Die Lineare Algebra ist im 19. Jahrhundert entstanden, zunéchst als Teil der Geometrie;
sie wurde aber im Laufe des 20. Jahrhunderts zu einem unentbehrlichen Hilfsmittel
in allen Teilen der Mathematik. Dartiiber hinaus benutzen viele andere Wissenschaften
- wie beispielsweise Physik, Informatik, Technik und Okonomie — Methoden der Linea-
ren Algebra. Dem entsprechend ist die Lineare Algebra zusammen mit Aspekten der
analytischen Geometrie fest verankert im Curriculum der Studienanfanger.

Die zentralen Themen dieses Buches sind Vektorrdaume, lineare und bilineare Abbil-
dungen, Determinanten und Eigenwerte, mit ihren Anwendungen auf die Geometrie.
Es wird versucht, die elementaren Grundlagen sehr ausfiihrlich darzustellen, illustriert
durch zahlreiche im Detail erklarte und durchgerechnete Beispiele, sowie viele Bilder,
die helfen sollen, den geometrischen Hintergrund fiir abstrakte Konzepte aufzuhellen.
Daher der Name , Lernbuch”: Es soll Studierenden helfen, als Begleittext zu einer Vorle-
sung auch zusitzliche Hintergriinde und Ergdnzungen bereit zu stellen, und so das Ver-
standnis zu vertiefen. Weitergehende interaktive Visualisierungen mit ,dynamischer
Geometrie” findet man unter

www.mathe-vital.de

Beim Studium der Mathematik ist es besonders wichtig, die abstrakten Begriffe und
technischen Methoden zundchst anschaulich zu motivieren, um ihre Entstehung zu er-
klaren und ihre enorme Wirksamkeit deutlich zu machen. Die Mathematik hat tiber
Jahrtausende eine stetige Entwicklung durchlaufen; was EUKLID um 300 v. Chr. be-
wiesen hat, ist auch heute noch giiltig. Um Studierenden einen besseren Einblick in
die Geschichte zu ermdglichen, sind neben historischen Anmerkungen auch zahlreiche
grundlegende mathematische Verdffentlichungen der Vergangenheit im Literaturver-
zeichnis zitiert. Ein Gang in die Bibliothek und ein Blick in die alten Biicher kann ein
duflerst spannendes Erlebnis sein!

Kapitel 0 soll den Ubergang von der Schule zur Hochschule herstellen und den Ein-
stieg in das Studium der Mathematik erleichtern. Zukiinftige Lehrer kann es auch auf
den Weg zurtick in die Schule vorbereiten, und spater dort begleiten. Es wird dabei ver-
sucht, dem Leitmotiv von FELIX KLEIN - einer Elementarmathematik vom hoheren Stand-
punkt — zu folgen; einem Standpunkt etwas hoher als die Mathematik in der Schule, aber
nicht tiber den Wolken. Ziel dieses einfiihrenden Kapitels ist die auf GAUSS zurtickge-
hende systematische Methode der Elimination zur Losung linearer Gleichungssysteme.
Das ist und bleibt das wichtigste Ergebnis der elementaren Linearen Algebra.

In Kapitel 1 wird der in der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts begonnene sys-
tematische und axiomatische Aufbau der Mathematik skizziert. Das gehort heute zu
den Grundlagen aller Teile der Mathematik, muss aber nicht gleich zu Beginn in die-
ser Ausfiihrlichkeit studiert werden. Als zentrales Projekt wurde der von DEDEKIND
begonnene systematische Aufbau des Systems der Zahlen, von den natiirlichen bis zu
den komplexen Zahlen, aufgenommen. Einschliefilich eines technisch anspruchsvolle-
ren Abschnitts tiber eine Konstruktion des Korpers der reellen Zahlen und die Zusam-
menhénge mit Dezimalbriichen.



Vorwort VII

Kapitel 2 enthélt die grundlegenden Dinge der Linearen Algebra, soweit sie ohne Be-
nutzung von Determinanten behandelt werden kénnen. Als Anwendung werden auch
lineare Gleichungssysteme noch einmal in allgemeinerem Rahmen beschrieben. Kapitel
3 dient der Beschreibung von Determinanten; dabei wird auch etwas ausfiihrlicher auf
die in vielen anderen Zusammenhéngen wichtigen Permutationen eingegangen. Damit
sind die Vorbereitungen getroffen fiir den etwas fortgeschritteneren Teil der Linearen
Algebra, die Theorie der Eigenwerte in Kapitel 4. Sie fiihrt bis hin zur JORDANschen
Normalform, zu deren Verstdndnis etwas Ubung mit all den grundlegenden Techniken
der Linearen Algebra notig ist.

In Kapitel 5 werden schliefllich bilineare Abbildungen, sowie im reellen und kom-
plexen Fall metrische Eigenschaften behandelt. Die geometrische Seite davon ist die
klassische Theorie der Kegelschnitte und Quadriken, die viele Anwendungen auch in
der Physik hat. Leider sind diese spannenden Themen, hoffentlich nur voriibergehend,
aus den Lehrpldnen der Gymnasien so gut wie verschwunden.

Als Hilfestellung fiir die Lektiire sind Teile, die man eventuell zunichst tiberspringen
kann, mit einem * markiert. Die Hinweise in eckigen Klammern, etwa [EU], beziehen
sich auf das Literaturverzeichnis. Um das Lernen zu erleichtern, sind Inhaltsverzeichnis
und Index sehr umfangreich gestaltet.

Dieses , Lernbuch” enthilt inhaltlich, aber wesentlich ausfiihrlicher in der Darstel-
lung, die wichtigsten Themen aus den beiden ,klassischen” Biichern [F1;] und [FI,];
dort werden dariiber hinaus auch weiterfiihrende Dinge wie Dualitdt, Tensorproduk-
te und projektive Geometrie behandelt. Viele spannende Anwendungen der Linearen
Algebra findet man in [STR].

Trotz aller Sorgfalt bei den Korrekturen des Textes ist es erfahrungsgemdfs kaum zu
vermeiden, dass noch Druckfehler und Ungenauigkeiten verblieben sind. Daher moch-
te ich alle Leserinnen und Leser, die fiindig geworden sind bitten, mir die kritischen
Stellen mitzuteilen, an

gfischer@ma.tum.de
Auf meiner Homepage

http:/ /www-m10.ma.tum.de/bin/view /Lehrstuhl/GerdFischer

wird dann eine Seite mit Verbesserungen eingerichtet, aufierdem findet sich dort eine
Sammlung von Ubungsaufgaben.

Mein Dank gilt all den Helferinnen und Helfern, die beim Entstehen dieses Buches
mitgewirkt haben. In erster Linie meinem langjdhrigen Mitarbeiter Florian Quiring,
dem Meister der Bilder Fabian Biebl, Bernhard Hanke fiir niitzliche Hinweise, sowie
Eva Dorfler, Vanessa Krummeck, Matthias Lehner, Jutta Niebauer, Michael Vogt und
auch den Studierenden der TU Miinchen, die mich mit kritischen Bemerkungen im-
mer wieder zu Verbesserungen und Ergénzungen angeregt haben. Die TUM-School of
Education hat die Veroffentlichung mit Mitteln der Deutschen Telekom Stiftung unter-
stiitzt. Schlieflich danke ich Ulrike Schmickler-Hirzebruch sehr herzlich fiir ihre stetige
Ermutigung, dieses Projekt in Angriff zu nehmen und ziigig zu Ende zu bringen.

Miinchen, im September 2010 Gerd Fischer
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Die Harpune der Algebra
in den Wal der Geometrie treiben.
SOLOMON LEFSCHETZ

Kapitel 0

Lineare Geometrie im
n-dimensionalen reellen Raum

Dieses einfithrende Kapitel soll als elementare Grundlage fiir das Studium der linearen
Algebra dienen. Es werden Fragen behandelt, die auch in den Lehrpldnen von Gym-
nasien enthalten sind. Studierende des Lehramts kénnen dadurch diese Themen von
einem etwas hoheren Standpunkt betrachten und sich tiberzeugen, dass fiir exakte Be-
grindungen ein angemessener theoretischer Rahmen niitzlich ist. Aber auch alle ande-
ren Leser konnen sich dadurch fiir das weitere Studium der linearen Algebra zusitzlich
motivieren.

An einigen Stellen dieser Einfithrung werden schon elementare Eigenschaften und No-
tationen zu Mengen und Abbildungen verwendet. Wer damit noch nicht vertraut ist,
kann das im Kapitel 1 nachlesen. Dort beginnt der systematische Aufbau der Theorie.

0.1 Der n-dimensionale reelle Raum

0.1.1 Zahlen

Die einfachsten geometrischen Gebilde neben Punkten sind die Geraden. EUKLID er-
klart diese Begriffe um 300 v. Chr. zu Beginn seines I. Buches so [EUJ:

1. Ein Punkt ist, was keine Teile hat.
2. Eine Linie ist eine breitenlose Linge.

Diese Erklarung von EUKLID ist recht scharfsinnig, aber nattirlich keine prézise Defini-
tion. D. HILBERT hat die axiomatische Begriindung tiber 2000 Jahre spater sehr konse-
quent wieder aufgegriffen, das Ergebnis sind seine 1899 veroffentlichten , Grundlagen
der Geometrie” [HIy].



2 0 Lineare Geometrie im n-dimensionalen reellen Raum

Ein anderer Ansatz geht auf R. DESCARTES zurtick. In seinem 1637 verfassten ,Discours
de la méthode” fiihrt er Koordinaten ein (heute ,kartesisch” genannt); dadurch wird
es moglich, geometrische Objekte mit Hilfe von Zahlen zu beschreiben, und Aussagen
durch Rechnungen zu priifen und zu beweisen. Durch diese so genannte ,,analytische”
Geometrie ist ein hochst prézises und lebendiges Wechselspiel zwischen der Geometrie
auf der einen und Algebra sowie Analysis auf der anderen Seite entstanden.

Grundlage fiir Rechnungen sind die Zahlen, der Prototyp einer Geraden ist die reel-
le Zahlengerade. Eine prézise Beschreibung dieses Kontinuums von Zahlen ist aber
erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts gelungen, vor allem durch die Arbeiten von
R. DEDEKIND [DED;, DED;]. Bevor wir mit der elementaren analytischen Geometrie
starten, ist es daher angebracht, den Aufbau des Systems der Zahlen wenigstens kurz
— und zundchst recht informell — zu skizzieren. Etwas praziser wird das anschlieflend
in Kapitel 1 ausgefiihrt.

Die verschiedenen Zahlbereiche werden schrittweise aufeinander aufgebaut. Leitmotiv
dabei ist das Problem der Losbarkeit von zunehmend schwierigen Gleichungen. Man
startet mit der Menge

N:={0,1,2,...}

der natiirlichen Zahlen . Sie sind entstanden aus dem Vorgang des Zihlens; die Null
als Zahl ist schon etwas abstrakter. Dass IN die Null enthalten soll, ist eine manchmal
niitzliche Konvention. Will man sie ausschliefSen, so schreibt man:

N*:={1,2,...} = N {0}.

Fiir zwei beliebige nattirliche Zahlen m,n € IN ist die Summe m + n wieder in IN enthal-
ten. Die Gleichung
m+x=n

hatjedoch nur dann eine Losung x € IN, wenn m < n gilt. Will man solche Gleichungen
fiir beliebige m,n € IN losbar machen, so muss man negative Zahlen einfiihren. Das
fiihrt zur Menge

Z:={...,-2,-1,0,1,2,...}

der ganzen Zahlen. Dabei ist die charakteristische Eigenschaft der neuen abstrakteren
Zahl —m fiir m € IN, dass
m+ (—m) =0.

Fiir beliebige m,n € Z hat damit die Gleichung
m+x=n
die eindeutige Losung x =n —m € Z.

Mit Hilfe der Addition kann man auch eine Multiplikation natiirlicher Zahlen erkléren:
Fiir m,n € IN ist
m-ni=n+...+n,
——

m—mal
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wobei 0 - n := 0. Beniitzt man die Vorzeichenregeln
+ 4+ =-—- =+ und + - = -+ = -

so kann diese Multiplikation von IN auf Z fortgesetzt werden. Zu m,n € Z hat man also
ein Produkt m -n € Z.

Beim Studium von Grofienverhaltnissen stofit man fiir m,n € Z auf eine Gleichung der
Form

n-x=m.
Dafiir hat man schon in der Antike mit rationalen (von lat. ratio = Verhiltnis) Losun-
gen
m
xX=—,
n

falls nn # 0, gerechnet. Dieses x ist nur dann ganzzahlig, wenn 7 ein Teiler von m ist. Um
die Gleichung allgemein lgsbar zu machen, geht man tiber zur Menge

Q::{%:m,nez,n>0}

der rationalen Zahlen. Da der Nenner n positiv sein soll, kann man das Vorzeichen
am Zahler m ablesen. Zu bedenken ist, dass die Darstellung einer rationalen Zahl nicht
eindeutig ist. Offensichtlich gilt:

m ' / /

—=— < m-n=n-m.

noon

Dabei ist zu bemerken, dass die durch Multiplikation {iber Kreuz erhaltene Bedingung
auf der rechten Seite innerhalb von Z tiberpriift werden kann.

Addition und Multiplikation in Q werden erklirt durch die Definitionen

!/

m . m mn’ + nm’ m m m-m
-t == und — =
n nn’ n o n n-n'
Besonders ausgezeichnet sind die rationalen Zahlen
1 n 0 0
l:=-=— und 0:=-=-— (wobein > 0).
1 n 1 n

Ista = % € Q, so erkldrt man weiterhin negative und inverse Zahlen

—a:= = und fiir a # 0 setzt man a1l.=

= falls m <0.

m

{ L falls m>0,

Fiir die weiteren Rechnungen bentiitzt man die leicht aus den obigen Definitionen fol-
genden
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Rechenregeln Sind a,b,c € Q, so gilt

Al (a+b)+c = a+(b+0o) Assoziativitit der Addition

A2 a+b = b+a Kommutativitit der Addition

A3 a+0 = a

A4 a+(—a) = 0

M1 (a-b)-c = a-(b-c) Assoziativitit der Multiplikation
M2 a-b = b-a Kommutativitit der Multiplikation
M3 a-1IE =

M4 a-a”' = 1, fallsa#0

D a-(b+c) = a-b+a-c Distributivitit

All das wird in 1.3.2 prézise begriindet. Eine Menge von Zahlen, die diesen Regeln
gentigt, wird dann ein Korper genannt.

Wie wir gesehen haben, kann man in Q Gleichungen der Form a - x = b mit a # 0 ein-
deutig losen. Eine solche Gleichung heifst linear, weil x nur mit der ersten Potenz vor-
kommt. Anders ist das bei einer quadratischen Gleichung, etwa

x> =b mit beQ.

Der klassische Problemfall ist b = 2; er tritt auf, wenn man die Lange der Diagonalen in
einem Quadrat berechnen will. Dass diese aus geometrischen Griinden real existierende
Zahl x = /2 nicht rational sein kann, folgt aus der schon bei EUKLID [EU, X, §115a] zu
findenden

Bemerkung Es Qibt keine natiirlichen Zahlen m,n, so dass
mA 2
GII=2

Beweis Angenommen, es gdbe doch solche Zahlen; dann kénnte man gemeinsame Teiler
kiirzen. Also kann man annehmen, dass m und n teilerfremd sind. Aus

m? = 2n?

folgt, dass m? gerade ist. Daher muss auch m gerade sein, denn fiir ungerades m = 2k + 1
mit k € N wére
m? = (2k +1)* = 4k* +- 4k + 1

ungerade. Also ist m gerade und aus m = 2k folgt
m? = 4k* = 2n?, also n* = 2k>.

Daher ist n? gerade und somit auch n. Also hitten m und n den gemeinsamen Teiler 2,
im Widerspruch zur Annahme. |



0.1.1 Zahlen 5

In der Analysis lernt man Verfahren zur Berechnung von Wurzeln, etwa von
V2 (vgl. z.B. [FO1, §6]). Dazu betrachtet man die rekursiv definierte Folge x,, rationaler
Zahlen mit

1 2 x 1
xp=1 und xn+1—2(xn+x)_2”+x.
n n

In rationalen Zahlen gerechnet ist

X1 = %, also x% = % und x% —2= }1,

_ 17 2 _ 289 2 _ 1
x2—ﬁ, alSO x2—m und x2—2—ﬁ,

_ 577 2 _ 332929 2 _ 1
X3=jq08, also  x3=13gEgg und X3 -2= gy

Daran erkennt man, wie schnell und einfach beliebig gute rationale Naherungswerte
xy fir /2 erhalten werden konnen, das ist genug fiir die praktische Rechnung. Fiir die
Theorie stellt sich jedoch das Problem der Konvergenz, damit sind wir in der Analysis
gelandet.

Dass die Folge rationaler Zahlen x2 gegen 2 konvergiert, ist recht einfach zu sehen, das
ist eine kleine Ubungsaufgabe. Aber nach den Regeln der Analysis kann die Folge x;,
nicht gegen eine rationale Zahl konvergieren, da /2 irrational ist. Damit steht man
an der Schwelle des Ubergangs von rationalen zu reellen Zahlen. Dafiir gibt es in der
Analysis mehrere gleichwertige Methoden; wir wollen den Ubergang zunéchst nur aus
einer sehr praktischen Sicht beleuchten.

Jede natiirliche Zahl n hat eine Dezimalentwicklung mit Ziffern z; € {0,...,9}, d.h. eine
Darstellung
n—=Z2ZNZN-1---Z2120,

was eine Abkiirzung dafiir ist, dass n sich in eindeutiger Weise als endliche Summe
N .
n=zy 10N +zy_1 - 10N+ 42100 + 29100 = Y z; - 10°
i=0

schreiben ldsst. Dabei ist nattirlich der grofite auftretende Exponent N von 10 mit zy # 0
abhingig von n.

Durch wiederholte Division mit Rest sieht man, dass jede rationale Zahl % eine Darstel-
lung als Dezimalbruch hat, der unendlich werden kann, also

%:i(zN.10N+...+zo-100+z,1-10*1+z,2.10*2+...) —+Y z-10.
i=N

Wie wir spéter in 1.3.3 ndher ausfiihren werden, ist die Dezimalbruchentwicklung einer
rationalen Zahl stets periodisch; die Léange der Periode ist hochstens gleich n — 1. Fiir
die oben berechnete Folge der Naherungen von +/2 haben wir

3

X1 = E = 1-56,
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17 _
— L _1.416,
D)
577
x3 = 2o = 1.4142156862745098039,

wobei der Querstrich die Periode anzeigt. Als Grenzwert erhélt man einen Dezimal-
bruch, der keine Periode mehr hat; er beginnt mit

lim x, =1.414213562...
n—o0

Nach dieser Erfahrung ist es eine naheliegende Idee, eine reelle Zahl zu definieren als
beliebigen (nicht notwendig periodischen) Dezimalbruch. Bezeichnet R die Menge aller
solcher reeller Zahlen, so wird

QcCcR

eine Teilmenge, indem man die rationalen Zahlen identifiziert mit den periodischen
Dezimalbriichen. Das klingt sehr einfach, ist aber voll von Tiicken. Etwa das Problem
nach der Konvergenz einer unendlichen Reihe der Form

i z; - 10/,
i=N

oder die Frage, wie man reelle Zahlen addiert und multipliziert. Bei endlichen Dezimal-
briichen kann man ganz hinten anfangen, bei unendlichen gibt es kein "ganz hinten".

All diese Fragen werden in der elementaren Analysis gekldrt, in Kapitel 1 kommen wir
nochmal darauf zuriick. Was wir fiir die Theorie zunédchst nur benétigen, sind folgende
Eigenschaften der reellen Zahlen:

1. In R hat man eine Addition und eine Multiplikation, damit wird R zu einem Korper (d.h. es
gelten die oben fiir Q festgehaltenen Rechenregeln).
2. (a) Fiir jede reelle Zahl x € R gilt x > 0 oder x = 0 oder —x > 0.

(b) Sind x,y € R mit x > 0undy >0, so folgt x +y >0 und x -y > 0.
3. Jede Zahl a € R mit a > 0 hat eine Quadratwurzel, d.h. es gibt ein x € R mit x> = a.
Fiir a > 0 sind + x zwei verschiedene Wurzeln; mit /a bezeichnet man iiblicherweise den
positiven Wert.

Einzelheiten dazu findet man etwa bei [FO1, §§3, 6]. In der Praxis kann man immer nur
mit endlich vielen Stellen der Dezimalbruchentwicklung einer reellen Zahl rechnen, da
wirken sich die theoretischen Probleme nicht aus. Als Ergebnis dieses Abschnitts halten
wir noch einmal fest, welche Zahlbereiche behandelt wurden:

NCcZcCQCR

In 1.3.6 werden wir sehen, wie man R erweitern kann zum Koérper C der komplexen
Zahlen, um etwa die Gleichung
2
x=-1

16sen zu konnen.
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0.1.2 Der Vektorraum R”"

Die Menge R aller reellen Zahlen wird auch als ,,Zahlengerade” bezeichnet. Bei den
elementarsten Fragen der Geometrie untersucht man die gegenseitigen Lagen verschie-
dener Geraden in der Ebene und im dreidimensionalen Raum. In der so genannten
,Analytischen Geometrie” bentitzt man zur Beschreibung und Untersuchung geome-
trischer Sachverhalte ,, Koordinaten”, die es gestatten, mit Punkten zu rechnen. Es wird
sich zeigen, dass dadurch viele Aussagen praziser beschrieben und einfacher bewiesen
werden konnen, als mit rein geometrischen Argumenten.

Als Ebene stellt man sich zunéchst die Zeichenebene
vor, etwa als grofes Blatt Papier. Zur Einfithrung von
(x,y) Koordinaten muss man einen Punkt o als Ursprung
T Y waéhlen und durch diesen zwei senkrechte Geraden
1 71 als Achsen zeichnen. SchlieSlich werden die beiden
| Achsen skaliert durch reelle Zahlen. Dabei kann man
;( o 1 die Wahl des Ursprungs und die Skalen dem zu un-
tersuchenden geometrischen Problem anpassen. Im
Ergebnis entsprechen dann Punkte der Ebene geord-
neten Paaren (x,y) von reellen Zahlen x und y. Man nennt sie kartesische Koordinaten,
nach R. DESCARTES, auf den dieses Wechselspiel zwischen Geometrie und Analysis
zurtickgeht.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir die Standardebene erklaren als Menge der ge-
ordneten Paare reeller Zahlen, in Zeichen

R?:= {(x,y): x,y € R}.

Die Elemente von IR? heiflen Punkte. Man beachte dabei, was ein geordnetes Paar genau
bedeutet:

(xy)=(,y) & x=x" und y=y'.
So ist etwa (1,2) # (2,1) fiir Punkte in der Ebene, fiir Mengen natiirlicher Zahlen gilt
dagegen in der Notation mit geschweiften Klammern:
{1,2} ={2,1} CN.
Ganz analog kénnen wir nun geordnete Tripel (x,y,z) reeller Zahlen betrachten und
dadurch die Punkte des ,Raumes” beschreiben, das ergibt

R®:= {(x,v,2): x,y,z € R}.
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Das entspricht den kartesischen
s ce (x,Y,2) Koordinaten im Raum.

Nach diesen Definitionen von Punkten in der Ebene bzw. im Raum als geordnete Paare
bzw. Tripel von reellen Zahlen wird ein kritischer Leser hoffentlich Bedenken anmelden:
In den benutzten Bildern wurden schon weit kompliziertere geometrische Gebilde als
Punkte verwendet: Geraden, rechte Winkel, Parallele. Das ist ein grundlegender Zwie-
spalt in der analytischen Geometrie: Bilder sind die eine Seite, die geometrische; aus
ihnen erhilt man Ideen und Motivationen. Damit wird dann auf der anderen Seite, der
analytischen, formal gerechnet. Die Bilder konnen entscheidende Anregungen fiir die
Rechnung geben, aber sie diirfen die formalen Argumente nicht ersetzen. Was bleibt als
Ergebnis: Punkte in der Ebene und im Raum sind erklart als Paare oder Tripel reeller
Zahlen. Mehr weify man offiziell noch nicht. Sehr viel mehr zu diesem Thema findet
man bei [BR, §4].

Nun ist es klar, dass man nach Paaren und Tripeln reeller Zahlen fiir beliebig grofie
n € IN* auch n-Tupel (x1,...,x,) reeller Zahlen betrachten kann. Das hat zwar keine
unmittelbare geometrische Bedeutung mehr, aber dadurch wurden der linearen Alge-
bra ungeahnte neue Anwendungen er6ffnet. Wir begniigen uns hier mit einem ganz
einfachen Beispiel. Eine Bank fithrt Konten fiir # Kunden, die Kontosténde zu einem
bestimmten Zeitpunkt sind gegeben durch reelle Zahlen x4, ...,x;,, wobei x; der Konto-
stand des Kunden i ist. Der Saldo ist dann gegeben durch

X1+ X2+ ...+ Xy
In diesem Sinne definieren wir den n-dimensionalen reellen Standardraum
R":={(x1,...,%0) 1 x1,...,X, € R}
als Menge der geordneten n-Tupel reeller Zahlen. Geordnet bedeutet dabei, dass
(X1, %n) = (Y1, Yn) S X1 =Y1,--, Xn = Yn.
Die Elemente des R" nennt man auch Punkte.

Wie schon angekiindigt, ist es nun entscheidend, dass man mit den Punkten des R"
rechnen kann. Grundlegend sind zwei Arten von Operationen. Erstens hat man eine
Addition:

(X1, xn) + (Y1, ¥n) = (X1 + Y1, o, X0 + Yn)-

Dabei bedeutet + auf der rechten Seite die Addition reeller Zahlen, das + auf der linken
Seite die neu definierte Addition von Punkten.
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Zweitens kann man eine Multiplikation mit reellen Zahlen (oder Skalaren) erklaren
durch

Ao (xy,...,xp):= (A x1,...,Axy).
Wieder steht rechts die alte Multiplikation in R, links die neue Multiplikation.
Diese beiden Rechenoperationen kann man schon geometrisch beschreiben, indem man

jeden Punkt v = (xq,...,x,) des R" als Vektor betrachtet, das ist geometrisch gesehen
ein Pfeil vom Ursprung o = (0,...,0) nach v.

v+w 7 Av

T firA>1
w /'U
T)T AU

firA <0

Der Leser mag zu Recht einwenden, dass es verwirrend sein kann, nicht zwischen Punk-
ten und Pfeilen zu unterscheiden. Im Rahmen der affinen Geometrie kann man diese
beiden Begriffe klar auseinanderhalten: Die Pfeile (oder Vektoren) operieren auf der
Menge der Punkte als Translationen, d.h. ein Vektor v ordnet jedem Punkt p einen Bild-
punkt p + v zu; dadurch wird die Menge der Punkte parallel verschoben. Fiir zwei
Punkte q,4' € R" ist dann v := g’ — g der Vektor, der g in ¢4’ tiberfiihrt. Der Name
,vector” wurde wohl zum ersten Mal von W. HAMILTON um 1845 benutzt. Er ist ein
,Irdger”, der den Punkt g nach q Jtragt”.

g+ov=4¢

+v
V=047 f
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Zunichst aber wollen wir diese Unterscheidung von Punkten und Vektoren unter-
driicken und die Eigenschaften der Vektoren als Elemente des IR” nédher betrachten.
Die Frage, was ein Vektor an sich ist, macht nicht viel Sinn: Vektor zu sein, ist keine ,,in-
dividuelle”, sondern eine ,soziale” Eigenschaft. Das heifit genauer gesagt, es geht um
die Regeln zwischen verschiedenen Vektoren, die durch Addition oder Multiplikation
mit Skalaren verkniipft sind. In der Physik treten Vektoren etwa zur Beschreibung von
Kriften auf. Auch dort ist es entscheidend, wie verschiedene Krifte zusammenwirken.

Zur Unterscheidung von der Addition und Multiplikation in R hatten wir die Verkniip-
fungen in R"” mit fetten Symbolen + und e bezeichnet. AufSerdem haben wir den

Nullvektor 0:=(0,...,0) e R" und einen
Negativen -v:=(—x1,...,—Xy) ER" zu v=_(x1,...,x,) € R".

Wir notieren nun elementare

Rechenregeln fiir Vektoren
Fiir u,v,w € R" und A,y € R gelten die folgenden Beziehungen

1 a (u+9)+w = u+ (v+w), b) v+w = w+o0o
) v+ o0 = v, d v+ (-v) = o.

2 a (A-u)ev = Ae(uev), b) Le(v +w) = Aev + Aew,
00 (A+u)ev = ALev + pen, d) lev = v.

Die Beweise folgen sofort aus den Definitionen und den Rechenregeln in IR aus 0.1.1. Als
Beispiel zeigen wir 2a):

(A-p) o (xryeee i) = (A p) - xee (A ) - xn) = (A= (- x1),ee A (- xn))

=Ae(pu-x1,...,0u-xp) =A@ (pe(xy,...,x5)).
Dabei wurde die Assoziativitdt der Multiplikation in R benutzt. |

Wir werden spéter in 2.1.1 diese Regeln als Axiome fiir einen Vektorraum verwen-
den. Daher ist es gerechtfertigt, die Menge R" mit den so erkldrten Verkniipfungen als
Vektorraum zu bezeichnen.

Die Rechenregeln zeigen auch, dass die etwas pedantische Unterscheidung von +, -, —
und +, e,— ohne Gefahr von Missverstandnissen aufgegeben werden kann. Wie tiblich
wird der Malpunkt meist ganz weggelassen.

Schliefslich betrachten wir im IR” noch die ganz speziellen Vektoren
e1=(1,0,...,0), ea=1(0,1,0,...,0), ... , ey,=(0,...,0,1).
Istv = (x1,...,x,) € R" beliebig, so folgt
UV=xXx1-€e1+ X2+ ...+ Xy €.

Man sagt tiber diese Beziehung, v ist Linearkombination von ey, ...,e, und man nennt
e1,...,eq die kanonischen Basisvektoren von R"; diese Bezeichnung wird in 2.2.1 ge-
rechtfertigt.
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0.1.3 Multiplikation von Vektoren

Bei der Addition im IR” werden zwei Vektoren addiert, das Ergebnis ist ein Vektor. Die
Multiplikation mit Skalaren ist dagegen nicht symmetrisch, es wird ein Vektor mit ei-
ner Zahl multipliziert. Daher ist es eine naheliegende Frage, ob man nicht auch zwei
Vektoren multiplizieren kann. Rein formal ist das kein Problem, man erklart im R"” eine
Multiplikation * durch

vxw:= (X1 Y1,...,Xn - Yu) fur v=(x1,...,x%,) und w=(y1,...,Yn).

Fiir n = 1 ist das die tibliche Multiplikation in IR, aber schon fiir n = 2 hat sie keine un-
mittelbare geometrische Bedeutung, und vom Standpunkt der Algebra unangenehme
Eigenschaften. So ist etwa

(1,0) % (0,1) = (0,0) = 0.

Die beiden Faktoren sind von Null verschieden, das Produkt ist Null. Solche Faktoren
nennt man Nullteiler. Weiter hat man in R eine Kiirzungsregel: Fur a,x,y € R und a #0
gilt

a-x=a-y = XxX=.
Auch diese Regel ist schon in R? mit * verletzt:

(1,0) * (0,1) = (1,0) % (0,0), aber (0,1)# (0,0).

Nach diesem problematischen Versuch, im R? eine Multiplikation zu erklédren, geben
wir noch einen kurzen Ausblick auf hochst niitzliche Multiplikationen besserer Art.

Die reelle Ebene R? kann man auch als komplexe Zahlenebene ansehen, die entspre-
chende Multiplikation * ist dann formal gegeben durch

(xy) (& y)i=x-x"—y-y, y-x' +x-¢).

Die geometrische Beschreibung der komplexen Zahlen ist vor allem durch C. F. GAUSS
bekannt geworden, darauf kommen wir in 1.3.6 zuriick.

Nach langen vergeblichen Versuchen im R3 entdeckte W. R. HAMILTON eine Multipli-
kation in R* mit vielen guten Eigenschaften, die allerdings nicht kommutativ ist. Diese
Quaternionen werden ausfiihrlich in [EB, Kap. 7] beschrieben.

In 0.3 werden wir noch zwei andere geometrisch relevante Multiplikationen beschrei-
ben. Zunéchst fiir beliebiges n ein Skalarprodukt, das ist eine Abbildung

R" x R" -+ R
und fiir n = 3 ein Vektorprodukt
R® x R* - R

mit etwas eigenartigen algebraischen Eigenschaften.
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0.2 Geraden

0.2.1 Ausblick

Das zentrale Problem der elementaren linearen Algebra betrifft die Losung eines
Systems linearer Gleichungen der Form

a11x1 + ... +  A1pXn = bl/
: (%)

amx1 + ... + amnxy = Dby

Dabei sind die Koeffizienten a;; und b; vorgegebene (zundchst reelle) Zahlen, die
X1,...,Xy sind die Unbekannten. Genauer gesagt sind all die Vektoren (x,...,x,) € R"
gesucht, die alle m Bedingungen des Systems (x) erfiillen. Die Menge L C R" aller der-
artigen Losungen nennt man den Ldsungsraum. Gesucht ist eine moglichst effiziente
Methode, diese Menge L ,explizit” zu beschreiben. Was soll das heilen?

,Amplizit” ist L durch (*) gegeben. Das heifit, man konnte theoretisch alle Vektoren
(x1,...,x,) In (*) einsetzen und priifen, ob sie alle m Bedingungen erfiillen. Diejeni-
gen, die es tun, kommen zu L, die anderen nicht. Fiir die Praxis ist diese Idee wertlos,
denn dann hitte man viel zu viele Vektoren zu priifen, und die Wahrscheinlichkeit, da-
bei einen ,,guten” zu finden, wére gleich Null.

Aber generell sagt man, eine Gleichung sei ,,gelost”, wenn man die Losungen , explizit”
angeben kann. Ist etwa m = n =1, so hat man

a-x=»=, und X = Z, falls a#0,

ist die ,explizite” Losung. Fiir allgemeines m und n ist das Problem selbstverstandlich
viel komplizierter, aber ein nach GAUSS benanntes Eliminationsverfahren zur Losung
wurde im Lauf des 19. Jahrhunderts weiterentwickelt und im 20. Jahrhundert perfek-
tioniert. Das beschreiben wir in 0.5.

In den folgenden Abschnitten behandeln wir zunéchst einfache Spezialfélle. Dadurch
wird der geometrische Hintergrund klarer, es kénnen nebenbei einige elementar-
geometrische Fragen durch Vektorrechnung beantwortet werden, und schliefilich wird
deutlich, dass man fiir den allgemeinen Fall passende technische Werkzeuge benétigt.
Damit beschéftigen sich dann die spdteren Kapitel bis zum endgitiltigen theoretischen
Ergebnis in 2.3.5.

0.2.2 Geradenim R”

Als Prototyp einer Geraden hatten wir die reelle Zahlengerade R angesehen. Mit Hilfe
der Vektorrechnung kann man sie auch in die Ebene R?, den ,Raum” R® oder ganz
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allgemein in den R” (fiir n > 1) legen, indem man zwei verschiedene Punkte vorgibt,
die auf ihr liegen sollen. Aus der Sicht der Vektorrechnung wihlt man einen beliebigen
Aufhingepunkt v € R" und einen Richtungsvektor w € R" mit w # 0. Dann definieren
wir die Menge

L:={ucR":Esgibtein A € R so,dass u=v+Aw} CR".

Der variable Faktor A € R wird Parameter genannt. Diese Parameterdarstellung von L
schreibt man abgek{irzt als
L=v+R-w.

An diese Bedeutung des +-Zeichens muss man sich gewéhnen: Zum Punkt v wird die
Menge R - w addiert. Geometrisch gesehen wird dabei die Gerade R - w durch o in den
Punkt v verschoben.

Nach diesen Vorbereitungen geben wir folgende

Definition  Eine Teilmenge L C IR" heifst Gerade, wenn es v,w € R" mit w + o gibt, so dass

L=v+R-w.

Wie man sofort sieht, sind die Vektoren v,w zu einer festen Geraden L keineswegs ein-
deutig bestimmt. Wie weit man v und w variieren kann, wird geklért durch die

Bemerkung a) SeiL=v+ R-w C R" eine Gerade und v’ € L beliebig. Dann gilt

L=v+R-w.
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b) Seien L=v+R-w CR" und L' =v' + R -w' C R" zwei Geraden. Dann gilt L = L’
genau dann, wenn

LNL #@ und es gibt ein neR", so dass w' = pw.

Kurz ausgedriickt: Den Aufhangepunkt darf man auf der Geraden beliebig verschieben,
den Richtungsvektor darf man mit einem beliebigen Faktor # 0 multiplizieren.

Beweis Die Aussage erscheint geometrisch vollig klar, aber das ist kein Beweis im Sinne
der analytischen Geometrie. Hier muss ein Nachweis gefunden werden, der nur die
Definitionen und die Rechenregeln fiir Vektoren bentitzt. Die geometrische Anschauung
kann dabei nattirlich Ideen fiir den Gang der Rechnung geben. Die genaue Ausfiihrung
des Beweises ohne zusitzliche Hilfsmittel ist leider etwas miihsam.

Ada) Zunichstbedeutet v’ € L, dass es ein A’ € R gibt mit v’ = v + A'w. Setzen wir
L''=v+R-w,

so lautet die Behauptung L = L’. Solch eine Gleichheit von Mengen kann man in zwei
Schritten beweisen:

LcL: TIstu€lL,soistu=0v+ Awmiteinem A € R. Um zu zeigen, dass auch u € L' gilt,
muss man ein « € R finden, so dass u = v’ + aw. Das folgt aus der einfachen Rechnung

u=v+Alw= 0 —Nw)+Aw=2+(A-N)w,
denn daher kann man a := A — A’ setzen.
L’ C L: Miteiner analogen Begriindung folgt das aus

u=7 +Aw=(v+ANw)+Aw=0v+ (A +N)w.

Adb) Hier sind zwei Richtungen zu beweisen:

,=" Sei L=L'.Dannist LNL’# @ klar. Um den gesuchten Faktor y zu finden, benut-
zen wir die Gleichung

w=v+4+uw -7 (%)
Dav' +w' €L und v €L, gibtes A\ €RR,sodass
v+w' =v+Aw und OV =v+ANw.
Daw'#0 ist v'+w'#0,also A #A’". In (*) eingesetzt erhdlt man

w=v4+Aw—v—-Nw=(A—-)N)w.
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Alsoist p:=A—A"#0 der gesuchte Faktor.

,<" Seiv* € LNL' . NachTeila)istL=0v* +R-w und L' =v* + R -w'. Zum Nach-
weis von L = L' geniigen die folgenden Rechnungen:

LclL: ueL:>u:U*+Aw:v*+%w’eL’.
L'cL: uel =u=0v"+ ' =v"+Apw € L. ]

Nach diesen Vorbereitungen ist es klar, wie man eine Gerade durch zwei verschiede-
ne Punkte v1,v; € R" legt. Man wéhlt einen davon, etwa vy, als Aufhdngepunkt und
w := vy — v1 als Richtungsvektor, und man definiert

L:=v14+R-(v—v1)=v1 +R-w.
Dannistvy =v1+0-wel und vp=v1+1-we€ L.
Nun ist einfach zu sehen, dass L durch v; und v, eindeutig bestimmt ist. Angenommen,
v, m el =v +R-w'.

Nach Teil a) der obigen Bemerkung kénnen wir v = v' annehmen. Nach Teil b) geniigt
es zu zeigen, dass w’ = pw fiir ein u € R*. Fiir v; hat man die Darstellungen

vy=0v1+1 -w=0v;+Aw'.

Daw=#0,istA#0und w' = %w; also kann man p := % setzen. Damit ist bewiesen:
Folgerung Durch zwei verschiedene Punkte des R" geht genau eine Gerade. u

Bezeichnen v, w € R" die beiden verschiedenen Punkte, so kann man die Gerade L C R"
mit v,w € L noch etwas einfacher beschreiben. Da v + A(w — v) = (1 — A)v + Aw, ist

L={(1-A)v+Aw: A€R} und
[o,w]:={(1—=A)v+Aw : A€]0,1]}
ist die Strecke zwischen v und w.

Der Leser mag sich wundern, warum so viel Aufwand getrieben wird, um eine schein-
bar ,klare” Aussage wie die obige Folgerung nachzuweisen. Aber was eine Gerade ist,
erscheint zwar klar, muss aber erst einmal préazise definiert werden, um einem stichhal-
tigen Beweis zugdnglich gemacht zu werden. Wir werden spiter einige Beispiele dafiir
geben, dass sich Aussagen, die geometrisch gar nicht so klar sind, durch geschickte
Rechnung sehr leicht zeigen lassen. Das ist dann der Lohn fiir die Miihsal.

SchlieSlich wollen wir noch erkldren, wann zwei Geraden parallel heifsen.
IstL=v+R-w C R" eine Gerade, so betrachten wir dazu die Gerade

L()Z:IR'ZU
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durch den Ursprung o. Die Geraden L =v + R - w und L' = ¢/ + R - w’ heifen parallel,
wenn R - w =R - w’, in Zeichen

LIl & Lo=Lj.
Aus Teil b) der obigen Bemerkung folgt, dass parallele Geraden im R” mit einem ge-
meinsamen Punkt gleich sind. Fiir n > 3 gibt es nicht parallele Geraden ohne Schnitt-

punkt, etwa im R®
L=R-¢ und L/:€2+]R'€3,

wobei eq,ey,e3 die kanonischen Basisvektoren aus 0.1.2 sind. Darauf kommen wir in
0.3.8 zuriick.

0.2.3 Geraden in der Ebene

Geraden im IR" hatten wir fiir alle n > 1 durch eine Parametrisierung beschrieben. Fiir
n = 2 kann man das auch durch eine lineare Gleichung erreichen. Dabei bezeichnen wir
nach alter Gewohnheit die Koordinaten im IR? mit x und y, in Zeichen

R? = {(x,y) : x,y € R}.
Zunichst unterscheiden wir zwei Arten von Geraden:

Y

To ] c X

Die Gerade L hat die Steigung m und den Achsenabschnitt ¢, sie beschreibt die lineare
Funktion
y=mx+t.

Die Gerade L’ hat unendliche Steigung, sie ist beschrieben durch x = ¢. Die allgemeine
Form einer solchen Gleichung ist

ax+by=c mit abceR, (a,b)=+(0,0).

Wir miissen nun nachweisen, dass diese Art von Geraden mit unserer allgemeinen De-
finition aus 0.2.2 im Fall n = 2 vertrdglich ist. Auch das ist geometrisch ziemlich klar,
muss aber dennoch mit Hilfe von prézisen Rechnungen bewiesen werden.
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Satz Eine Teilmenge L C IR? ist genau dann eine Gerade, wenn es a,b,c € R gibt mit
(a,b) # (0,0) derart, dass

L={(xy) € R?:ax+ by =c}.

Beweis Zunichst ein Hinweis zur Voraussetzung (a,b) # (0,0). Im Fall a = b = 0 lautet
die Gleichung 0 = c. Fiir die Menge L der Losungen gilt dann

L=g falls ¢#0 und L=R? falls c=0.

Im ersten Teil bestimmen wir aus der Gleichung eine Parametrisierung. Das ist ein Bei-
spiel dafiir, wie man eine lineare Gleichung mit den zwei Unbekannten x und y ,16-
sen” kann (also n = 2,m = 1). Wesentlich dabei ist es, dass es viele Losungen gibt: Der
Losungsraum ist eine Gerade.

Ist a =0, so muss b # 0 sein und die Gleichung lautet

by =c, also Y= %

Setzt man v := (0, ;) und w := (1,0), so ist offensichtlich L = v + R - w.
Ist a # 0, so setzen wir y = 0 und erhalten die Gleichung ax = ¢, also x = . Das liefert
uns einen Punkt v := (£,0) € L, den wir als Aufhingepunkt wéhlen konnen.

Um einen Richtungsvektor w zu finden, setzen wir ¢ = 0 und betrachten
Lo:={(x,y) € R?:ax + by =0}.

Offensichtlich ist o € Ly, und indem wir y = 1 setzen, erhalten wir

w = (—b,1> € Lo.
a
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Nun betrachten wir die Gerade L’ := v + R - w. Aus der Wahl von v und w folgt, dass
der Parameter A gleich der y-Koordinate des Punktes ist. Daraus folgt leicht L = L:

L' CL: Ist(xy) €L, sogilt

(x,y) =0+ Aw= (C ;Ab,)\) )

Dieser Punkt erfiillt die Gleichung ax + by = ¢, also (x,y) € L.

LcL': Erfillt (x,y) die Gleichung ax + by = ¢, so folgt wie oben
(x,y)=v+ywel.
Im zweiten Teil miissen wir zu einer Geraden
L=v+R-w mit v=(x,0) und  w=(x1,y1) # (0,0)

eine lineare Gleichung ax + by = ¢ finden. Mit Hilfe einer geometrischen Uberlegung
suchen wir Kandidaten fiir die Koeffizienten 4, b, c. Ein allgemeiner Punkt von L ist ge-
geben durch

(x,y) =v+ Aw = (x0 + Ax1, Y0 + Ay1). (%)

Die Steigung der Geraden kann man mit Hilfe eines jeden Punktes (x,y) # (xo,y0) be-
rechnen als
Y=o _Mn_n

X—x9 Ax; X

Das gilt zwar nur fiir x # xp und x; # 0, aber in jedem Fall ist
(y —yo)x1 = (x — x0)y1, also Y1X — X1Y = XoY1 — X1Y0-
Dabher setzen wir a := y1, b := —x7 und ¢ := xpy; — X1Yo. Daw # 0 ist (a,b) # 0. Ist nun
L' :={(x,y) € R*:ax + by =c},

so scheint es klar zu sein, dass L = L’ gilt. Aber sicherheitshalber muss man es nach-
rechnen.

LC L' Dazu geniigt es, die Koordinaten aus () in die Gleichung einzusetzen:

y1(x0 + Ax1) — x1(vo + Ay1) = Xoy1 — X1Y0-

L’ CcL: Zu(x,y) mitax + by = c muss man ein A € R finden, so dass (x,y) = v + Aw.
Aus der Bedingung v = yo + Ay folgtim Fall 2 = y; # 0, dass

A=d W0
n
der passende Parameter sein muss. Durch einfache Rechnung findet man
Xo+ Ax1 = c—by =X
Ista=y; =0,s0ist b = —x; # 0 und eine analoge Rechnung liefert das gleiche Ergebnis.
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Der gerade bewiesene Satz zeigt, dass es zwei gleichberechtigte, aber sehr verschie-
denartige Methoden gibt, eine Gerade im R? zu beschreiben: Durch eine lineare Glei-
chung oder durch eine Parameterdarstellung. Die Parameterdarstellung kann dabei als
die ,Losung” der linearen Gleichung angesehen werden, weil sie zu jedem Parameter
A genau einen Punkt der Geraden liefert. Der Beweis zeigt auch, dass es etwas Miihe
erfordert, das prézise zu begriinden.

Man beachte, dass die Losungsmenge
L={(xy,...,xn) €R": ayx1+...4+apx, =b}

einer linearen Gleichung mit (ay,...,a,) # (0,...,0) im R" fiir n > 3 keine Gerade mehr
ist. Fiir n = 3 erhalt man eine Ebene, fiir allgemeines 7 eine so genannte , Hyperebene”.

Wir tiberlassen dem Leser den Nachweis der folgenden

Bemerkung Zwei Gleichungen
ax+by=c und dx+by=C
beschreiben genau dann die gleiche Gerade in R?, wenn es ein yu € R* gibt, so dass

(@,v',d)y=u-(ab,c).

Zum Beweis betrachte man die Steigung und die Schnittpunkte mit den Koordinaten-
achsen x = 0 und y = 0. Aufierdem kann man die Folgerung aus 0.2.2 benutzen.
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0.3 Abstinde und Winkel

0.3.1 Das Skalarprodukt im R"”

Den Abstand eines Punktes v = (x1,x;) € R?> vom Ursprung o kann man nach dem Satz
von PYTHAGORAS berechnen. Das ist die Norm

[0l := y/x + 23,

oder auch Linge des Vektors v. Sind zwei Vektoren v,w € R? gegeben, so kann man
versuchen, ein Skalarprodukt durch

(v,w) := [|o[| - |[w]] - cos

zu erkldaren, wobei ¢ ein Winkel zwischen v und w ist.

19/

Dabei ist es gleichgiiltig, welchen der beiden Winkel ¢ oder ¢ man verwendet, denn
wegen ¢ + ¢ =27 ist cos ¥ = cos?. Ist v = 0 oder w = 0, so gibt es keinen Winkel; dann
ist (v, w) = 0.

Problematisch an dieser geometrischen , Definition” ist, dass man den Winkel im Bogen-
mafd und den Cosinus als Wert einer Potenzreihe kennen muss; dazu sind nicht triviale
Hilfsmittel aus der Analysis notig. Aber der Vorteil ist, dass man den Wert von (v, w)
in Abhéngigkeit von ||v]], ||w|| und ¢ leicht sehen kann. Ist v # 0, so ist ||w|| - cos® die
mit Vorzeichen versehene Lange der senkrechten Projektion von w auf die Gerade R - v.
Wenn wir v festhalten, gibt es fiir w drei typische Félle

0 w v v

\' -
V T\,/
o 0 ‘9/ o

(v,w) >0 (v,w) =0 (v,w) <0
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Nach diesen Vorbemerkungen geben wir eine formal viel einfachere rein algebraische
Definition des Skalarprodukts, die auch im IR" funktioniert.

Definition Fiir v = (x1,...,%,) und w = (y1,...,yn) € R" heifit
(v,w):=x1-Yy1+...+ X -y €R

das Skalarprodukt von v und w.

Vorsicht! Das Skalarprodukt ist eine Abbildung
R" x R" = R, (v,w) — (v,w).
Dagegen ist die Multiplikation mit Skalaren aus 0.1.2 eine Abbildung
R x R" = R", (A, 0) = Ao
Dass die Definition des Skalarprodukts etwas mit Lan-

gen und Winkeln zu tun hat, sieht man sofort am Beispiel
v=(A,0)mit A >0, w= (cosd,sin?); da ist

[ol = A, [lw]} = T und

(v,w) =A-cost® = ||v] - ||w] - cosd.
Zundchst notieren wir einige

Rechenregeln fiir das Skalarprodukt Fiir u,v,w € R" und A € R gilt

1) (v, w) = (w,v)

2) (u+o,w) = (u,w) + (v, w)
</\-v,w> = A- (v,w)

3) (uv+w) = (w,v) + (u,w)
(u,A - v) = A {u,0)

4) (v,v) >0, undes gilt (v,v) =0 & v=o

Beweis 1) bis 3) erfordert nur elementare Rechnungen. Auch 4) ist ganz einfach:
Istv = (x1,...,x5), so folgt

(vo)=x+...+x2>0 und (v,0)=0 & x=...=x,=0

nach den Regeln fiir Quadrate in R (vgl. 0.1.1). |
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Vorsicht!  Fiir das Skalarprodukt gilt keine Kiirzungsregel, d.h. aus (v,w) = (v,w’)
folgt nicht w = w’. Als Beispiel betrachte man v = (1,0), w = (0,1) und @’ = (0,2) im
IR,

Wie wir gesehen haben, hingt das Skalarprodukt (v,v) mit dem Satz des PYTHAGORAS
zusammen. So definiert man fiir v = (x,...,x,) € R" die Norm von v durch

loll:= /(0,0) = /3 + ... + 2.

Aus den obigen Regeln fiir das Skalarprodukt folgen sofort

Rechenregeln fiir die Norm Fiir v € R" und A € R gilt

D Aol = [A[flll. 2 =0 & wv=o.

Nun kann man als Abstand zwischen v und w aus R” die Norm der Differenz erkliren,
in Zeichen
d(v,w) = ||lw—v|.

Istv = (xq,...,xy) und w = (y1,...,Yn), SO ist

d(v,w) = \/(yl —x1)% 4 ... 4 (Yn — x0)%

Schliefilich noch eine niitzliche Bezeichnung. Ein Vektor v € IR" heifst normiert, wenn
||| = 1. Man kann einen beliebigen Vektor o # v € R"” normieren zu

1 . 1

U1i=—-0  mit ||vl\|:7-\|v||:1.

el o]

0.3.2 Anwendungen in der Elementargeometrie

Nun wollen wir anhand von einigen klassischen Beispielen zeigen, wie sich einfache
Aussagen liber Langen und Abstidnde mit Hilfe der in 0.3.1 bereitgestellten Rechenre-
geln sehr kurz und prézise beweisen lassen. Dabei ist zu bedenken, dass der klassische
Satz des PYTHAGORAS stets implizit verwendet wird, weil Abstinde auf seiner Grund-
lage definiert sind.
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Besonders schon ist ein Beweis des Satzes von PYTHAGORAS, der auf indische Quellen

aus dem 12. Jahrhundert zuriickgeht:

c

b

Man kann die Beziehung c? = a? + b? an dem Bild ablesen, aber auch mit Hilfe der
Binomischen Formel nachrechnen: Zwei rechtwinklige Dreiecke mit den Seiten a,b,c
ergeben zusammen ein Rechteck der Fldche a - b, das kleine Quadrat in der Mitte hat

die Kantenldnge a — b. Also folgt aus dieser Zerlegung

¢ =2ab+ (a—b)? =a*+ b

Dabei sei bemerkt, dass man die Formel (a + b)? = a? + 2ab + b? auch geometrisch ein-

sehen kann:
ab b2
a? ab
a >|< b
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Von den zahllosen Beweisen des Satzes von PYTHAGORAS sei noch ein weiterer er-
wihnt, den A. EINSTEIN als elfjghriger Schiiler gefunden haben soll. Er zeichnet sich
dadurch aus, dass er mit einer einzigen Hilfslinie auskommt.

A C D B

Ist D der Fufipunkt des Lotes von C auf die Strecke AB, so sind die Dreiecke ABC,
BCD, und ADC &hnlich, also sind die Flachen proportional zu den Quadraten der
Hypotenusen, d.h.

h+kh kK _ K

Daraus folgt  pc®> = F| + F, = pa? + pb? und ?=a®+ b2 |

Nun zu den versprochenen Anwendungen:

Parallelogramm-Gesetz  In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate der vier
Seiten gleich der Summe der Quadrate der zwei Diagonalen.

Mit Hilfe von Vektoren im IR? formuliert lautet es so: Fiir v,w € R? gilt

lo+w]? + o — wl =2([o* + [[w]).

0

Der Beweis mit Hilfe der Rechenregeln fiir das Skalarprodukt ist ganz einfach:

o4+ w|?+ |lo — w|]? = (v+ w0+ w) + (v —w,0— w)
= (v,v) + (w,w) + 2(v,w) + (v,v) + (w,w) — 2(v,w)

= 2(0,0) + 2(w,w) = 2(|[o]]2 + w]?). o
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Mit der gleichen Rechnung sieht man, dass
lo+wl=lo-w| & (0w =0.

Wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden, bedeutet (v, w) = 0, dass v und w senk-
recht stehen. Daher kann man Rechtecke auf die Genauigkeit der rechten Winkel durch
Vermessung der Diagonalen priifen. Diese Methode kennt jeder gute Handwerker.

Sind zwei verschiedene Punkte v,w € R" gegeben, so kann man auf der Geraden durch
v und w den Mittelpunkt u suchen. Da er auf der Geraden durch v und w liegt, ist

u=v+Aw—-v)=(1-A)v+Aw firein AeR.
Da u Mittelpunkt sein soll, muss ||u — v|| = ||u — w|| sein. Nun ist
u—v=AMw-—0o) und u—w=A-1)(w-"0),
also muss |A| = |A — 1| sein, das geht nur fiir A = }. Somit ist
u:=%(v+w)
der gesuchte Mittelpunkt zwischen v und w und
d(u,0) =d(u,w) = 3||w—2].

Im R? kann man das in einem Parallelogramm interpretieren:

Geometrisch gesehen erhdlt man damit den

Diagonalen-Satz  In einem Parallelogramm schneiden sich die Diagonalen in ihren Mittel-
punkten. -

Ist ein Dreieck im IR? durch die Ecken v1,v5,v3 gegeben, so nennt man

§i= %(01 + 02 +v3)

den Schwerpunkt. Das ist der Schwerpunkt im physikalischen Sinn, wenn an den drei
Ecken gleiche Gewichte befestigt werden.
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Schwerpunkt-Satz  Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich im Schwerpunkt.

Beweis Wie oft in der analytischen Geometrie kann man die Rechnung stark vereinfa-
chen, wenn man die Koordinaten passend wéhlt. In diesem Fall geht das etwa mit

v1=1(a,0), vy=(—a,0) und v3=(bc),

wobei a,b,c € Rmita > 0und c > 0.

U3

U
Up

(%) U3 01

Daraus erhélt man
s=1bc), w=3%(b—-ac), up=3%@a+bc), uz=/(00).
Dass s auf den drei Seitenhalbierenden liegt, folgt aus
s=1o1+3u; = too+3uy = los+dus,

was man ganz leicht nachrechnen kann. [ ]

Natiirlich gibt es auch andere Wahlen der Koordinaten, mit denen die Rechnung ver-
einfacht werden kann, etwa

s=1(0,0) und  v; =(0,a).

Der Leser moge das zur Ubung ausfiihren.

0.3.3 Winkel im R”

Schon in 0.3.1 hatten wir darauf hingewiesen, dass die ,naive” Definition des Skalar-
produktes

(v,0) = o] - [lwl| - cos (*)
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problematisch ist, weil sie die Kenntnis des Winkels im Bogenmaf$ erfordert. Fiir die
Theorie ist es geschickter, die algebraischen Definitionen von Skalarprodukt und Norm
voranzustellen, und dann den Winkel so zu erklédren, dass die Gleichung (x) erfiillt ist.
Bei diesem Kniff gibt es eine Hiirde, die tiberwunden wird durch die

Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ  Fiir v,w € R" gilt |(v,w)| < ||v| - ||w].

Als unmittelbare Folgerung erhilt man die Ungleichungen

< fow)
= ol Jlw]l =

falls v # 0 und w # 0. Also gibt es in diesem Fall genau ein ¢ € [0, 7t], so dass

cos® = M, d.h. ¥ := arccos M
[0l - |lwl| |9l - [|w]|
kann man als Winkel zwischen v und w, in Zeichen

Lv,w) = arccosM € [0, 7]
ol - [lwll

erklaren.

11 cos

arccos

-
(=]

N“

N

I I

Man beachte bei dieser Definition des Winkels, welche Hilfsmittel aus der Analysis zur
Berechnung nétig sind: Man muss Wurzeln ziehen und man benétigt die Potenzreihe
des Arcuscosinus.

Offensichtlich ist «(v,w) = 4(w,v), der so erklarte Winkel ist also ,nicht orientiert”.
Wollte man das auch noch berticksichtigen, miisste man priifen, wie weit v in einer
festzulegenden Richtung gedreht werden muss, bis w erreicht ist.

Insgesamt ergibt sich — jetzt préazise begriindet — fiir das Skalarprodukt von v,w € R"
die Formel
(0,w) = [[o]| - [[w]] - cos £(v,w).
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Insbesondere kénnen wir nun sagen, wann v und w aus IR" senkrecht stehen:
vlwe (v,w)=0.

Fiir v # 0 und w # 0 bedeutet das «(v,w) = 7, der Nullvektor steht nach Definition auf
jedem anderen senkrecht.

Was nun nachgeholt werden muss, ist der

Beweis der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung (kurz ,CSU”)

Die Ungleichung ist von der Form a < b mit 4,b € R.. Da die Quadratwurzel eine
monotone Funktion ist, gentigt es dazu, a2 < b2, also b% — 4?2 > 0 zu zeigen.

Firn =1istv =xund w =y, also

[(v,w)| = |x-yl = [x]- |yl = [lx[| - ly]-

Fiir n = 2 muss man etwas mehr rechnen. Ist v = (x1,x) und w = (y1,¥2), so folgt
1ol - lleol|? = {o,w)* = (xf +x3) (5 +y3) — (xay1 + x2y2)* = (x1y2 — 22y1)* > 0.
Fiir n = 3 werden wir in 0.3.6 einen Beweis geben, bei dem auch der Wert von
o2 - leol|? — {o,w)*
geometrisch interpretiert wird.

Fiir allgemeines n wird die Rechnung mit den Koordinaten zu kompliziert, hier hilft
ein Trick. Im Fall w = o sind beide Seiten gleich Null; es gentigt also, den Fall w # o zu
behandeln, wir setzen

A=(ww)>0 und  pu:=—(v,w).

Dann ist
0 < (Av 4 pw, Av + pw) = A%(0,0) + 2Au{v,w) + u?(w,w)
= A((v,v) - (w,w) — 2<v,w>2 + <v,w>2) =A({(v,v) - (w,w) — <v,w>2).

Da A > 0 folgt daraus (v,v) - (w,w) — (v,w)? > 0 und wegen der Monotonie der Qua-
dratwurzel erhilt man die behauptete Ungleichung. u

Mit der Frage, wann die Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ eine Gleichung ist, be-
schiéftigen wir uns in 0.3.6 und 0.3.7. Aus dem obigen Beweis halten wir schon einmal
fest, dass fiir w # o und A = (w,w) > 0 gilt, dass

A0 + pw]|* = Aol - w]? = (v,)?), also

||v||2 . ||w||2 = (v,w>2 S Av+ pw = o.
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Der klassische Satz von PYTHAGORAS gilt im rechtwinkligen Dreieck. Als Verallgemei-
nerung erhdlt man einen

Satz nach PYTHAGORAS  Fiir v,w € R" gilt
lo+wl|* = [lo]|* + lw]|* + 2(v,w),

insbesondere ||[v + w||> = ||v||> + ||w||?>, falls v Lw.

Die Abweichung vom rechtwinkligen Fall ist also durch den Term 2(v,w) gegeben.
Nach der Definition des Winkels ¢ = 4(v,w) und «a := 77 — ¢ kann man zwei Félle un-
terscheiden:

Sutw S 04w

2> a2+ b? 2 <a?+ b2

Geometrisch ist das klar: Wenn man bei festem a und b den Winkel « kleiner macht,
wird c kiirzer und umgekehrt. Der Beweis ist ganz einfach:

lo+wl? = (o +w,0+w) = (v,0) + (w,w) + 2(v,w) = o] + |w|* + 2(v,0) m
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Da (v,w) = ||v|| - ||w]| - cos® und cos® = —cosa, kann man die obige Gleichung auch
in der Form

? =a® +b* —2abcosa

schreiben. Das ist der sogenannte Cosinussatz.

Da nach der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung auch (v, w) < ||v|| - ||w|| gilt, ergibt obi-
ge Rechnung die Abschitzung

lo -+ wl|? < Jol|? + 2][o||[|w]| + [[wl|* = (o]l + [[w])*.

Wieder wegen der Monotonie der Quadratwurzel folgt daraus die

Dreiecksungleichung fiir die Norm FirvweR"gilt |v+w| < |||+ ||w]. =

An der obigen Rechnung erkennt man auch, dass
v+ wl[| = [[v]| + [[w]| < (v,w) = o] - [[w] < £(v,w) =0.

Ist v = 0 oder w = o, so ist das stets der Fall. Sind v, w beide von o verschieden, so ist
£(v,w) = 0 gleichbedeutend damit, dass

w=pv mit u>0.

Mit Hilfe des in 0.3.1 eingefiihrten Abstandes d erhélt man die

Dreiecksungleichung fiir den Abstand  Fiir v,vp,v3 € R" gilt

d(vlrv3) S d<01102) A d(02/v3)'

Zum Beweis gentigt es v := v — v1 und w := v3 — vy zu setzen. Dann ist v +w = v3 — vy,
also
d(v1,03) = [lo + w|| < [|o]| + [lw]| = d(v1,02) + d(v2,03). u

Informell ausgedriickt besagt die Dreiecksungleichung, dass man durch einen Umweg
nichts einsparen kann. Offenbar gilt die Gleichheit genau dann, wenn v, zwischen v,
und v3 liegt.

Wir geben noch zwei Beispiele dafiir, wie man mit Hilfe des Skalarproduktes Satze der
Elementargeometrie einfach beweisen kann. Der erste betrifft ein rechtwinkliges Drei-
eck.
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p3

p1 q p2

Hohensatz im rechtwinkligen Dreieck Ist g der Fufipunkt des Lotes von p3 auf die
Hypotenuse, so gilt

d(p3,q)* =d(p1,9) - d(p2,9)-
Anders ausgedriickt: Das Quadrat der Hohe ist gleich dem Produkt der Hypotenusenabschnitte.

Beweis Wir konnen die Koordinaten so wihlen, dass

q=1(0,0), p1=(—u,0), po=(B,0) und p3 = (0,77) mit a,p,7>0.
Da das Dreieck rechtwinklig ist, gilt
0,7) = (=a,0) = (a&,7) L (=f,7) = (0,7) = (B,0), also
0={((,7),(=B,7)) = —a-p+7* und 7> =a-p.

Istv = (x,y) € R?, so definieren wir einen dazu senkrechten Vektor v := (—y,x) € R?.

Offensichtlich gilt (v,0) =0 und ||v|| = ||v||, v steht also senkrecht zu v und hat die
gleiche Lange. Dass neben v nur noch —v* diese beiden Eigenschaften hat, folgt aus
der

Bemerkung Ist w = (a,b) € R? mit w # o gegeben, so gilt fiir s = (x,y)

slwes=A(=ba)mitAeR.



32 0 Lineare Geometrie im n-dimensionalen reellen Raum

Beweis Nach Definition gilt

slw & (ssw)=0sax+by=0.

<" ist klar, denn ((a,b),A(—b,a)) = 0.

,=" Sei ax 4+ by =0 und a # 0. Dann folgt x = —%y. Setzt man ein beliebiges y in der
Form y = Aa ein, so ergibt sich

x=—Ab, also (x,y)=(—Ab,Aa) =A(-Db,a).

Ist a =0, so folgt b # 0, und eine analoge Rechnung liefert das Ergebnis. |

Diese Bemerkung bedeutet, dass es im R? zur Geraden L = R - (a,b) nur eine zu L
senkrechte Gerade durch o gibt, ndmlich R - (—b,a). In hoheren Dimensionen gibt es
nattirlich mehr senkrechte Geraden.

Nach dieser Vorbereitung kommen wir zum zweiten Beispiel.

Hohenschnittpunkt-Satz  In einem Dreieck schneiden sich die drei Hohen in einem Punkt.

Beweis Wir koénnen das Dreieck so legen, dass eine Ecke im Ursprung o liegt; die beiden
anderen Ecken sind gegeben durch die Vektoren v und w, die nicht Vielfache voneinan-
der sind.

Die Hohen des Dreiecks liegen dann auf den Geraden

v+R-w', w+R-vt und R-(w-—0)t
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Die Geraden v + R - w* und w + R - v haben einen Schnittpunkt s, also ist
s=v+ Awt =w+ pot mit AueR.
Es bleibt zu zeigen, dass s € R - (w — v)*, d-h. (s,w — v) = 0. Dazu berechnen wir
(s,w) = (v + Awt,w) = (v,w) und (s,0) = (w + uv*,0) = (w,v).

Also ist (s,w — v) = (s,w) — (s,v) =0. [

0.3.4 Senkrechte Vektoren und Abstinde

Den Abstand zwischen v und w im R” hatten wir in 0.3.1 erklart durch
d(v,w) = ||lw—v|.
Ist nun L C R" eine Gerade und v’ € R”, so ist der Abstand von v’ und L erklirt durch
d(v',L) :=min{d(v',u) :u €L}

als minimaler Abstand von v’ zu den Punkten von L. Es ist geometrisch ziemlich klar,
dass ein Punkt 1y € L mit minimalem Abstand zu v’ eindeutig bestimmt ist. Mit den
Hilfsmitteln der linearen Algebra ist das einfach zu beweisen. Dazu erkldren wir, wann
ein Vektor senkrecht auf einer Geraden steht: Ist L = v + R - w C IR" eine Gerade und
s € R", so sei

slL & slw, dh (s,w)=0.

Mit Teil b) der Bemerkung aus 0.2.2 sieht man sofort, dass diese Definition bei festem L
unabhéngig von der Auswahl von w ist.

Lemma Der senkrechte Abstand eines Punktes v’ von einer Geraden L im R ist der kiirzeste.
Genauer gilt

a) Es gibt genau ein ug € L, so dass (ug —v') L L.
b) d(v',L) =d(v',up).

Man nennt dieses uy den Fuflpunkt des Lotes von v’ auf L.
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Beweis Ist L =v + R - w, so lauten die Bedingungen fiir u:
up=v+ Apw mit A\g € R und (ug—7',w)=0.
Fasst man sie zusammen, so erhilt man
0= (up—v,w) = v+ Aw—v,w) =(v—v,w) + Ao(w,w),

also folgt
(v —ov,w)

M=)

, denn (w,w) # 0.
Dieses A ist die eindeutige Losung der durch die Bedingungen an ug erhaltenen Glei-
chung, also ist auch ug eindeutig bestimmt.

Zum Beweis der Minimalitit haben wir d(v’, 1) mit d(v/,u) fiir ein beliebiges u € L zu
vergleichen:

Da (u —ug) L (up — v'), ist nach dem Satz von PYTHAGORAS
(', u)? = [lu—0'|> = [lug — "> + llu — o> > ||uo — "> = d(v/,uo)?,
und die Behauptung d(v/, 1) < d(v',u) folgt aus der Monotonie der Quadratwurzel. ®

Aus dem obigen Beweis kann man sofort ein Verfahren zur Berechnung des Abstandes
herleiten. Wir geben ein ganz einfaches

Beispiel Istv:=(0,0,1),w:= (1,1,—1) und ' := (0,0,0) im R3, so erhalt man

Ao=1, up=1(1,1,2) und d(v/,L) = |Juo|| = } V6 =0.816....
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0.3.5 Die HESSEsche Normalform einer Geradengleichung

Wir wollen nun die Gleichung einer Geraden im R? vom Standpunkt des Skalarpro-
dukts betrachten. Der einfachste Fall ist eine Gerade

L={(xy) eR*:ax+by=0}

durch den Ursprung. Die naheliegende Idee ist es nun, nicht nur Punkte v = (x,y) € R?,
sondern auch das Paar 4,b der Koeffizienten als Vektor s := (a,b) € R? zu betrachten,
wobei nach der allgemeinen Voraussetzung (a,b) # (0,0) ist. Dann gilt offensichtlich

veEL & ax+by=0 < (s,0)=0,

d.h. wenn v senkrecht zu s ist. Der Wert von (s,v) hat aber fiir alle Punkte v € R? eine
geometrische Bedeutung. Sie wird besonders einfach, wenn s normiert wird, d.h. man
betrachtet

S1 ;:L-s:(al,bl) mit LIlI:L und by := b

||l Va2 + b2 VaZ + 2

Um fiir einen beliebigen Punkt v € R? den Abstand d(v,L) zu bestimmen, geniigt es,
den eindeutig bestimmten FuBSpunkt vy € L zu bestimmen mit (v — vp) L L. Dann ist
nach dem Lemma aus 0.3.4

d(o,L) = [[o = wol|

Nach der Bemerkung aus 0.2.3 sind die Koeffizienten a,b der Geradengleichung bis auf
einen gemeinsamen Faktor eindeutig bestimmt. Fiir ein beliebiges u € R? gilt daher

ull & u=A-s7 mit AeR

Setzt man u = v — vy, so folgt v — vy = As; und vy = v — As;. Wegen vy € Lund (s1,51) =1
ist

0= (s1,v0) = (s1,v — As1) = (s1,v) — A, also A = (s1,0).
Schliefilich erhilt man mit v = (x,y)

d(v,L) = [[o = vol| = [A] = [{s1,0)| = [a1x + bry|.



36 0 Lineare Geometrie im n-dimensionalen reellen Raum

s As A>0

w<0  p-

L

Der Betrag des Skalarproduktes (sq,v) gibt also den Abstand von v zu L an; v liegt genau
dann auf L, wenn der Abstand gleich Null ist. Aber das Skalarprodukt (s;,v) hat auch
ein Vorzeichen: Ist (s1,v) > 0, so liegt v in Richtung von sy, ist (s, w) < 0, so liegt w in
der entgegengesetzten Richtung.

Nach diesen Voriiberlegungen betrachten wir eine beliebige Gerade
L={(x,y) €R*:ax+by=c}, (ab)#(0,0).

Wir konnen die Koeffizienten 4, b, c ersetzten durch

a b c
Mni=—— bi=m=———, und ¢ i= ——, 1
YT Verr YT Ve+e Y @
erhalten also fiir L die neue Gleichung
a1x + by =c1. ()

Dies Gleichung (*) kann man in verschiedener Weise interpretieren. Zunéchst ist
s1 := (a1,b1) normiert, und wir behaupten, dass fiir einen beliebig gewdéhlten festen
Punkt o’ € L und v € R? genau dann v € L gilt, wenn

(s1,v—1") =0. ()

Dazu ist zu zeigen, dass fiir v = (x,y) die Bedingungen zu () und (x*) gleichwertig
sind. Das ist jedoch klar, denn fiir v" = (x/,y’) gilt

(s1,0 =) = (81,0) — (s1,9") = a1x + byy — (a1x’ + b1y') = a1x + byy — c1.

Insbesondere ist die Gerade L senkrecht zu sy, sie ist also parallel zu

Lo:={(x,y) € R*:ax + by =0} = {v € R?: (s1,0) = 0}.



0.3.5 Die HESSEsche Normalform einer Geradengleichung 37

Auch der Wert von c¢; hat eine geometrische Bedeutung. Dazu berechnen wir fiir einen
beliebigen Punkt u = (x,y) den Abstand d(u,L). Der FuBBpunkt ug = (xo,y0) € L des
Lotes von u auf L erfiillt die Bedingungen

axg+biyo=c1 und (xo,y0) =u — Asy.

Daraus erhilt man

a1(x —Aaqy) +b1(y —Aby) =c1, also A=ax+byy—rcy, da a%—i—b%:l.

Schliefslich folgt

d(u,L) = [[u —ug|| = ||As1]| = [A| = |a1x + b1y — c1].

Insgesamt erhalten wir ein von L. O. HESSE im Jahr 1861 gefundenes Ergebnis:
HESSEsche Normalform einer Geradengleichung  Wird die Gleichung ax + by = c einer
Geraden L im R? nach (1) normiert zu

ax+biy=cy mit a% + b% =1,

so ist sy := (a1,b1) ein zu L senkrechter normierter Vektor. Fiir einen beliebigen Punkt
u=(x,y) €R? ist

d(u,L) = |ayx 4+ byy — c1|, insbesondere d(o,L) = |c1].
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0.3.6 Lineare Unabhingigkeit

Bei der Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ war die Frage offen geblieben, wann sie
eine Gleichung ist. Das ist sicher dann der Fall, wenn einer der beiden Vektoren v und
w der Nullvektor ist, oder wenn es ein p € IR gibt, so dass v = p - w. Denn dann gilt

[(v,w)| = (o - w,w)| = |p|{w,w) = |o] - [[w][ - [[w]| = [[o] - [|w]-

Diese spezielle gegenseitige Lage von Vektoren fiihrt zu folgender

Definition Zwei Vektoren v,w € R" heifien linear abhéngig, wenn sich einer von beiden als
skalares Vielfaches des anderen beschreiben lisst, d.h. es gilt

v=p-w oder w=0-0, wobei p,0 € R.

Dagegen heifen v und w linear unabhdngig, wenn sie nicht linear abhingig sind.

Ist etwa v = 0, so sind v, w fiir beliebiges w linear abhdngig, denn v = 0 - w. Die Bedin-
gung aus der Definition ist fiir Beweise etwas umstdndlich zu handhaben, weil man
immer zwei mogliche Fille betrachten muss. Eine handlichere Bedingung ergibt die

Bemerkung 1 Zwei Vektoren v,w € R" sind genau dann linear unabhingig, wenn aus

Av+pw =0 folgt,dass A =pu=0.

Beweis Formal einfacher ist zu zeigen, dass

v,w linear abhingig < Av+pw=o0 mit (A, u)#(0,0).

“

= Istv=p-w,sofolgtl-v—p-w=o.
Also kann man (A, u) = (1, —p) setzen. Der Fall w = ¢ - v geht analog.
w =" Ist Av + yw = o und sei dabei etwa y # 0. Dann folgt

w=0-v, mit 0::—%. [ |

Das Kriterium aus obiger Bemerkung kann man fiir

v={(%1,...,Xy) und w=(Y1,--,Yn)

konkret nachpriifen; so ergibt die Bedingung Av + pw = o die Gleichungen
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A+ yp = 0

A+ yuu = 0.

Das sind 7 lineare Gleichungen fiir A, mit den x; und y; als Koeffizienten. Eine all-
gemeine Methode zur Entscheidung, ob es eine Losung (A, u) # (0,0) gibt, werden wir
spater kennenlernen. Im Fall n = 1 sind zwei Vektoren v,w stets linear abhangig, fiir
n = 2 gibt es ein niitzliches Kriterium:

Lemma Zwei Vektoren v = (x1,x2) und w = (y1,y2) sind genau dann linear unabhingig,
wenn x1Yz — xay1 # 0.

Die fiir lineare Unabhéngigkeit entscheidende Zahl ist offenbar die Determinante

X1 X2
d:= - = det
nya = ae ( v v )

der 2 x 2-Matrix mit den Vektoren v und w als Zeilen. Ihr Betrag gibt die Fliche des von
v und w aufgespannten Parallelogramms an (vgl. 3.1.2).

Beweis Wir zeigen: v, w linear abhédngig <  xj12 — xo1y1 = 0.

=" Sei Av 4 yw = o, wobei y # 0. Dann folgt w = p - v mit p := —%,
also Y1 = pX1, Y2 = pX2 und X1Y2 — X2lY1 = X1pX2 — PX1X2 = 0.
=" Ist v = o, so sind v, w linear abhédngig. Wir kénnen also x1 # 0 voraussetzen.
Dann ist
Yo = pxo mit ‘()::Z—1 also y;=px; und w=p-v.
1

Die lineare Unabhéngigkeit hat auch etwas mit den Winkeln zu tun:

Bemerkung 2 Sind v,w € R" von o verschieden, so gilt

vlw = ovwlinear unabhingig.

Beweis Angenommen, Av + pw = o. Bildung des Skalarprodukts von beiden Seiten die-
ser Gleichung mit v ergibt

0= (v,Av+ pw) = A{v,v) + u(v,w) = A(v,v).

Da (v,v) # 0, muss A = 0 sein. Durch Bildung des Skalarprodukts mit w folgt analog,
dass u =0. [ |
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Nach der Definition des Winkels ¢ = «(v,w) fiir v,w # o ist die Ungleichung von
CAUCHY-SCHWARZ genau dann eine Gleichung, wenn cos® = +1, d.h. ¢ = 0 oder
¢ = 1. Ohne Benutzung von Winkeln kann man das fiir beliebige v, w so formulieren:

Zusatz zur Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ Fiir v,w € R" gilt

[(v,w)| = ||v]| - [|[w|| < ©v,w linear abhiingig.

Beweis Fiir n =1 sind v,w immer linear abhidngig. Fiir n = 2 hatten wir in 0.3.3 mit
v = (x1,x2) und w = (y1,y2)

[(ww)| = o] -lwl & x1y2 —x2y1 =0
erhalten. Also folgt die Behauptung aus dem obigen Lemma.

Fir n = 3 werden wir in 0.3.7 einen Beweis mit Hilfe des Vektorprodukts geben.
Fiir allgemeines n kann man den Beweis aus 0.3.3 mit w # 0, A := (w,w) >0 und
u = —(v,w) fortsetzen. Danach ist

[ w)|=lo] ol = Av+pw=o.
Da A # 0 folgt die lineare Abhingigkeit. Die umgekehrte Richtung ist offensichtlich:
w=p-v = |(vw)]=[{pww)]= o] -[lw].

Den fiir die lineare Algebra grundlegenden Begriff der linearen Unabhéngigkeit werden
wir bei den folgenden geometrischen Untersuchungen nicht nur fiir zwei, sondern auch
fiir drei Vektoren benotigen. Wir erkldren ihn daher gleich fiir beliebig viele, analog zur
obigen Bemerkung 1.

Definition Vektoren vy,...,v,, € R" heiflen linear unabhiingig, wenn aus
Mo+ .. F Ao =0 mit Ay,..., Ay €ER folgt, dass A =...=A, =0.

Dagegen heiflen vy, ..., vy linear abhingig, wenn sie nicht linear unabhingig sind. Das be-
deutet, dass es eine Darstellung des Nullvektors

Mvp+ ...+ Apo =0 gibt mit  (Aq,...,Ay) #(0,...,0).

Die Handhabung dieser Definition erfordert etwas Ubung. Fiir m = 2 und n = 3 wer-
den wir in 0.3.7 eine Charakterisierung mit Hilfe des Vektorproduktes geben. Im Fall
m =n = 3 werden wir in 0.4.4 aus den Komponenten von v1,v,,v3 eine Zahl berechnen,
die tiber die lineare Unabhéangigkeit entscheidet.
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0.3.7 Das Vektorprodukt im R®

Nach dem Lemma aus 0.3.6 sind zwei Vektoren v = (x1,x;) und w = (y1,y2) im R?
genau dann linear unabhéngig, wenn

X1 X2
det = X117 — X211 # 0.
< " y2> 1Y2 2Y1

Es ist eine naheliegende Frage, ob es ein dhnliches Kriterium im R3 gibt. Sind zwei
Vektoren

0= (xl/x2/x3> und w = (]/1/]/2/]/3)

im R3 gegeben, so kann man sie in Form einer ,,Matrix”

A= (xl x2 x3>
yi Y2 Y3
untereinander schreiben. Indem man jeweils eine Spalte streicht, kann man insgesamt
drei Determinanten berechnen, und damit einen neuen Vektor, das Vektorprodukt (oder

Kreuzprodukt)
VX W= (det (xz x3> ,—det (x1 x3) ,det <x1 x2>)
Y2 Y3 yi Y3 oy

= (Xay3 — X3Y2,X3Y1 — X1Y3,X1Y2 — Xay1) € R®

erkldaren. Zwei Fragen stellen sich sofort: Warum wird die zweite Komponente nega-
tiv genommen und was ist die geometrische Bedeutung des Vektors v x w? Eine erste
Antwort darauf geben die folgenden

Rechenregeln Fiir u,v,w € R3 und A € R gilt

1) wxv=—(vXw),insbesondere v X v = o.

2) (uto)xw=uxwt+oxw, uxV+w)=uXxv+uxuw.
A xw=A(vXw)=0v X Aw.

3) (vxwo)=0 und (vxww)=0.

Beweis Es gentigt, die Komponenten der Vektoren in die Formel fiir die Definition des
Vektorprodukts einzusetzen und ganz elementar zu rechnen. Als Bespiel beweisen wir
die erste Regel von 3). Ist v = (x1,x2,x3) und w = (y1,Y2,Y3), so wird

(v x w,v) = (x2y3 — x3y2)x1 + (x3y1 — X1Y3)x2 + (¥1y2 — X2Y1)x3 = 0.
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Regel 3) bedeutet, dass v x w auf v und w senkrecht steht. Bleibt die Frage nach der
Léange und der Richtung von v x w. Der einfachste Fall ist

e1 =(1,0,0) und e, =(0,1,0). Danniste; x e; =e3=(0,0,1).

Vorsicht!  Fiir das Vektorprodukt gilt keine Kiirzungsregel, d.h. aus v x w = v x w’
folgt nicht w = w’. Als Beispiel kann w = v und w’ = 2v mit v # o dienen!

Weiter ist das Vektorprodukt nicht assoziativ: (e; X e1) X e; = 0, aber e1 X (e1 X €3) =
e1 X ez = —ey.

Als erste Anwendung beweisen wir eine Art von Verallgemeinerung des Lemmas 0.3.6.

Lemma 1 Fiir Vektoren v,w € R3 gilt

v,w linear unabhingis & v X w#o.

Beweis Sind v,w linear abhédngig, so konnen wir annehmen, dass w = p - v mit p € R.
Aus den Rechenregeln folgt

vxw=vxp-v=p - (VXV)=p-0=o0.
Sind v, w linear unabhéngig, so ist v # 0; auSerdem ist w 4 p - v # 0 fiir alle p € R. Ist

0= (x1/x2/x3) und w= (yl/yZIyS)/
so konnen wir weiter x; # 0 annehmen. Mit

0= —z—l wird w+p-v=(0,y5,5) # (0,0,0).
1

Wieder nach den Rechenregeln ist
VX (W+pv) =0XWHUVXPV=VXW+0=0XW

Ist etwa y), # 0, so ist somit die dritte Komponente von v x w gleich x1y5 — 0 - xp =
x1y4 # 0, also folgt v x w # o. |

Zusammen mit dem Lemma aus 0.3.6 kann man dieses Ergebnis so beschreiben: Be-
zeichnet v;, w; fiir i = 1,2,3 das Paar von Vektoren, bei dem jeweils die i-te Koordinate
von v, w gleich 0 gesetzt wurde, so sind v, w genau dann linear unabhéngig, wenn min-
destens eines der drei Paare v;, w; linear unabhangig ist.

Vom Standpunkt des Beobachters sieht man das Paar v;, w; ebener Vektoren, wenn man
das rdaumliche Paar v, w aus der i-ten Koordinatenrichtung betrachtet.

Sind die zwei Vektoren v,w € R® linear unabhingig, so sind auch die drei Vektoren
v,w,v X w € R linear unabhingig. Das folgt aus dem allgemeinen
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Lemma 2 [m IR" seien zwei linear unabhingige Vektoren v, w und ein weiterer Vektor u # o
gegeben. Ist u L v und u | w, so sind u,v,w linear unabhingig.

Beweis Angenommen, u,v,w wiren linear abhéngig. Dann gibt es eine nicht triviale Re-
lation
AMu 4+ A0+ Asw = o.
Da v,w linear unabhéngig sind, ist A1 # 0. Also gibt es A, y mit u = Av + pw. Daraus
folgt
(u,u) = (u,Av + pw) = A{u,v) + p{u,w) =0+ 0=0,

und somit u = o, im Widerspruch zur Voraussetzung. u

In der Bemerkung aus 0.3.3 hatten wir gezeigt, dass es zu einem Vektor w € R? mitw # o
bis auf einen Faktor nur einen senkrechten Vektor s gibt. Im IR? gibt es eine dhnliche
Aussage:

Satz Seien v,w € R3 linear unabhingig und sei s € R3 gegeben mit (s,v) = (s,w) = 0. Dann
gibt es ein A € R so, dass
s=A-(vxXw).

Beweis Wir wihlen folgende Bezeichnungen:
v=(ay,az,a3), w= (by,by,b3) und s = (xq,x2,x3).
Die Bedingungen (s,v) = 0 und (s,w) = 0 ergeben die linearen Gleichungen
ayx1 +axxy +azxz3 =0, I

bix1 + byxy + byxs = 0. I

Da v,w linear unabhingig sind, ist v X w # o0 nach dem Lemma 1 , wir kénnen also
a1by — axby # 0 und aulerdem a; # 0 annehmen. Wie wir im Beweis des Lemmas 1 ge-
sehen haben, sind fiir p # 0 auch v,w + pv linear unabhéngig und (s, w + pv) = 0. Setzt
man p ;= — %, so kann man also die Gleichung II ersetzen durch

0- X1+ (ﬂ1b2 — b1(12)X2 + (Fl1b3 - blllg)x:), =0. 1I

Bei jeder moglichen Losung (x1,x2,%3) der Gleichungen I und IT und damit I und II
kann man
x3=A-(a1bp —byay) mit A€R

annehmen, denn das ergibt alle moglichen reellen Werte. Setzt man dieses x3 in II ein,
so erhélt man
Xy = A (b1a3 - a1b3),
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und setzt man schlieSlich diese Werte von x3 und x; in I ein, so ergibt sich

x1 =A-(agbs —bpaz), also s=A-(vXxw).

Dieser Satz ist ein weiteres Beispiel fiir eine scheinbar klare Aussage: Zu zwei linear un-
abhingigen Vektoren im IR? gibt es nur noch eine einzige mogliche senkrechte Richtung.
Wenn man v X w als senkrecht nachgewiesen hat, muss jeder andere senkrecht stehende
Vektor Vielfaches davon sein. Aber vom Standpunkt der analytischen Geometrie muss
man das durch eine Rechnung begriinden.

In 0.3.3 hatten wir die Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ bereits im R" bewiesen.
Fiir n = 3 lohnt es sich, einen weiteren Beweis zu geben, weil er eine wichtige Informa-
tion fiir das Vektorprodukt ergibt.

Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ im R®  Fiir v,w € R gilt
lo x wl[? = [[o]|? - [Jw]|* ~ (v,w).

Insbesondere ist |(v,w)| < ||v|| - ||w|| und Gleichheit gilt genau dann, wenn v, w linear abhingig
sind.

Beweis Man muss nur geduldig rechnen. Mit v = (x1,x2,x3) und w = (y1,y2,y3) gilt
o x w||? = (v x w,v x w) = (xy3 — x3y2)* + (x3y1 — x¥13)* + (x1Y2 — X211)?

= (x1y2)? + (x1y3)* + (xay1)* + (x2y3)? + (x3y1)% + (x3y2)?
— 2(x1x21Y2 + X1X3Y1Y3 + X2X3Y2Y3)

= (2 +x3+23) (3 + 3 +y3) — (x1y1 + X2y2 + X3y3)?

= [o]|? - wl]* — (v, w)%.

Wegen der Monotonie der Quadratwurzel folgt | (v, w)| < ||v]| - ||w||. Gleichheit gilt ge-
nau dann, wenn ||v x w|| = 0; nach dem Lemma 1 ist das gleichwertig mit der linearen
Abhéngigkeit von v und w. |

Nun sieht man, dass sich obiges Lemma 1 auch aus dem allgemeinen Zusatz zu
CAUCHY-SCHWARZ in 0.3.4 folgern lasst.

In 0.3.3 hatten wir fiir von o verschiedene Vektoren v,w € IR" einen Winkel

9= «(v,w) €[0,7t] erkldrt, so dass (v,w) = ||v]| - ||w|| - cos®.
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Also folgt im R®
loxwl* = ol? w]* - (o,w)?
= [ol?- [[w]*- (1—cos®®)
= ol Jw|?- sin*8.
Korollar 2 Fiir o # v,w € R3 gilt ||[v x w|| = ||| - |w]| - | sin<(v,w)]. [

Damit ist eine geometrische Beschreibung des Vektorprodukts klar:

1. v x w steht senkrecht auf v und w

2. Die Linge von v x w ist gleich ||v| - ||w|| - sin4(v,w), das ist die Fliche des von v und
w aufgespannten Parallelogramms. Diese Flichenberechnung wird in 3.1.2 genauer
erldutert.

Durch diese beiden Eigenschaften ist v x w bis auf das Vorzeichen bestimmt. Um zu
erkldren, welches von beiden zu wahlen ist, benétigt man den Begriff der , Orientie-
rung” im Fall, dass v, w linear unabhéngig sind:

3. v,w,v X w sind ,gleichorientiert” mit ey, ey, e3.

Geometrisch bedeutet das, dass das , Dreibein” v,w,v X w stetig in ej,ep,e3 tiberfiihrt
werden kann (vgl. dazu [F1y, 3.4]).

Die naheliegende Frage, warum man das Vektorprodukt nicht besser durch die oben an-
gegebenen drei geometrischen Eigenschaften erklart, hat sich damit beinahe von selbst
beantwortet. Die rein algebraische Definition ist viel einfacher und préziser; sie bedarf
allerdings der geometrischen Interpretation. Interessante Anwendungen des Vektorpro-
dukts folgen in den ndchsten Abschnitten.

Fiir eine spdtere Anwendung in 5.3.8 notieren wir noch die sogenannte

GRASSMANN-Identitit Fiir Vektoren u,v,w € R3 gilt

(uxv)xw=(uw) -v— (v,w)-u.

Beweis Ist u = (x1,x2,%3),v = (y1,Y2,y3) und w = (z1,22,23), so kann man elementar
ausrechnen, dass beide Seiten der Identitdt gleich dem Vektor

(xvay1z0 + X3y123 — X1Y2Z2 —  X1Y3Z3,
X1Y2z1 + X3Yy2z3 — XoY1Z1 — X2Y3Z3,
X1y3z1 + XoYaza — X3y1z1 — X3)az2) €ERP

sind. Wer besser verstehen will, was sich hinter der Rechnung verbirgt, moge die Iden-
titat in den Spezialféllen tiberpriifen, in denen fiir u, v, w beliebige Kombinationen der
Basisvektoren ey, ey, e3 eingesetzt werden. [ |
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0.3.8 Abstand von Geraden

In diesem letzten Abschnitt zum Thema Geraden wollen wir uns mit der gegenseiti-
gen Lage von zwei Geraden im R® beschiftigen. Um die moglichen Fille parallel, mit
Schnittpunkt oder windschief algebraisch charakterisieren zu koénnen, ist es von Nut-
zen, den in 0.3.4 eingefiihrten Begriff der linearen Unabhédngigkeit zu benutzen.

Gegeben seien zwei Geraden
L=v+R-w und L'=¢ +R-o

im R3, wobei wie immer w # o und w’ # o vorausgesetzt ist. In Bemerkung b) aus 0.2.2
hatten wir ein Kriterium dafiir angegeben, dass L = L'.

Allgemeiner sind L und L’ nach 0.2.2 genau dann parallel, wenn w und w'’ linear ab-
hiangig sind. Wieder nach 0.2.2 sind parallele Geraden mit einem Schnittpunkt gleich.

Sind L und L' nicht parallel, so kdnnen sie einen einzigen oder keinen Schnittpunkt
haben. L und L’ heilen windschief, wenn sie nicht parallel sind und wenn LN L' = @.

Lemmal L=0v+R-w und L'=v +R-w'imR®sind genau dann windschief, wenn

(v —v), w, w' linear unabhiingig sind.

Beweis Um die Logik des Beweises ganz klar zu machen, schreiben wir die Behauptung
noch einmal auf:

w,w’ linear unabhéngigund LNL'=2 <« (v —v),w,w’ linear unabhingig.

,=" Sind (v' — v),w,w’ linear abhéngig, so gibt es eine nicht triviale Linearkombinati-
on

AMo' —0)+ pw+ p'w’ = o.
Ist A #0, so folgt

/

v—%w:v’—l—%w',

das ist ein Schnittpunkt von L und L". Ist A =0, so ist (y, #') # (0,0) und somit sind w, w’
linear abhédngig.

,<=" Sind w,w’ linear abhingig, so sind auch (v — v),w,w’ linear abhingig. Ist
LNL' #@,s0gibtes j,p’ mit

v+pw="1v+p'w, also (v —v) — pw + p'v’ =o.

Also sind (v' — v),w,w’ linear abhéngig. ]
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So, wie wir in 0.3.5 den Abstand eines Punktes von einer Geraden als minimalen Ab-
stand erklart hatten, konnen wir nun fiir Geraden L,L’ C R” den Abstand

d(L,L") :=min{d(u,u'):uecLu L'}

erkldren, wobei noch nicht nachgewiesen ist, dass dieses Minimum existiert. Das kann
man mit Hilfe der Differentialrechnung erledigen, indem man

L=v+Aw, L =¢+Nu

setzt und die Funktion 6(A,A) :=d(v + Aw,v’ + A'w’) von den zwei Verdnderlichen
A, A" untersucht. Einfacher geht es mit dem guten alten Satz von PYTHAGORAS.

Lemma 2 Seien L=v+R-wund L' =v' + R - w' Geraden im R", wobei n > 2.
Angenommen uy € L und u{) € L’ sind Punkte derart, dass

ugy — ug senkrecht zu w und w'

ist. Dann ist d(L,L") = d(ug, u().

Kurz ausgedriickt: Das Minimum wird in den FuSpunkten eines gemeinsamen Lotes
angenommen. Wie man ein gemeinsames Lot finden kann, wird anschliefiend tiberlegt.

Beweis Haben L und L’ einen Schnittpunkt, so ist ug = ufy und d(L,L") = 0; es geniigt
also, den Fall ug # u(, zu betrachten. Da v in L und ¢’ ind L’ beliebig gewéhlt werden
konnen, gentigt es,

d(ug,uf) <d(v,0")

zu beweisen. Im ersten Schritt bestimmen wir wie in 0.3.5 den Fufipunkt vy des Lotes
von v’ auf L. Dann ist

(v —vp,w) =0 und d(v,L)=d(v,vp)

nach PYTHAGORAS.




48 0 Lineare Geometrie im n-dimensionalen reellen Raum

Im zweiten Schritt betrachten wir das Dreieck mit den Ecken vg,v',7 := vy + uf, — uy.
Um zu zeigen, dass es einen rechten Winkel an der Ecke v hat, ist nachzurechnen, dass
die Vektoren

-0 =vg—up+uy—7 und T—vy=uj— u

aufeinander senkrecht stehen. Das ist jedoch klar nach der Voraussetzung tiber 1 — i,
und da
vo—up=Aw, uf—0 =NNw.

Wieder mit PYTHAGORAS und nach Definition von v folgt

d(u()/u(/)) = d(vO/a) S d(vO/Ul) S d(vlvl)'

Sind zwei Geraden L,L’ C R" parallel, so kann man
L=v+R-w und L'=¢v+R-w

schreiben. Daher ist d(L,L") = d(v,L’). Fiir nicht parallele Geraden beschrinken wir
uns auf den R, da in diesem Fall das gemeinsame Lot mit Hilfe des Vektorprodukts
gefunden werden kann.

Nun wollen wir fiir windschiefe Geraden
L=v+R-w und L'=v+R-w im R3

die FuBpunkte uy € L und u(, € L’ des gemeinsamen Lotes und den Abstand d(L,L")
berechnen. Zunéchst ist nach dem Satz aus 0.3.7

up—ug=205-(wxw'), also d(L,L")=|5"[wxw].
Istug=v+Agw und uj=70"+ Ajw, so folgt
J-(wxw) =0 —v+ Ajw — Agw. ()

Aus dieser Gleichung fiir Vektoren im R® kann man nun die drei Werte von 6,1 und
A{ herauskitzeln. Um ¢ zu erhalten, bildet man in (x) das Skalarprodukt mit w x w’. Das
ergibt

(v —v,wx w')

§-wxw?= @ —v,wxw), also &= T x |

[(v —v,w x w)|
[ x w'||

Daraus folgt d(L,L') =

Um Ag zu erhalten, multipliziert man (*) zunéchst von links vektoriell mit w’:

S-(w' x (wxw))=w x (v —0v)+ Ag(w x w').
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Bildet man in dieser Gleichung das Skalarprodukt mit w x w’, so erhélt man

() —v) xw',wx w')
lw x w'|?

0= (w x (v —v),wxw) + Ag|lw x w'|?, also Ag=

Analog erhélt man, indem man zuerst mit w multipliziert,

(v —v) x w,w x w')
[ x w2

A=

Das ging erstaunlich flott, aber man sollte sich nicht zu friih freuen: Wir haben mit Vek-
toren multipliziert, da gilt keine Kiirzungsregel! Also erhalten wir zunéchst nur not-
wendige Bedingungen fiir Ay und Aé. Das heifit: Angenommen, die FuSpunkte existie-
ren, dann miissen Ay und A, die berechneten Werte haben. Um die Existenz sicherzu-
stellen, definiert man
ug:=v+Adw,  uj:=09 +Aw,
wobei Ag und /\6 durch die errechneten Briiche definiert sind und priift nach, dass
(ug — uf,w) = (ug — uj,w') =0.

Diese kleine Strafarbeit wollen wir hier nicht ausfiihren. Mit Hilfe von etwas Theorie ist
der Nachweis ganz einfach (vgl. [F1;, 6.2.8]).

Wir fassen das Ergebnis noch einmal zusammen:

Satz Seien L=v+ R-w und L' = ¢ + R - w' windschiefe Geraden im R3. Dann gibt
es eindeutig bestimmte Fufipunkte ug € L und ujy € L' eines gemeinsamen Lotes und es ist
d(L,L") = d(ug,uf). Weiter gilt

(v —0v) x w',w x w')
lw > w’|[2

ug=0v+Aw mit Ay=

7

'—v) xw,w x w)
!/ / )L, / t A/ <(U 'U) 4
uy =0+ Agw’ mit Ay= T < 0|2 ,

[(v —v,w x w)|

Beispiel Fiir L =(0,0,0) +R-(1,0,0) und L' = (0,0,1) + R - (1,1,2) ist
up=(—2,0,0), up=(-2,-%1) und d(LL')=1v5=0.447....
Wie wir oben bemerkt haben, muss man sich tiberzeugen, dass Fuffpunkte 1y € L und

uj, € L eines gemeinsamen Lotes tatsidchlich existieren. Es gibt ein klassisches elemen-
tares Beispiel, wie man ohne Kldrung der Existenz Unsinn beweisen kann.
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PERRONsches Paradoxon  Angenommen, in N* = {1,2,...} gibt es eine grofite Zahl n.
Dann ist n = 1.

Beweis Fiirn > 1 ist

n=n-n>n-1=n.

Da es nach der Annahme ein grofites n gibt, muss n = 1 sein! |

Dieser Beweis ist vollig korrekt, aber die Annahme, dass eine grofite Zahl existiert, ist
natiirlich Unsinn: Fiir jedes n € Nist n +1 > n.
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0.4 Ebenen

0.4.1 Ebenen im R”

Eine Gerade im R" hat einen Aufhdngepunkt v und einen Richtungsvektor w; fiir eine
Ebene benttigt man neben v zwei linear unabhingige Richtungsvektoren wy, w».

Definition Eine Teilmenge E C R" heifst Ebene, wenn es v,wy,wy € R™ gibt, so dass wy,w,
linear unabhingig sind und
E=v+R- -w +R-w,.
Dabei bedeutet
v+R-wy+R-wpy:={uecR": Esgibt A;,A\y € R so,dass u =v+ Ajw; + Awy }.

Diese Beschreibung von E nennt man Parameterdarstellung, Parameter sind die Zahlen
A1,A2. Zu E gehort

EO =R w1 +R- Wy 1= {)\17/(]] +)\2w2 : Al/AZ € R}/

die Menge der Linearkombinationen von w; und wjy, das ist eine Ebene durch den Ur-
sprung o.

wr

w1

In R! sind je zwei Vektoren linear abhéngig. Sind wy,w, € R? linear unabhéngig, so
kann man leicht sehen, dass R - w; + R - wp = R? (das sei dem Leser zur Ubung
empfohlen). Also ist die Untersuchung von Ebenen im R” nur fiir n > 3 interessant.

In 0.2.2 hatten wir mit etwas Rechnung gekladrt, wann zwei Geraden L = v + R - w und
L' =7v' + R - ' gleich sind. Ein analoges Problem stellt sich fiir zwei Ebenen:

E=v+R-wy+R-w, und E' =0 +R-wj+R-w)
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im R". Um dabei die Rechnung zu vereinfachen, ist ein wenig theoretischer Hinter-
grund hilfreich. Zunichst ein fiir die lineare Algebra grundlegender Begriff:

Definition Eine Teilmenge W C R" heifit Untervektorraum, wenn W # @ und fiir beliebige
w,w' € Wund A € Rauchw +w' € Wund A -w € W gilt.

Kurz ausgedriickt: W darf nicht leer sein, und muss abgeschlossen sein unter Addition
und Multiplikation mit Skalaren.

Beispiele Wir geben einige Teilmengen W C R? an; der Leser moge priifen, welche
der Bedingungen fiir einen Untervektorraum erfiillt sind.

. W= {0} oder W =TR?.

. W={v} mitv+o.
W=v+R-wmitw+#ound v=o0oder v #o.
. W={(xy) ER?*: x-y>0}.
.W={(x,y) ER? : x€Zundy € Z}.

Ol = W N =

Als Untervektorraume bleiben nur {0}, v + R - w mit v = 0 und IR%. Ein weiteres Beispiel
im R"” erhilt man aus folgender

Bemerkung SeiE=v+R-w;+R-wy CR" eine Ebene und Ey :=R - w; + R - w».
Dann gilt:

a) Eg C R" ist ein Untervektorraum.

b) Ey=V:={u—u':uu’ €E}, dasistdie Menge der Differenzen aus E.

Aus b) folgt insbesondere, dass der Untervektorraum Ey durch die Ebene E eindeutig
bestimmt ist, d.h. dass er nicht abhéngt von der Auswahl der Vektoren w; und w,.

Beweis a) Eg+#@,denno=0-w;+0-wy € Ej.
Fiir w = AMqwy + Apwy und w' = pywy + powp und A € R? folgt

w+w' = (M + p)wy + (A + p2)wy € By und
/\(/\17/(]1 + )\2&]2) = (A/\l)wl + (/\/\z)wZ € Ey.

b) EyCV: Istwe€Eysofolgtv—weE, alsow=v—(v—w)eV.
VCEy Istu—u'e€V,sofolgtu=v+wundu =v+w mitw,w' € Ey,
alsou —u' =w —w' € E. ]

Mit Hilfe des Untervektorraums Eg kann man erkldren, wann zwei Ebenen E,E’ C R"
parallel sind:
E|E' & Ey=E.
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Nun kann man Parametrisierungen E = v 4+ R - w; + R - wy = v 4 Ey von Ebenen ver-
gleichen.

Lemma a)Ist E =0+ Ey C R" eine Ebene und v' € E beliebig, so ist auch
E=v+ Ep.
b) Fiir Ebenen E = v + Eq und E' = v' + E|) gilt

E=E <& Ey=E) und ENE #0.

Anders ausgedriickt: Eine Parameterdarstellung einer Ebene E ist festgelegt durch einen
beliebigen Punkt v € E und den Untervektorraum Ej. Zwei parallele Ebenen sind genau
dann gleich, wenn sie sich schneiden.

Beweis Teil a) folgt sofort aus
v+w=0+((v-0)+w) und V+w=0v+((¢—0)+w).

wobei w € E. In Teil b) ist ,=" klar nach obiger Bemerkung. Fiir die andere Richtung
wihle man v € EN E’. Dann ist nach a)

E=v+Ey=v+Ey=0 +E,=E.

Eine Gerade L C IR" ist festgelegt durch zwei verschiedene Punkte v,v; € L; es ist
L=v+R- (v —0).

Zur Festlegung einer Ebene E braucht man drei Punkte v,v1,v, € E, die nicht auf einer
Geraden liegen. Wie man schnell sieht, ist das gleichbedeutend damit, dass v; — v und
vy — v linear unabhéngig sind. Also erhdlt man aus obigem Lemma das

Korollar Durch drei Punkte v,v1,v, € R", die nicht auf einer Geraden liegen, geht genau
eine Ebene E, nimlich
E=v+R-(v1—v)+R- (v, — ).

Beweis Wir setzen wq := v1 — v und wp := v, — v. Da

v1=v+wund vy =0+ wy,
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giltv,v1,v; € E.Ist E' =v' + R - w] + R - w), mit linear unabhingigen w},w) eine weitere
Ebene mit v,v1,7, € E/, soist E' = E zu zeigen. Nach dem Lemma kann man zunéchst
v’ = v setzen; dann bleibt zu zeigen, dass

Efj=E), dh R-wj+R-w)=R-w;+R-w,.

Da wq und w, auch Differenzen aus E’ sind, gilt Ey C Ej). Also gibt es Darstellungen

wy = awy + bw) (%)
wy = cw) + dwy

mit a,b,c,d € R. Dabei muss ¢ := ad — bc # 0 sein, denn andernfalls wiren wq und w;
linear abhéngig: Ist etwa a # 0, so wiirde aus ¢ = 0 folgen, dass w, = Fw;.

Aus (x) folgt durch einfache Rechnung

dwy — bwy = dw,

—cwy + awy = Sw.

Da 6 # 0, folgt Ejy C Ey; also ist Ej = Ej. [

Die gerade bewiesene Aussage, dass durch drei Punkte, die nicht auf einer Geraden
liegen, genau eine Ebene geht, steht in engem Zusammenhang zu der in 0.2.2 gezeigten
Aussage, dass durch zwei verschiedene Punkte genau eine Gerade geht. Hinter diesen
Aussagen ist der noch nicht prazisierte Begriff der ,Dimension” versteckt: Eine Gerade
hat die Dimension 1, sie ist durch 2 verschiedene Punkte bestimmt; eine Ebene hat die
Dimension 2, dafiir benttigt man 3 Punkte in ,,allgemeiner Lage”.

Wenn in Kapitel 2 die Eigenschaften der ,,Dimension” eines Vektorraumes benutzt wer-
den konnen, wird der oben gerade zu Ende gefiihrte Beweis von E) = Ej ganz einfach
werden: Eg und E| sind Vektorrdume gleicher Dimension (ndmlich 2), also folgt Ej = Eg
aus E(/) C Ey. Dies als kleiner Vorgeschmack auf den Nutzen der allgemeinen Theorie,
mit deren Hilfe viele kleine und auch grofiere Rechnungen vermieden werden konnen.
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Fiir n > 3 gibt es im R" windschiefe Geraden. Analog nennt man Ebenen windschief,
wenn sie nicht parallel sind und sich nicht schneiden. Das ist erst ab n > 4 moglich, ein
einfaches Beispiel im R* ist

E:=R-¢e;+R-ep und E:=e;+R-e;+R-e;.

Der Fall von Ebenen im IR® wird im folgenden Abschnitt behandelt.

0.4.2 Ebenenim R3

In 0.2.3 hatten wir gesehen, dass sich eine Gerade L C IR? durch eine lineare Gleichung
beschreiben ldsst. In diesem Abschnitt wollen wir eine analoge Aussage fiir Ebenen im
R? zeigen.

Satz Eine Teilmenge E C R3 ist genau dann eine Ebene, wenn es a1,a3,a3,b € R gibt, so dass
(a1,a2,a3) # (0,0,0) und

E = {(xl,xz,xg,) eR3: a1x1 + axxp + agxz = b}.

Beweis Es sind zwei Richtungen zu beweisen:

1. Aus einer Parameterdarstellung E = v + R - w; + R - wp muss man passende Koeffi-
zienten aq,a,a3,b flir eine lineare Gleichung finden.
2. Aus einer linearen Gleichung muss man eine Parameterdarstellung bestimmen.

Um nicht zu viel von Hand ausrechnen zu miissen, benutzen wir ein Ergebnis, das
spater mithelos aus der allgemeinen Theorie folgen wird.

Lemma Sei (a1,a2,a3) # (0,0,0) und
L:={(x1,%2,%3) € R?:a1x; + apxy + azx3 = 0} C R

die Menge der Losungen der linearen Gleichung. Dann ist L C R® ein Untervektorraum. Hat
man zwei linear unabhingige Vektoren wy,w, € L gefunden, so folgt

L=R-w;+R-w,. [

Mit der spéter eingefiihrten Terminologie wird gezeigt, dass die Lésungsmenge L C R?
in diesem Fall stets ein 2-dimensionaler Untervektorraum ist.
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Ad 1. Zunichst bestimmen wir die Koeffizienten einer linearen Gleichung der Ebene
Eo =R -wq + R - w,. Der Kniff ist dabei, die gesuchte Gleichung als Skalarprodukt von

S 1= (alra2!a3) und x:= (X1,x2,x3)

zu betrachten. Sie lautet dann (s,x) =0, d.h. s L x. Daher gibt es nach 0.3.7 den offen-
sichtlichen Kandidaten

s:=wy X wy = (ay,as,a3) # (0,0,0).
Definieren wir nun
L:={x€R>:ayx; +ax, +azx3 =0} = {x € R3:5 L x},
so ist Eg = L zu zeigen. Eg C L ist klar, denn
(s,Mw1 + Aqwy) = Aq(s,wy) + Az (s,w2) =0+ 0=0.
Nach dem obigen Lemma folgt Ey = L.

Nebenbei bemerkt kann man nun auch die geometrisch klare Aussage, dass Ej eine
echte Teilmenge von R ist, algebraisch nachweisen: Nach dem Lemma 2 aus 0.3.7 sind
s,w1, W linear unabhéngig, also ist s ¢ Ey.

Um eine Gleichung fiir E = v + Ej zu finden, gentigt es, b := (s,v) zu setzen, denn

xeEEex—v€EE < 0=(s,x—0v) = (s,x) — (s,0) = (s,x) — b.

Ad 2. Sei zunichst
Ey:= {(Xl,X2,JC3) S IRB 1a1X1 + arxy + azxz = 0},

wobei (a1,a3,a3) # (0,0,0). Gesucht ist eine Parametrisierung von Ep; genauer gesagt
suchen wir linear unabhingige Vektoren wq,w, € Ey.

Wir kénnen a; # 0 annehmen. Setzen wir x, =1 und x3 = 0, so lautet die Gleichung
az az
a1x1 +a, =0, alsofolgt x; = - und wqp:= <_a’1'0> € E.
1 1
Mit x, = 0 und x3 = 1 erhalten wir
as as
a1x1 +a3 =0, alsofolgt x= - und wp:= (a’0'1> € Ep.
1 1
Es ist ganz einfach zu sehen, dass w; und w; linear unabhéngig sind: Ist

AMwy + Aywy = (—)\1612 - )\2013,/\1,/\2) =(0,0,0),
ay ay
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so folgt sofort A; = Ay = 0. Schlief3lich folgt aus dem obigen Lemma
Eo=R-w; +R-w,.

Ist nun E = {(x1,x2,%3) € R® : a;x; + asxp + azx3 = b} mit a; # 0, so kann man
xp = x3 = 0 setzen und erhilt aus

b
a1x; =b dieLdsung v:= (a—,0,0) € E.
1

Setzt man wieder s := (a1,ap,a3), so ist (s,v) = b, also
v+weE << weE), undsomit E=v+E.

Aus dem obigen Satz und den im Beweis benutzten Argumenten kann man einige wich-
tige Folgerungen ableiten. Zundchst ein Analogon zur Bemerkung aus 0.2.3, die Gera-
den in R? betraf.
Korollar 1 Gegeben seien im R3 mit x := (x1,x,x3) Ebenen

E:={x€R®: ayx; +ayx; +azxz3 =b} und

E':={x €R®: ajx; +abxy +ajx3 =1}
wobei s := (ay,a2,a3) # o und s’ := (a,a},a%y) # o, sowie b,b’ € R beliebig. Dann gilt:

E' =E & esgibtein o € R*, sodass (a},ah,a5,b') = 0 (ay,a2,a3,b).

Beweis Zunéchst kann man die definierenden Gleichungen einfacher schreiben:
E: (s,x)=0b, Ep: (s,x)=0, E': (s, x)=0, Ej: (s,x)=0.
<" Folgt sofort aus (s’,x) — b’ = o((s,x) — D).

,=" Aus E' = E folgt E{ = Ey, sei Eg = R - w1 + R - wy mit wy,w; linear unabhéngig.
Nach dem Satz aus 0.3.7 ist

s=Awy x wy) und s’ = A (wy x wp) mit A, A" € R¥.
Daraus folgt s’ = os mit o = )‘7/ Mit einem beliebigen Punkt v € E = E’ erhilt man
b =(s',v)=0(s,v)=0-b. |

Wie wir in 0.4.2 gesehen hatten, gibt es im R” ab n > 4 Ebenen, die nicht parallel sind
und sich nicht schneiden. Im R3 ist das anders:
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Korollar 2  Seien wie oben die Ebenen E und E' C R3 gegeben durch die Gleichungen
(s,x) =bund (s',x) =b'. Dann gilt:

a) E| E' < sunds' € R®sind linear abhiingig.
b) Sind E,E' nicht parallel, so ist L := E N E eine Gerade, und es gilt

L=v+R-(sxs),

wenn v € L beliebig gewihlt ist.
c) SindE=v+R-wy +R-wp und E' = v+ R - w| + R - w) nicht parallel, so ist

ENE =v+R- ((wy x wp) x (w] x wh)).

Man kann also einen Richtungsvektor der Geraden E N E’ ganz einfach aus den Koeffi-
zienten von Gleichungen fiir E und E’ berechnen.

Eo E
R-w L
E} E
o

Beweis a) ist klar nach Korollar 1.

Zub) Sind E, E' nicht parallel, so sind s,s’ nach a) linear unabhéngig. Aus den Gleichun-
gen fiir Ey und E{) erhilt man

weENEy<wlsundw L.

Nach dem Satz aus 0.3.7 folgt Eg N Ej =R - (s x s"). Wie wir gleich anschliefend in 0.5
beweisen werden, haben die beiden Gleichungen fiir E und E’ eine gemeinsame Losung
v € ENE’. Somit ist

E=v+EyundE' =v+Ej) alsoENE =v+ (EgNE)) =v+R- (s xs),

das ist eine Gerade.
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c) folgt sofort aus b) und der Konstruktion der Gleichungen in obigem Satz. Man beach-
te dabei, dass das Vektorprodukt nicht assoziativ ist! [ |

Beispiel Die beiden Ebenen seien gegeben durch folgende Gleichungen:

E: 2x1+x—x3=1, also s=(2,1,-1),
E': 3xp +x3=2, also s =(0,3,1).

Dannists x s’ = (4,—2,6). Umirgendeinen Punkt v € EN E’ zu finden, setzen wir x3 = 0.
Dann ist

3xp =2, also xp= % nach der zweiten Gleichung und
1
6

2x1 + % =1, also x1= nach der ersten Gleichung.

Insgesamt folgt ENE' = (},3,0) + R+ (2,—1,3).

0.4.3 Abstand eines Punktes von einer Ebene

Ist E C R3 eine Ebene und u € R3 ein beliebiger Punkt, so ist der Abstand von u nach E
erklart als
d(u,E) := min{d(u,v) :v € E}.

Es ist geometrisch ziemlich klar, dass dieses Minimum existiert und dass es angenom-
men wird fiir den FufSpunkt vy € E des Lotes von u auf E. Wir wollen das prézise be-
griinden und die altbekannte Formel fiir die Berechnung des Abstandes herleiten.

u
A S ‘
51
a
E
(@]
o

Eg

Nach Definition steht ein Vektor s € R3 senkrecht auf E, in Zeichen s | E, wenn

(s,o' —v) =0 firallev,v' €E,
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d.h. wenn er auf allen Differenzen aus E senkrecht steht. st E=v+ R -w; + R - w; in
Parameterdarstellung gegeben, so bedeutet das nach der Bemerkung aus 0.4.1, dass s
senkrecht auf Eg = R - wq + R - w» steht, d.h.

(s,wy) = (s,wa) =0.
Da wy,w; als linear unabhéngig vorausgesetzt waren, folgt aus dem Satz in 0.3.7, dass
sLE & s=A-(w Xw).

Ein Vektor heif$t Normalenvektor von E, wenn er auf E senkrecht steht und die Norm 1
hat. Demnach gibt es dafiir genau zwei Moglichkeiten, ndmlich

1

= — - (W1 X W» ).
T ] (0L % ©2)

51

Wie wir in 0.4.2 gesehen hatten, kann man einen Normalenvektor auch ganz einfach
aus der linearen Gleichung
a1x1 + axxy +aszxz3 =>b

fiir E erhalten. Man setzt s := (aq,a3,a3), und

1 1 .
1= Tl -s = (a},ab,a4), also a,= i mit 0:= \/a? +a}+a,

ist ein Normalenvektor von E.

Nun zeigen wir, dass es zu einer Ebene E C R® und einem beliebigen u € IR® einen ein-
deutig bestimmten Fufipunkt v € E des Lotes von u auf E gibt. Angenommen man hat
s0 ein vg, dann ist fiir ein beliebiges v € E nach dem Satz von Pythagoras im rechtwink-
ligen Dreieck mit den Ecken u,v und vy

d(u,vg) < d(u,v).

Also wird das Minimum in vy angenommen und es ist d(u,E) = d(u,vp). Um vy zu
finden, benutzen wir, dass es ein p € R geben muss mit

U—99=p-s1.
Dau—v=(u—1vy) + (vo — v), folgt durch Bildung des Skalarprodukts mit s;
(s1,u —v) = (s1,u —vg) +0=(s1,0-51) =p(s51,51) = p-

Man kann also den Faktor p mit jedem beliebigen v € E ausrechnen, der Fufipunkt ist
dann durch vy := u — p - 51 eindeutig bestimmt. Sicherheitshalber sollte man noch einmal
nachrechnen, dass dieses vy in E liegt und dass (1 —vg) L E. Wir fassen das Ergebnis
zZusammen:
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Satz Sei E C R3 eine Ebene,v € E, u€R3 beliebig und s1 € R3 ein Normalenvektor von E.
Ist

p:=(s1,(u—0)), sogilt d(ukE)=]|p|
Der FufSpunkt des Lotes von u auf E ist vg =u — p - s1. |

Offensichtlich ist u € E genau dann, wenn d(u, E) = 0. Das ergibt als Korollar die

HEessEsche Normalform einer Ebenengleichung Ist E C R3 eine Ebene, s; € R3 ein
Normalenvektor von E und v € E beliebig, so ist

E={ueR3: (s1,(u—0)) =0} [

Wie wir oben gesehen haben, kann man eine beliebige Gleichung

a1x1 + apxy +azx3 = b  auf Normalform ajx; + ayxy + asxs =1’

bringen, indem man mit o := /a% + a3 + a3

P i=1,2,3 und b/:E
o o

setzt. Offensichtlich ist dann |b’| = d(o, E).
Beispiel Ist E:= {(x1,x,x3) € R® : 631 —2x +3x3 =27} und u := (1,4 — 2), so folgt
s1=14(6,-2,3), d(u,E)=5 und d(o,E)=7%.

0.4.4 Das Spatprodukt

In den vorhergehenden geometrischen Uberlegungen hatten wir schon ofters ein
Skalarprodukt mit einem Vektorprodukt gebildet. Wir wollen nun die geometrische Be-
deutung der aus Vektoren u,v,w € R? entstehenden Zahl

(u,v x w) € R,
dem Spatprodukt von u,v,w, untersuchen.
Zundchst spannen die beiden Vektoren v,w ein Parallelogramm
P:={Av+uweR}: 0<A<1und 0<pu<1}
auf. Mit Hilfe von Korollar 2 aus 0.3.7 sieht man, dass der Fldcheninhalt von P gleich

L(P) = o] - [[w]| - |sin £(v,w)| = [lv x w]|
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ist. Nimmt man den Vektor u dazu, so erhdlt man den Spat

S:={Mo+pwt+puecR¥: 0<A,pu,p<1}.

Bezeichnet I3(S) den Rauminhalt von S, so behaupten wir

I3(8) = [(u,0 x w)l.

Nach den elementaren Regeln fiir Inhalte ist

I(S) = L(P) - h,

wobei I die Hohe von S bezeichnet. Sind v,w linear abhédngig, so ist v x w = o und
I3(S) = L(P) = 0. Andernfalls ist E=R - v + R - w eine Ebene und # ist gleich dem
Abstand von u nach E, nach 0.4.3 folgt

h=|(u,s1)|, wobei s =

[0 w]|

Insgesamt ergibt sich

I3(8) = [lo x w| - [{w,51)] = [(u,0 x w)].

Damit ist folgende Aussage geometrisch plausibel:

Lemma Fiir u,o,w

€ R3 gilt

(v X w).

u,v,w linear unabhingig < (u,v x w) #0.

Beweis Wir geben zunéchst an, wie man das Spatprodukt explizit ausrechnen kann. Ist

u=(x1,x2,%3), v="_(y1,¥2,y3), w=(21,22,23),
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so erhdlt man nach der Definition des Vektorprodukts

(u,v x w) = x1(y223 — y3z2) — x2(y123 — Y3z1) + x3(Y122 — Y221)
= X1Y223 + XoY321 + X3Y1Z2 — X3Y2Z1 — X2Y123 — X1Y322-

Durch diese Summe von Produkten kann man die Determinante der Matrix

X1 X2 X3
Vi Y2 Y3
Z1 Z2 Z3

erklaren. Wie man daran sieht, ist das Ergebnis ziemlich symmetrisch in den Vektoren
u,v,w, was in der Definition des Spatprodukts zunéchst nicht klar war. Wenn man die
Vorzeichen genau betrachtet, findet man die Regeln

(u,v x w) = (v,w x u) = (w,u X v)
= —(u,wxv)=—(w,v X u)=—{(v,uXxw). (%)

Damit kann man den Beweis ziigig abschliefSen. Sind u, v, w linear unabhéngig, so ist
E=R:-v+ R-w eine Ebene durch o und u ¢ E. Also folgt nach dem Satz aus 0.4.3

1
0 * d(u,E) = W|<M,U X w>|

Sind u, v, w linear abhingig, so gibt es eine nicht triviale Linearkombination
Av 4+ yw + pu = o.

Istetwap#0,sofolgtu € R-v+R-wund (4,0 x w) =0. Istnur A # 0 oder u # 0, so
beniitze man die Regel (kx). [

Die lineare Unabhéngigkeit mit Hilfe des Spatinhalts zu priifen ist geometrisch sehr
plausibel, aber die Berechnung der Determinante ist etwas unangenehm. Aufierdem
will man ja dabei gar nicht den genauen Wert des Inhalts nennen, es gentigt zu wis-
sen, ob er Null ist oder nicht. Verfahren mit weniger Rechenaufwand, die auch im R"
ausfithrbar sind, werden wir in 2.1.4 beschreiben.
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0.5 Lineare Gleichungssysteme

Schon in den vorhergehenden Abschnitten waren ofters lineare Gleichungen aufgetre-
ten, deren Losungen zu ermitteln waren. Wir wollen nun eine sehr explizite allgemeine
Methode zur Losung von Systemen linearer Gleichungen beschreiben.

0.5.1 Zwei Geraden in der Ebene

Um den geometrischen Hintergrund des allgemeinen Losungsverfahrens ganz deutlich
zu machen, geben wir ein sehr einfaches Beispiel in der Ebene IR? mit Koordinaten (x,y).
Gesucht sind alle Punkte (x,y) € IR?, die den beiden folgenden Bedingungen geniigen:

(1) x—-y = 1,
(2) 2x—y = 3.

Geometrisch gesehen beschreiben die Gleichungen zwei Geraden Lq,Ly C RZ, als Lo-
sung ist ein einziger Schnittpunkt zu erwarten. Am einfachsten ist es in diesem Fall,
wenn man y = x — 1 aus Gleichung (1) in Gleichung (2) einsetzt. Das ergibt

x=2, alsoy=1 und (xy)=(21)

ist der Schnittpunkt. Bei mehreren Unbekannten und Gleichungen wird dieses Verfah-
ren der Substitution schnell uniibersichtlich; besser ist das Verfahren der Elimination.
Dazu ersetzt man die Gleichung (2) durch (2)' = (2) — 2 (1), das ergibt

(1) x—y = 1
2) y = 1

(2)" ergibt sofort y = 1, in (1) eingesetzt erhélt man x = 2.

Das funktioniert sehr gut, aber es bleibt die Frage zu kldren, warum man die Gleichung
(2) durch (2)’ ersetzen darf. Dazu betrachten wir zundchst fiir ein beliebiges A € R die
Gleichung

2r=2)+A-(1): C+M)x—(1+N)y=3+A.

Das ist die Gleichung einer Geraden L, ,, sie geht offensichtlich fiir jedes beliebige A € R
durch den Schnittpunkt (2,1) von Lj und L. Es bleibt zu zeigen, dass sich auch L; und
L, fiir alle A € R nur in (2,1) schneiden. Hierzu gentigt es, zu tiberlegen, dass es kein
A € R gibt, so dass L = L ). Dazu berechnen wir die Steigungen:

A+2
L; hat Steigung 1, L,, hat Steigung m = /\711
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Fiir A = —1 wird die Steigung unendlich, d.h. die Gerade steht senkrecht.

Damit ist alles klar: Fiir sehr grofie und fiir sehr kleine A néhert sich die Steigung von
Ly y dem Wert 1 beliebig nahe an, er wird aber nie erreicht, d.h.

LN LZ,)\ = {(2,1)} =LiNL, fiuralle A€R.

Diese Uberlegung hat gezeigt, dass man in der Wahl von A véllig frei ist. Der Wert
A = —2 ist dadurch ausgezeichnet, dass man damit L, ersetzen kann durch Ly = Ly _»,
eine Gerade mit Steigung 0. Fiir die zugehorige Gleichung (2)_, bedeutet das, dass x
nicht mehr vorkommt, diese Unbestimmte ist also ,,eliminiert”.

Der abstrakte Hintergund der Uberlegung mit den beiden Geraden ist folgender:

Bemerkung Sind sq,s, € R" linear unabhiingig, so sind fiir jedes A € R auch sy und sy + As;
linear unabhingig.
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Beweis Angenommen, 151 + iz(s2 + Asq) = o. Daraus folgt
(U1 + p2A)s1 + pasp =0, also  pg + ppA =pp =0.

Also ist pt1517 = 0 und somit auch p; = 0. [ ]

0.5.2 Beschreibung durch Matrizen

Ganz allgemein kann ein System linearer Gleichungen aus m Gleichungen fiir n Unbe-
kannte bestehen. Das bedeutet, dass an ein x = (x1,...,x,) € R" folgende Bedingungen
gestellt werden:

anxy + -+ apXe = by

()

Ap1X1 + o+ Ampxy = by

Dabei sind die Koeffizienten a;; und b; vorgegebene reelle Zahlen. Der Indexi € {1,...,m}
zeigt die Nummer der Gleichung an, j € {1,...,n} ist die Nummer der zugehorigen
Unbestimmten X;. Das System zu ,16sen”, bedeutet, die Losungsmenge

L:={x=(xy,...,x,) €R": x erfiillt (xx)}

moglichst explizit anzugeben. Dazu muss vor allem geklart werden, welche ,Struk-
tur” die Menge L hat. In den einfachsten Fillen der vorhergehenden Abschnitte hatten
wir als Losungsmengen Punkte, Geraden und Ebenen erhalten.

Zundchst wollen wir die Bezeichnungen vereinfachen. Dazu fassen wir die Koeffizien-
ten a;; und b; zusammen in eine Matrix (das lateinische Wort bedeutet ,, Mutterboden”)

all e aln b]
A= : : und eine Spalte b :=

Apl - Amn by,

Die Matrix A hat m Zeilen und n Spalten, man nennt sie eine m x n-Matrix und schreibt
abkiirzend A = (a;;). Der Vektor der Unbestimmten wird als Spalte

X1

Xn
geschrieben. Dann ist eine Multiplikation der Matrix A mit der Spalte x erklart durch

a1 xq + -+ A1nXn

amxX1y + 0+ AmpXn
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Das Ergebnis ist wieder eine Spalte, die m Eintrdge sind die Skalarprodukte der Zeilen
von A mit x. Das Gleichungssystem (*x) lautet in dieser Schreibweise

A-x=0b, (k)
die Losungsmenge kann erkldrt werden durch
Los(Ab):={xeR":A-x=b} CR".

Es ist von Vorteil, auch die Spalte b in die Koeffizientenmatrix mit aufzunehmen. Dann
erhalt man eine erweiterte Koeffizientenmatrix

ap e a1, | b
(Ab):= : : .
Ayl Amn | b

das ist eine m x (n + 1)-Matrix.

0.5.3 Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform

Zur Bestimmung der Losungsmenge gibt es eine sehr effiziente Methode: Man elimi-
niert systematisch Unbekannte. Wir wollen zunéchst zeigen, wie einfach die Losungen
erhalten werden konnen, wenn die Elimination abgeschlossen ist, d.h. die Koeffizien-
tenmatrix (A,b) durch Umformungen auf eine besonders giinstige Form gebracht ist.

Man sagt, eine Koeffizientenmatrix (A, b) hat Zeilenstufenform, wenn sie von der Form

a i1

ap i

(A,D)

Il
S
3

r

ist. Die Eintrage A1jy,- - Ay, heiflen Pivots (auf deutsch Angelpunkte); sie miissen un-
gleich Null sein, und es gilt

1<ji<p<..<j<n

Alle Eintrdge a;; unterhalb der Stufenlinie miissen gleich Null sein. Die Eintrdge
b1,...,by und die von den Pivots verschiedenen Eintrédge ajj oberhalb der Stufenlinie
unterliegen keinen Einschrankungen.
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Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems kann auch leer sein; etwa dann
wenn zwei Gleichungen zwei verschiedene parallele Geraden in der Ebene beschreiben.
An der Zeilenstufenform sieht man sofort, wann dieser Fall eintreten kann.

Bemerkung Ist (A,b) in Zeilenstufenform und gibt es ein i mit r +1 <i <n und b; #0, so
ist
Los(A,b) = o.

Beweis Die Gleichung mit der Nummer i lautet
O-xg+...4+40-x,=0;#0.

Das kann kein x erfiillen, die restlichen Gleichungen konnen da nichts retten. u

Wir kénnen im Folgenden also b,,1 = ... = by, = 0 voraussetzen. Bevor wir eine allge-
meine Losungsmenge beschreiben, geben wir ein einfaches

Beispiel 1 Essein=4,m=r=2und

0j2 1 14
(4,6) = ( 0 0 0[3]|6 > '
In diesem Fall ist j1 =2, a1;;, =2 und j, =4, ay;, = 3. Ausgeschrieben lautet das

System

2%y + x3+ x4 =4, (%)
3X4 =6.

Man kann erwarten, dass Los(A,b) C R* eine Ebene ergibt, daftir benotigt man zwei
Parameter A1, A;. Nun unterscheiden wir zwei Arten von Unbestimmten:

xp und x4 stehen in Pivot-Positionen,
x1 und x3 stehen in den verbleibenden Positionen.

Die Nicht-Pivot-Positionen 1 und 3 werden fiir Parameter freigegeben, man setzt also
Xx1=A1 und x3=A,.
Daraus berechnet man x; und x4 von unten nach oben. Gleichung (2) lautet
3x4 =6, alsoist x4=2.
Gleichung (1) lautet

A
20+ x3+x,=4, also 2x,+ A +2=4 und x2:1—72.
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Das ergibt die Losungen (als Zeile geschrieben)

A
X = (x1/x2/x3/x4) = (/\lrl - 22/)\2/2> ’
wobei Aq,A» € R frei wdhlbare Parameter sind.

Um daraus eine Parameterdarstellung einer Ebene in der {iblichen Form zu erhalten,
beniitzen wir die Vektoren

v:=(0,1,0,2), w;:=(1,0,0,0) und w,:=(0,—1%,1,0).
Dann gilt fiir die oben berechnete Losung x offensichtlich
x=v+ AMwy + Aw,, alsoistE:=v+R-w;+R-wy CLds(A,b).

Es ist sehr plausibel, dass die Losungsmenge gleich der gefundenen Ebene E ist, das
werden wir anschliefend begriinden.

Die Zerlegung x = v + Ajw; + Apwy der Losung kann man so beschreiben: Neben dem
Gleichungssystem A - x = b betrachten wir das zugeordnete homogene System A - x = o,
ausgeschrieben

2xy +x3+ x4 =0, (%)
3X4 =0.

Setzt man hier Ay =1 und A = 0, so erhélt man die Losung wy, mit Ay =0und A =1
erhilt man w,. Also ist

Ey:=R-w; +R-wy CL3s(A,o0).

Schliefilich erhdlt man v als eine spezielle Losung des urspriinglichen Systems (%),
indem man A; = A, = 0 setzt.

Zur Beschreibung einer allgemeinen Losungsmethode fiir den Fall, dass die Koeffizien-
tenmatrix Zeilenstufenform hat, setzen wir zur Vereinfachung der Indizes voraus, dass

jlzl, j2:2, ey jr:T.

Dann ist
a1 by
a by
(A,b) = Ay b,
0 0
0
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Der entscheidende Kniff ist nun der, dass man die Werte von x,,1,...,x; in den Losun-
gen frei wahlen kann, die Werte von x1,...,x, sind dadurch eindeutig festgelegt. Wir
setzen also

Xp11=AM,...,.Xxn=2»A,, wobei k:=n—r>0.

Die Gleichung Nummer r lautet ausgeschrieben
ArpXy + Ay pp1Xp41 oo+ Xy = b;.

Benutzt man a,, # 0 und setzt man die Parameter ein, so folgt mit A := (Aq,...,Ay)

1
xr(/\) = 7([77 — ar’hq/\l — .. am/\k) =:¢; +dnqM + ...+ dpAg.

Ary

Setzt man diesen Wert von x, und x,.1 = Aq,...,x,; = Ay in die Gleichung Nummer r — 1
ein, so erhilt man ein Ergebnis der Form

X (A =g+ dr 1M+ A
Rechnet man nun weiter von unten nach oben, so findet man schliefllich
x1(A) =c¢1 +dpiA + ..+ di
Genau genommen muss man die so erhaltenen Ausdriicke
x1(A),.o,x(A) und  xpq = Aq,.. X = A

noch einmal in die Gleichungen einsetzen und kontrollieren, ob sie wirklich erfiillt sind.
Das ist der Fall, also erhdlt man fiir jedes beliebige k-Tupel A = (A4,..., Ax) eine durch A
eindeutig bestimmte Losung

(x1(A), .20 (A), Ag, 0 Ag).
Abstrakter gesehen hat man die Abbildung
¢ :RF 5 Los(A,b), (Aq,...,A) — (x1(A),...,x(A), A1, Ap).

Damit kann man ein entscheidendes Zwischenergebnis formulieren:

Satz Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax = b in Zeilenstufenform mit den Pivot-
positionen j1 =1,...,j, = r. Dann gilt
Los(Ab) 22 & byi=...=by, =0.
Ist das der Fall, so hat die oben konstruierte Abbildung
@R = Los(A,b), (A1,..., Ap) = (x1 (A, %0 (A), AL,e e, Ak)
folgende Eigenschaften:

a) Ist A= (Ay,..., A) und A = (Ay,...,AL) € RE, so folgt aus A+ A/, dass auch ¢(A) # ¢(A').
b) Ist x* = (xi,...,x}) € Los(A,b) irgendeine Losung, so gibt es ein A € RF mit x* = p(A).
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In der Terminologie aus 1.1.3 besagen die Eigenschaften a) und b), dass die Abbildung
¢ bijektiv ist. Das bedeutet anders ausgedriickt, dass ¢ zwischen k-Tupeln von Parame-
tern und den Losungen des Gleichungssystems eine eineindeutige Beziehung vermit-
telt. Damit kann man das Gleichungssystem als gelost ansehen.

Noch eine Anmerkung zu den Zahlen m,n und r. Da nicht nur » < m ist, sondern auch
r < n sein muss, ist ein Gleichungssystem mit 1 > n im allgemeinen iiberbestimmt, d.h.
es ist sehr leicht moglich, dass der Losungsraum leer ist. Dieser Fall wird in 5.3.4 wieder
aufgegriffen. Im Fall m < n gibt es im Allgemeinen mehr als eine Losung. Der Fall m =n
wird im anschliefsenden Korollar behandelt.

Beweis Teil a) ist ganz klar: Ist A # A’, so unterscheiden sich ¢(A) und ¢(A’) in den
Komponenten von r + 1 bis 1, also ist ¢(A) # p(A).

Zub): Ist x* = (x7,...,x};) gegeben, so wihlen wir dazu die Parameter
M =X, A=,
Das oben angegebene Verfahren zeigt, dass es dazu eindeutig bestimmte Werte
x1(A),..,xp(A)

gibt, so dass
(x1(A), ..., xr(A),A1,..., Ax) € Los(A,b).

Also muss x1(A) = x§,...,x,(A) = x; sein, und es folgt ¢(Ay,...,Ax) = x*. [

Wegen der besonderen Bedeutung der Abbildung ¢ wollen wir sie noch etwas iiber-
sichtlicher darstellen. In Matrizenschreibweise ist im Fall k > 1

X1 c1 dip - dig
: : : : A
a =[]+l
: : : Ak
%y 0 o 1

Man kann die Abbildung ¢ auch als Parametrisierung schreiben. Dazu verwendet man
(als Zeilen geschrieben) die Vektoren

v = (Cl,...,Cy,O,...,O) , w1 = (d11/~..,dr1/1,0,...,0)/
wy = (di,-..,d12,0,1,0,...,0),
W = (dlk/'~~/drk/0"“’0’l>'

Dann ist ¢(A1,...,Ax) =0+ Aqwy + ... + Ajywy; das ergibt die Parameterdarstellung

Los(A,b) =v+R-w; +... + R-wy.
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Wie man ganz leicht sieht, sind wy, ..., wy linear unabhingig.
Im Fall b = 0 ist v = 0. Offensichtlich ist dann
Los(A,0) =R-w; +...+ R-wp CR",

das ist die Losungsmenge des homogenen Systems A - x = o, ein Untervektorraum. Im
Fall b # 0 nennt man v eine spezielle Losung des inhomogenen Systems A - x = b. Das
kann man schliefSlich so schreiben:

Los(A,b) =v+ Los(A,o).

Besonders wichtig ist der Spezialfall r = m = n. In diesem Fall ist

an by

(A,b) — a

Ann | by

mit a1 #0,...,a,4, # 0. Es gibt keine Parameter, da k = n — r = 0. Die letzte Gleichung
lautet

n .
AunXy = by, alsomuss x, = - sein.
nn

Setzt man diesen Wert in die vorletzte Gleichung ein, erhélt man einen Wert fiir x,,_1
und schlieSlich auch fiir x;. Man priift sofort nach, dass mit diesen Werten alle Glei-
chungen erfiillt sind. Insbesondere ist x, = ... = x; =0 fuir b, = ... = by = 0. Damit ist
bewiesen:

Korollar Ist die Koeffizientenmatrix eines Gleichungssystems mit n Gleichungen fiir n Un-
bestimmte in Zeilenstufenform mit r = n, so hat das Gleichungssystem genau eine Losung. Ist
das System homogen, so gibt es nur die triviale Losung (x1,...,x,) = (0,...,0). ]

Beispiel 2 Wir geben noch eine Variante vom Beispiel 1 an. Es sei
21 3 0|4
(A’b)‘_(o 31 36)'

Hier setzt man x3 = A1 und x4 = Ap. Damit erhilt man

1 4 1
=2 )\ — =1—2MA + =As.
X2 3 1 /\7_ und X1 3 1+2/\7_

In Matrizenschreibweise tibersetzt ist

4 1
x1 1 —§ j
X2 _ 2 + -3 —1 )\1 .
X3 0 1 0 /\2
X4 0 0 1
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Diese Darstellung des Losungsraumes, einer Ebene E C R?, ist nicht eindeutig. Lasst
man das gleiche Beispiel etwa von MAPLE rechnen, erhilt man folgendes , Worksheet”:

> restart: with (LinearAlgebra):
> A := Matrix([[2,1,3,0],[0,3,1,311);

(21 3 0
0313

[ 4
-

> LinearSolve(A,b);

_t0q

—2 t01 +4—3_103
_t03

2.t0; —2+ 5 105

Hier werden x1 = _t0; =: y1 und x3 = _t03 =: y3 als Parameter gewdhlt, dann ist

X1 0 1 0

X2 _ 4 + -2 -3 H1 )
X3 0 0 1 U3

X4 -2 2 %

Anders geschrieben ist das eine Parametrisierung
Los(A,b) =0 + R-w) + R - w)
mit o’ = (0,4,0,—2),w} = (1,-2,0,2),w) = (0,—3,1,%).

Der Leser moge sich zur Ubung tiberlegen, wie man die beiden Parametrisierungen der
Ebene E C R* ineinander umrechnen kann.

0.5.4 Das GAUSSsche Eliminationsverfahren

Nachdem wir gesehen haben, wie tibersichtlich sich ein lineares Gleichungssystem 16-
sen lasst, wenn die Koeffizientenmatrix Zeilenstufenform hat, stellt sich die Frage, wie
man ein gegebenes Gleichungssystem ohne Verdnderung der Losungsmenge auf die-
se Form bringen kann. Das geht mit einer Elimination, die in einfachen Féllen schon
uralt ist, und die GAUSS systematisch als Hilfsmittel fiir seine ,,Methode der kleinsten
Quadrate” erstmals in der Himmelsmechanik angewandt hat [GAj,, p. 21]. Eine sehr
ausfiihrliche historische Abhandlung dazu findet man bei ([GRC]).
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Wir beniitzen fiir die erweiterte Koeffizientenmatrix (A,b) eines linearen Gleichungs-
systems folgende Zeilenumformungen (dabei sei i # k):

(1)  Man vertauscht die Zeilen i und k.
(2)  Man zihlt zur Zeile k das A-fache der Zeile i dazu, wobei A € R beliebig ist.

Unser Problem ist geldst durch folgenden

Hauptsatz

a) Jede erweiterte Koeffizientenmatrix kann man durch endlich viele Zeilenumformungen vom
Typ (1) und (2) auf Zeilenstufenform bringen.

b) Ist (A,b) aus (A,b) durch elementare Zeilenumformungen entstanden, so gilt

Los(A,b) = Los(A,b).

Beweis Wir zeigen zunéchst Teil b). Bei einer Umformung von Typ (1) wird nur die
Reihenfolge der Bedingungen verdndert; sie hat keinen Einfluff auf die Losungen. Bei
einer Umformung vom Typ (2) sind nur zwei der Bedingungen betroffen, die restlichen
Bedingungen bleiben unverdndert. Wir fassen jede Zeile von A als Vektor

S; = ({Zil,...,am) eR”

auf. Ist x = (x1,...,%y,), so bedeutet die Gleichung i, dass das Skalarprodukt (s;, x) = b;
sein muss. Zu zeigen bleibt also, dass fiir alle x € IR" bei beliebigem A € R gilt, dass

<si,x> = b,’ und o <Si1 x> = bl‘ und
<sk,x> = bk <Sk+)\5i,x> = bk+)\bi ’
Die beiden ersten Bedingungen sind gleich; es ist also zu zeigen, dass die beiden letzten

Bedingungen dquivalent sind, wenn die erste erfiillt ist. Das folgt aus den Rechenregeln
ftir das Skalarprodukt aus 0.3.1:

»=" (S + Asi, x) = (sg,x) + A(s;,x) = b + Ab;.
=" (Sp,x) = (sp + As; — Asj, x) = (g + Asj, x) — A(s;, x) = by + Ab; — Ab; = by.

Wenn die Losungsmenge bei einer Umformung erhalten bleibt, dann auch bei mehreren
hintereinander ausgefiihrten Umformungen. Damit ist b) bewiesen.

Zum Beweis von Teil a) geben wir eine Methode an, wie man (A, b) durch Umformun-
gen vom Typ (1) und (2) auf Zeilenstufenform bringen kann.
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Sind alle a;; = 0, so hat (A, b) bereits Zeilenstufenform mit » = 0. Andernfalls suche man
die von links gezdhlt erste Spalte mit einem Eintrag ungleich Null. Ist a;;, # 0, so nehme
man diesen Eintrag als Pivot. Ist 41, = 0, so nehme man eine Zeile i mit a;;, # 0 und
vertausche sie mit der Zeile 1. Mit diesem neuen 4y, = a;;, als Pivot mache man durch
Umformungen vom Typ (2) alle darunter stehenden Eintrdge ayj ,...,a,;, zu Null. Ist
etwa ay;, # 0, so soll aj, + Ady;, = 0 sein. Also hat man
A= — 132—]'2
Mjy

fiir die Umformung der zweiten Zeile zu wihlen.

Im néchsten Schritt betrachtet man die nach den Umformungen entstandene Teilmatrix
mit den Zeilen i > 2 und Spalten j > j; + 1. In dieser Teilmatrix verfdhrt man wie beim
ersten Schritt: Man sucht die erste Spalte j, mit einem Eintrag ungleich Null, etc. Hat
man schliefilich ein Pivot a,j, # 0 gefunden, so dass nach den damit ausgefiihrten Um-
formungen in den Zeilen i > r 4 1 und den Spalten j > j + 1 nur noch Nullen stehen,
ist die Zeilenstufenform erreicht. |

Man beachte, dass die b-Spalte laufend mit umgeformt wird, ohne Riicksicht auf die
entstandenen Werte. Erst am Schluss entscheiden die Werte b, 1, ..., by, ob es tiberhaupt
eine Losung gibt (vgl. 0.5.3.).

Vorsicht! Wie wir gerade gesehen haben, dndern Zeilenumformungen der Koeffizien-
tenmatrix nur die Form der Bedingungen fiir die unbekannten Grofien x;; die Losungs-
menge bleibt unverdndert. Ganz anders ist es bei Spaltenumformungen: Vertauschun-
gen von Spalten vertauschen die Bedingungen zwischen verschiedenen Unbekannten.
Bezeichnet x; die Anzahl von Apfeln und x, die Anzahl von Birnen, so muss man bei
Vertauschung der ersten und zweiten Spalte die Zuordnung dndern: Dann wird x; als
Anzahl der Birnen und x, als Anzahl der Apfel angesehen. Die Addition des Vielfachen
einer Spalte zu einer anderen wiirde die Zuordnungen vermischen, das macht keinen
Sinn.

Um die Rechnungen offensichtlich zu machen, geben wir ein Beispiel, bei dem alle Ko-
effizienten ganzzahlig bleiben. Wir wihlen n = 6 und m = 4.

0 0 3 01 2|3
0 1 2 4 0 1|2 . .
(A,b) = 0 —1 4 -4 4 3|8 |17 2, vertausche Zeilen 1 und 2
0 2 7 8§ 2 419
0, @2 40 1]2
0" 0 3 01 213 .
0 : 1 4 -4 4 3|8 1 als Pivot
or 27 8 2 419
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01 240 1)2

8 8:?8 411 i 10 | 2=3 3alsPivot
0 0'3 0225

Wi\io 1]2

8 8 ?) 8‘@1)’%2 jz=5, 2als Pivot
0000'10]2

0 2 4 2

0 00012 0|1 |=AD

0 0 0 0

In diesem Fall ist » = 3. Da by = 0 ist die Losungsmenge nicht leer; die Unbestimmten
x1,%4 und xg konnen als freie Parameter gewdhlt werden.

Fazit Wir wollen das Ergebnis zusammenfassen: Ein vorgelegtes lineares Gleichungs-
system Ax = b kann man durch elementare Umformungen auf die Form Ax = b brin-
gen, wobei A Zeilenstufenform hat. Dabei wird die Losungsmenge nicht verandert, in
Zeichen
Los(A,b) = Los(A,b).
Aus A erhilt man eine kritische Zahl r von Pivotelementen und es gilt
Los(Ab) 2@ < by =...=by =0.
Ist diese Bedingung erfiillt, so erhélt man mit k := n — r eine Parametrisierung
¢ :RF = Los(A,b)

(Satz aus 0.5.3). Damit ist das Gleichungssystem geltst, denn man kann mit Hilfe von ¢
alle Losungen explizit aufschreiben.

Man sollte nicht tibersehen, dass eine wichtige Frage offen bleibt: Bei den Umformun-
gen von (A,b) nach (A,b) gibt es zahlreiche Wahlmoglichkeiten, das Ergebnis (A,b)
ist nicht eindeutig bestimmt. Insbesondere ist es nicht offensichtlich, dass die kritische
Zahl r und damit k = n — r eindeutig bestimmt ist. In Kapitel 2 wird das bewiesen, dazu
ist etwas Theorie notig:

e Die Zahl r ist der ,Rang” der Matrix A.
e Die Losungsmenge Los(A,b) C R" ist ein , affiner Unterraum”, die Zahl k =n — r ist
seine ,,Dimension”, falls er nicht leer ist.

Die hier schon angekiindigten Begriffe werden in Kapitel 2 entwickelt. AuSerdem wird
sich zeigen, dass man IR ersetzen kann durch einen beliebigen ,Korper” K. Was das ist,
wird in Kapitel 1 erklért.

Obwohl die Eindeutigkeit der Zahl » noch nicht bewiesen ist, konnen wir die Methoden
zur Berechnung der Losungen eines linearen Gleichungssystems bereits anwenden. Das
wird vor allem bei der Behandlung von Beispielen niitzlich sein.
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0.5.5 Wahl der Pivots und Rundungsfehler

Bei der Elimination in 0.5.4 hatten wir aus einer Spalte als Pivot einen beliebigen von
Null verschiedenen Eintrag gewdhlt. Fiir die Theorie ist das ausreichend, weil man
durch jede solche Zahl dividieren darf. In der Praxis aber konnen kleine Nenner un-
angenehme Rundungsfehler verursachen. Dafiir geben wir ein ganz einfaches Beispiel.
Wir betrachten die beiden Gleichungen

x+ty=2 1)
ex+y=1, 2)

wobei ¢ eine kleine positive Zahl sein soll. Die durch die beiden Gleichungen beschrie-
benen Geraden sehen fiir ¢ = 5 so aus:

Es ist klar, dass der Schnittpunkt der beiden Geraden fiir klein werdendes € gegen (1,1)
riickt. Zur Berechnung des Schnittpunkts verwenden wir zwei mogliche Pivots:

Mit 1 als Pivot erhalten wir die Gleichungen

x+y=2, (1)
(1—ey=1-2¢ 2)

— 2¢

alsoy = und x =2 —y.

Verwenden wir ¢ als Pivot, so ergibt sich

ex+y=1, @)
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Der Wert von y berechnet sich mit beiden Pivots gleich, bei der Berechnung von x mit
dem Pivot e wird die klein werdende Zahl 1 — y mit dem grofs werdenden Faktor % mul-
tipliziert. Um ganz einfach zu sehen, welche Probleme dabei entstehen konnen, rechnen
wir mit 4-stelligen Dezimalbriichen und zwar nach der 4. Dezimalstelle entweder abge-
schnitten oder in der 4. Dezimalstelle mit Hilfe der 5. Dezimalstelle gerundet. Zunéchst
berechnen wir die Werte von y in Abhéngigkeit von e:

£ 10> |10° [10*
y gerundet 0.9899 | 0.9990 | 0.9999
y abgeschnitten | 0.9898 | 0.9989 | 0.9998

Daraus erhilt man nach dem Ergebnis mit Pivot 1 die Werte von x =2 — v

€ 107 J10° [10°*
x aus y gerundet 1.0101 | 1.0010 | 1.0001
x aus y abgeschnitten | 1.0102 | 1.0011 | 1.0002

Dagegen erhilt man nach dem Ergebnis mit dem Pivot e die Werte von x = %(1 —y):

€ 10* J10° [10°*
x aus y gerundet 1.0100 | 1.0000 | 1.0000
x aus y abgeschnitten | 1.0200 | 1.1000 | 2.0000

Wie man klar sieht, wirken sich die Schwankungen von y bei der Berechnung von x mit
dem Pivot 1 nur in der vierten Dezimalstelle aus, beim Pivot ¢ werden sie dramatisch
grofler.

Um den geometrischen Hintergrund zu beleuchten, zeichnen wir die Geraden, die bei
den Umformungen entstehen. Daran sieht man, dass mit dem Pivot € ein ,,schleifender
Schnitt” entsteht.

Yy Y

Pivot 1 Pivot ¢
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Fiir numerische Rechnungen teuflisch sind die so genannten HILBERT-Matrizen , das
sind (n x n)-Matrizen mit den rationalen Eintragen a;; = (i + j — 1)~1. Etwa fiir n = 3
ist

A:

W= N= =
W= Q= NI
Tll= is—= Q=

Ein Gleichungssystem A - x = b mit b € Q? ist durch fehlerfreie Rechnung mit rationalen
Zahlen losbar. Ist etwa b = (1,1,1) so verlduft die Elimination wie folgt:

1 1
_ 1 1 1
(Ab) = 2 3 1|1
1 1 1
5 1 51
1 1
11 1
1 1 1
0 % w2
1 4 2
0 5 5
1 1
11 1]
AT _ 1 1 1
(Ab) = 0 % 1|2
1 1
0 0 105

und als exakte Losung erhélt man ohne Problem
x = (3,—24,30).
Mehr als kritisch wird es, wenn man mit Dezimalbriichen rechnet. Wir verwenden Gleit-
kommazahlen, bei jeder Rechenoperation wird auf zwei Stellen gerundet. Dann verlduft
die Elimination wie folgt:
1 05 033]1
(A,b) = 05 033 025]1
033 025 02 |1

1 05 033 1
0 0.08 0.08]| 05 Zeile (2) — 0.5 - Zeile (1)
0 0.08 0.09|0.67 Zeile (3) — 0.33 - Zeile (1)
1 05 033 1

(Ab) = 0 0.08 0.08| 05
0 0 001]017 Zeile (3) — Zeile (2)
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Das ergibt als Losung von A’ - x = b

x=(09,-11,17).

Rechnet man, ausgehend von A’ und b, mit rationalen Zahlen, also mit 0.33 = %, SO

erhélt man die exakte Losung
x = (130, 3800 3700) ~ (33,—181,176).

von A’ - x = b. Daran ist zu sehen, dass die Rundung in den Eintrdgen von A in diesem
Beispiel weit starkere Auswirkung hat als die Rundungen bei der Elimination.
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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden grundlegende Begriffe und Operationen beschrieben, die
iiberall in der Mathematik vorkommen. Beginnend mit dem 19. Jahrhundert hat man
versucht, die verwendeten Begriffe prizise zu definieren und maglichst strenge Bewei-
se fiir alle Aussagen zu geben. Dabei ist die schon in der Antike in Griechenland benutz-
te Methode der Axiome in den Vordergrund geriickt. Gewisse grundlegende Aussagen
werden ,postuliert “, alles Weitere muss daraus nach den Gesetzen der Logik bewiesen
werden.

Wer mehr an der Linearen Algebra und weniger an den Grundlagen interessiert ist,
kann dieses ganze Kapitel zundchst tiberschlagen, mit Kapitel 2 fortfahren und nur bei
Bedarf Einzelheiten aus Kapitel 1 nachlesen.

1.1 Mengen, Relationen, Abbildungen

1.1.1 Mengen und Teilmengen

7

Im Grunde geht es bei allen Fragen der Mathematik um Mengen und ihre , Strukturen”.
G. CANTOR machte 1895 den folgenden Versuch einer Definition [CA;]:

Unter einer ,Menge‘ verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten woblunterschiedenen Objecten s unsrer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die ,Elemente' von M genannt werden) zu
einem Ganzen.

In Zeichen driicken wir dies so aus:

(1) M = {m}.
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Das ist sehr suggestiv und fiir viele Zwecke ausreichend und unproblematisch.

Die einfachsten Mengen sind die endlichen Mengen, man kann sie im Prinzip durch die
Liste Ihrer Elemente ausschreiben, in der Form

M={xy,...,.xn}, x;eM fiur ie{l,...,n}.

Dabei ist stets stillschweigend vorausgesetzt, dass alle x; verschieden sind. Man kann
dafiir auch genauer sagen, die x; sind paarweise verschieden, das heifdt

xp#x; falls ije{l,...,n} mit i#j
Die Anzahl der Elemente von M nennt man auch Miichtigkeit von M, in Zeichen
#(M) :=n.

Im extremen Fall n = 0 hat M gar keine Elemente, eine solche Menge heifst leer, in Zei-
chen
M=g, #(v)=0.

In der uns umgebenden Welt ist letztlich alles endlich. Aber in unserem Denken sind
auch Vorgange moglich, die kein Ende finden; etwa dann, wenn man nicht konkrete
Dinge z&hlt, sondern abstrakt tiberlegt, dass man immer noch eins darauflegen konnte.
Das fithrt zu unendlichen Mengen, die einfachste davon ist die Menge

N:={0,1,2,...}
der natirlichen Zahlen. Fiir die Machtigkeit kann man einfach
#(IN) = o0

schreiben. Wir werden spéter sehen, dass man bei unendlichen Mengen die Machtigkeit
sehr wohl differenzieren kann.

Aus einer Menge M kann man Elemente auswéhlen, die eine gewisse Eigenschaft E
haben; etwa die geraden Zahlen aus M = {0,1,...,100} oder die Primzahlen aus M = IN.
Das fiihrt zum Begriff der Teilmenge

M':={x € M: x hatEigenschaft E} C M.
Allgemeiner kann man eine Teilmenge abstrakter erklaren:
M CM & Wenn x€ M, sofolgt x € M.
M’ heif3t echte Teilmenge von M, in Zeichen
M'cM,

wenn es mindestens ein x € M gibt mit x ¢ M'. Besteht eine Teilmenge M’ C M aus
einem einzigen Element x, so werden wir im Allgemeinen nicht zwischen der Teilmenge
M’ = {x} € M und dem Element x € M unterscheiden.
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In 1.2.1 werden wir beweisen, dass es in der endliche Menge M = {1,...,n} genau 2"
verschiedene Teilmengen gibt. Im Sinn von CANTORs Definition kann man sich zu jeder
beliebigen Menge M die Menge

P(M):={M: M c M}
der Teilmengen von M vorstellen; das nennt man die Potenzmenge von M.
Nun kann man seiner Phantasie weiter freien Lauf lassen und an die
Menge M aller Mengen

denken. Jetzt gilt es aber die Luft anzuhalten: Wenn M eine Menge ist, so gilt M € M.
Im Allgemeinen gilt fiir eine Menge jedoch M ¢ M; das sieht man schon an M = @.
Nun wird man verfiihrt, die Teilmenge

N ={MeM:M¢M}CM

zu betrachten, und es stellt sich die berechtigte Frage, ob N € A ist? Den Definitionen
entsprechend gilt:

NeN=NeN und NgN=NeN, also NeNaNegN.

Das ist die bertiihmte Antinomie, die B. RUSSEL 1903 endeckt hat. Dadurch wurde die
,haive” Mengenlehre und somit das Fundament der ganzen Mathematik nachhaltig
erschiittert. Es hat lange gedauert, bis mit einer axiomatischen Mengenlehre der Boden
gefestigt werden konnte. Die Gesamtheit aller Mengen wird dabei nicht mehr als eine
Menge angesehen, sondern nur noch als eine Klasse (vgl. etwa [EB]). Die Antinomie
von RUSSEL kann man auch als Paradoxon vom Barbier formulieren, indem man ihn so
erklart:

Der Barbier ist derjenige, der all diejenigen - und nur diejenigen - rasiert, die sich nicht selbst
rasieren.

Was dann, wenn dem Barbier sein eigener Bart zu lang geworden ist?

In der linearen Algebra werden wir diese Probleme dadurch umgehen, dass wir keine
derart waghalsigen Konstruktionen mit Mengen ausfiihren. Vielmehr werden wir uns
darauf beschranken, aus gegebenen Mengen mit Hilfe von elementaren Operationen
neue Mengen zu konstruieren. Der theoretische Hintergrund eines solchen Verfahrens
wird in [EB, Kap. 13] skizziert.

1.1.2 Operationen mit Mengen

Aus gegebenen Mengen Mj,... M, kann man neue konstruieren. Die Vereinigung ist
erklart durch

MiU...UM, :={x:x € M; firmindestensein i € {1,...,n}},



84 1 Grundlagen

der Durchschnitt ist
Min...NMy:={x:xeM; furalle i € {1,...,n}}.

Im Fall n = 2 kann man das auch mit den Bedingungen und sowie oder ausdriicken,
wobei ,,oder” nicht das ausschlieSende ,,entweder oder” bedeutet:

M]UMQZ{XZJCEMl oder XGMZ}, MlﬁMZ:{x:xeMl und XEMQ}.
Weiter kann man fiir zwei Mengen M, N die Differenz
MN\N:={xeM:x¢N}CM

bilden. Fiir diese Operationen gelten die folgenden

Rechenregeln Sind M, Ny, N, Mengen, so gilt

a) MN(NfUN)=(MNN)U(MNN;),MU (N1 N Np)=(MUN;) N (MUN3).
b) MN (NfUNy) = (MNXNp)N(MNNp),MN (NN Np) = (M Np)U(MNNy).

Zum Beweis muss man nur die logischen Regeln fiir ,und” sowie ,oder” beniitzen. Wir
zeigen die erste Regel von a):

xe MN(NJUN;) < x€M und (x € Ny oder x € Ny)
& (xeM und x€ Np) oder (xeéM und x € Np)
& (xeMNN;p) oder (x e MNN,)
& xe€(MNNp)U(MNN,).

Den Nachweis der anderen Regeln iiberlassen wir dem Leser zur Ubung. |

Sind wieder Mj,..., M, beliebige Mengen, und ist fiir jedes i € {1,...,n} ein x; € M;
ausgewdhlt, so bezeichnet man mit

(x1,x2,...,x,) ein geordnetes n-Tupel.

Die charakteristische Eigenschaft eines geordneten n-Tupels ist die folgende: Sind auch
yi € M; ausgewdhlt, so gilt

(X1, %) = W1, Yn) €S X1=VY1,.., Xn = Yn.

Als direktes Produkt der Mengen My, ..., M, bezeichnet man die Menge der geordneten
n-Tupel, in Zeichen

My x oo xX My :={(x1,...,xp): x;€M; fir i€ {1,...,n}}.
Sind die Mengen Mj, ..., M, alle gleich einem M, so setzen wir

MPV:=Mx---x M.

n—mal
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1.1.3 Abbildungen

Eine Abbildung f von einer Menge M in eine Menge N ist eine Vorschrift, die jedem
Element x € M in eindeutiger Weise ein Element y = f(x) € N zuordnet. Dafiir schreibt

man in Zeichen
f:M—N, x~— f(x).

Man beachte die beiden unterschiedlichen Pfeile: — steht zwischen den Mengen,
— zwischen einzelnen Elementen.

Genau genommen miisste man noch festlegen, welche Art von Vorschrift zur Defini-
tion einer Abbildung erlaubt ist. Aber darauf wollen wir verzichten; auch bei der Er-
klarung einer Teilmenge durch eine gewisse Eigenschaft haben wir nicht festgelegt, in
welcher Form diese Eigenschaft gegeben sein soll. Beide Fragen stehen im Zusammen-
hang, denn eine Abbildung f kann man auch erkldren durch ihren Graphen

Tp={(x,y) EMxN: y=f(x)} CMxN.

Die charakteristische Eigenschaft eines Graphen I' C M x N als Teilmenge ist, dass es
zujedem x € M genau ein y € M gibt derart, dass (x,y) € T.

Aus formalen Griinden betrachtet man fiir jede Menge M die identische Abbildung
idy:M— M, x> x.
Ist f : M — N eine Abbildung und sind M’ C M und N’ C N Teilmengen, so heif3t
f(M'):={yeN: esgibtein xe M’ mit y=f(x)} CN
das Bild von M’ in N und
FIUN):={xeM: f(x)eN'}cM
das Urbild von N’ in M. Besteht N’ nur aus einem Element, so heif3t
flW) = {xeM: f(x)=y}cM

die Faser von y in M. Ist die Abbildung f durch die senkrechte Projektion gegeben, so
kann man diese Teilmengen leicht zeichnen:

FHN) 1)
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Durch Einschriinkung von f : M — N auf eine Teilmenge M’ C M erhilt man eine Ab-
bildung

fIM M =N mit (f|JM')(x)=f(x) firalle xe M.
Die Einschrankung ist formal von f zu unterscheiden, da sie einen kleineren Definiti-
onsbereich haben kann.

Fiir besonders wichtige Eigenschaften von Abbildungen gibt es eigene Namen.

Definition Eine Abbildung f : M — N heifst

injektiv < aus f(x) = f(x') folgt x = x,
surjektiv & zujedemy € N gibt es mindestens ein x € M so dass y = f(x),
bijektiv & f ist injektiv und surjektiv,

d.h. zu jedem y € N gibt es genau ein x € M so dass y = f(x).

Die Abbildung
f:IN—N, x— 2x,

ist injektiv, aber nicht surjektiv; die Abbildung

fN-N, f(x)::{ xgl fir xil)

fir x
ist surjektiv, aber nicht injektiv. Fiir endliche Mengen gilt das auf den ersten Blick er-
staunliche

Apfel-Lemma Seien M, N endliche Mengen mit gleich vielen Elementen. Dann sind fiir eine
Abbildung f : M — N folgende Aussagen dquivalent:

i) f ist injektiv,
ii) f ist surjektiv,
iit) f ist bijektiv.

Die Aussage wird sehr plausibel, wenn man sich eine konkrete Situation vorstellt: Auf
n Personen sollen n Apfel verteilt werden. Erhélt eine Person mehr als einen Apfel,
so geht eine andere leer aus. Will eine Person keinen Apfel, muss irgend ein anderer
mindestens zwei nehmen.

Sicherheitshalber noch ein abstrakter

Beweis Um die Aquivalenz der drei Aussagen zu zeigen, beweisen wir sie nach dem
Schema:
i)

7 N

ii) = iii).
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Mit n := #M = #N bezeichnen wir die Anzahl der Elemente. Fiir n = 0 ist nichts zu
beweisen, sei alson > 1.

i) =ii) Ist f nicht surjektiv, so ist
m:=#(f(M)) < n.
Die Geschichte mit den Apfeln heift auch Schubkastenprinzip nach DIRICHLET:

Verteilt man n Objekte auf m Schubladen und ist m < n, so muss in mindestens einer Schublade
mehr als ein Objekt liegen.

Also kann f nicht injektiv sein.

ii) = iii) Angenommen f wére surjektiv, aber nicht bijektiv, dann wiére f nicht injektiv.
Also gibe es x,x’ € M mit x # x/, aber f(x) = f(x'). Dann wére aber #f(M) < n, im
Widerspruch zur angenommenen Surjektivitat.

iii) = i) Folgt aus der Definition. ]

Hat man Mengen L, M, N und Abbildungen f: M — N, g¢:L — M, so kann man eine
Komposition (oder Hintereinanderschaltung)

fog:L—N, z+— f(g(z))

erkldren. Hier ist die Reihenfolge zu bedenken:

feog
™~
M

Fiir f o g sagt man am besten: , f nach g“.

L N

Ist f : M — N bijektiv, so besteht die Faser f~!(y) fiir jedes y € N aus genau einem
Element x € M. Auf diese Weise erhélt man eine Umkehrabbildung
fFL'N=M, ye iy =x

Man beachte dabei, dass das fiir die Faser benutzte Sympol f~! in diesem Fall auch
fiir eine Abbildung verwendet wird. Offensichtlich gilt fiir eine bijektive Abbildung
f:M — N, dass

fofl'=idy und flof=idy.
Das kann man sich auch an dem Diagramm

—1 -1
NI NI M

klar machen. Niitzlich ist die folgende
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Bemerkung 1 Sei f : M — N eine Abbildung zwischen den nicht leeren Mengen M, N.
Dann gilt

a) f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung ¢ : N — M gibt, so dass g o f = idy,.

b) f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g : N — M gibt, so dass f o g = idy.

c) f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g : N — M gibt, so dass g o f = idy und
f 0g= idN.

Vorsicht! Man beachte, dass die Bedingung aus a) nicht fiir Surjektivitdt und die Be-
dingung b) nicht fiir die Injektivitdt hinreichend ist. Der Leser moge sich Gegenbeispiele
mit der unendlichen Menge M = N = N iiberlegen!

Beweis Ad a) Hier kommt ¢ nach f, man hat also das Diagramm

ML NS M.

Die Idee ist, dass ¢ nicht mehr auseinander nehmen kann, was f zusammengeworfen
hat. Genauer: ist f nicht injektiv, so gibt es x,x’ € M mit x # x' und f(x) = f(x’). Dann
ist fur jedes g: N - M

(80 f)(x) =8(f(x)) =g(f(x') = (g /) (x').

Also kann g o f nicht injektiv sein, und g o f = id) ist unmoglich.

Ist dagegen f injektiv, so gibt es zu jedem y € f(M) genau ein x € M mit f(x) =y, und
wir kénnen ¢(y) := x definieren. Alle y € N \ f(M) konnen wir mit g auf ein beliebiges
xp € M abbilden. Das so definierte g erfiillt die Bedingung g o f =id .

Adb) Hier kommt g vor f:

NS ML N,

Léasst f einen Liicke in N, so kann g das nicht auffiillen. Genauer: Ist f nicht surjektiv,
so gibt es ein yp € N \ f(M). Da offensichtlich

(fog)(N)=f(g(N)) C f(M)&N
ist f o ¢ = idn mit keinem g moglich.

Ist umgekehrt f surjektiv, so wahlen wir zu jedem y € N ein x € M mit f(x) =y aus,
und definieren g(y) := x. Dann ist f o g = id.

Ad c) Ist f bijektiv, so kann man g := f~! setzen. Ist f nicht bijektiv, so ist es nicht
injektiv oder nicht surjektiv und die Behauptung folgt mit Hilfe von a) und b). u
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Ganz einfach zeigt man die

Bemerkung 2 Sind f: M — N und g: L — M bijektiv, so ist f o g : L — N bijektiv und
(fog)™t=g7lof

1.1.4 Abzdhlbare Mengen*

Bei der Definition der Machtigkeit von Mengen in 1.1.1 hatten wir zunichst nur un-
terschieden, ob sie endlich oder unendlich sind. CANTOR hat in seinen grundlegenden
Untersuchungen begonnen, auch die Méachtigkeit unendlicher Mengen zu differenzie-
ren. Insbesondere hat er gezeigt, dass es Mengen gibt, die noch unendlicher sind, als die
Menge IN der natiirlichen Zahlen. Wir beginnen mit einer naheliegenden

Definition Zwei Mengen M und N heifien gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
f:+M — N gibt.

Eine Menge M heifit abzihlbar unendlich, wenn sie mit IN gleichmiichtig ist, d.h. es eine
bijektive Abbildung f :IN — M gibt.

Eine Menge heifit abzdihlbar, wenn sie endlich oder abzihlbar unendlich ist.

Ist M endlich und M’ C M, so sind offensichtlich M und M’ genau dann gleichmaéchtig,
wenn M’ = M. Bei unendlichen Mengen ist das ganz anders. Als ersten Schritt notieren
wir die

Bemerkung Die Menge Z der ganzen Zahlen ist abzihlbar unendlich.

Beweis Wir geben eine bijektive Abbildung f : IN — Z an, das entspricht einer Abzah-
lung von Z. Eine naheliegende Reihenfolge ist

Z=1{0,41,-1,42,-2,...}.

Dem entspricht formal aufgeschrieben die Abbildung f mit

—i fir n=2i
f(")'_{iJrl fir n=2i+1
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Dass es noch weit ,groflere” abzdhlbare Mengen gibt, zeigt der

Satz 1 Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzihlbar unendlich.

Beweis Wir benutzen das erste Diagonalverfahren von CANTOR, bei dem eine surjektive
Abbildung

g:N—>Q+::{ZEQ:n>O,m20}

konstruiert wird. Dass Q- abzdhlbar ist, folgt dann aus dem spéter bewiesenen

Lemma Gibt es zu einer Menge M eine surjektive Abbildung g : IN — M, so ist M abziihlbar.

Dass mit Q4 auch Q abzahlbar ist, folgt dann wie in der obigen Bemerkung. [ |

Man schreibt nun die Briiche in einem unendlichen Schema auf, bei dem die Zeilen dem
Zidhler und die Spalten dem Nenner entsprechen. Dann zdhlt man beginnend mit % wie
durch die Pfeile angedeutet:

R
e / e /
1 1 1 1
1 2 3 4
L/ v /

2 2 2

1 2 3

Ve /

3 3

1 2

L/

4

1

Das ergibt eine surjektive Abbildung g:IN — Q mit folgenden Werten:

i |0]|1]2]3|4|5]|6]7|8|9]10]11|12]13|14
s@fofofrfzfzfofolz]1faf4]z]35]z]0
Da die Darstellung einer rationalen Zahl nicht eindeutig ist, wird bei diesem Verfahren
jedes x € Q unendlich oft gezdhlt. Aus g erhélt man jedoch leicht eine bijektive Abbil-
dung f, indem man schon in anderer Darstellung gezdhlte x tiberspringt. Dann hat f
folgende Werte

n |0|1]2]3]4|5|6[7[8]|9
feyJol]a]z]5]34[2[3]3
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Etwas formaler erhilt man auf diese Weise einen

Beweis des Lemmas  Es ist zu zeigen, dass M endlich oder abzédhlbar unendlich ist.
Dazu konstruieren wir eine Folge

O=ip<iy<---<ip<...
derart, dass durch f (k) := g(ix) eine Abbildung
fN—=M
entsteht, die fiir unendliches M bijektiv wird.

Wir beginnen mit iy = 0 und f(0) := ¢(ip) = g(0). Da g nicht injektiv sein muss, betrach-
ten wir die Menge
Ag =g '(g(in)) CN.

Ist Ag =N, so ist M = {g(0)}, also endlich. Andernfalls ist N \ Ay # @; sei iy € N \ Ag
die kleinste Zahl. Da iy € Ay ist i; > ip und es folgt

f(1):=g(in) # glio) = f(0).

Im nédchsten Schritt betrachtet man die Menge

Ay =g (g(ir)).

Ist AgU A1 =N, so folgt M = {g(ip),g(i1)}. Andernfalls sei i die kleinste Zahl in
IN\ (Ag U Aq). Setzt man f(2) := g(in), so folgt f(2) # f(0) und f(2) # f(1).

Ganz allgemein hat man folgende Alternative: Stof3t man im Verlauf dieses Verfahrens
auf eine Zahl m € IN, so dass
AgU...UA,; =N,

so ist M = {g(ip),...,§(im)}, also endlich. Andernfalls wird die durch f(k) := g(iy)
definierte Abbildung bijektiv.

Wir haben im Beweis benutzt, dass jede nicht leere Teilmenge von IN ein kleinstes
Element enthélt. Das wird in 1.2.1 nédher erldutert. |

Betrachten wir noch einmal die Mengen
NCZcCcQCR.

Wie wir gesehen haben, hat sich die Machtigkeit von IN bis Q nicht vergrofiert. Anders
ist es mit R:
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Satz 2 Die Menge R der reellen Zahlen ist nicht abzihlbar.

Beweis Hier benutzen wir das zweite Diagonalverfahren von CANTOR. Zunidchst aber
zwei Vorbereitungen.

Es geniigt zu zeigen, dass das halboffene Intervall [0,1[ nicht abzéhlbar ist. Denn wiére
R abzédhlbar, so konnte man aus der bijektiven Abbildlung f : IN — R durch

_ [ f(n), falls f(n)€0,1],
g(ﬂ>-—{ 0, fauz f(n)¢[0,1],

eine surjektive Abbildung g : IN — [0,1] erhalten und nach dem Lemma wire [0,1]
abzéhlbar.

Wir wir in 1.3.5 niher begriinden werden, hat jede reelle Zahl x € [0,1] eine eindeutige
Darstellung als Dezimalbruch

X = O.ﬂlaz- — Zai . 10_i
i=1

ohne unendliche Neunerperioden. Daher ist das Intervall [0,1] gleichmé&chtig mit der
Menge dieser Dezimalbriiche.

Angenommen [0,1[ wére abzidhlbar. Damit die Indizes schoner laufen, nehmen wir eine
bijektive Abbildung
f:IN* = [0,1], i+ x;.

Fiir die Dezimalbruchentwicklung der x; bendtigen wir Doppelindizes:

X1 = 0.&111&12&113...
X2 = 0.6121[1220123...
X3 = 0.a31a32a33...

Da f als surjektiv angenommen ist, miissen alle x € [0,1] in dieser Folge vorkommen.
Nun betrachten wir aber

. . [0, falls a;#0,
x:=0.b1byby... mit b;:= { 1 falls a;—0.
Kéme x in der Folge vor, so miisste x = x; fiir ein j € IN*, also b; = a;; sein. Das wider-
spricht der Definiton von b;.

Man hiite sich vor dem oft vorgebrachten Einwand, dieses eine x konnte man ja noch
nachtriglich dazunehmen! Der Beweis ist indirekt: Man nimmt an, alle wéren unter
dem Hut; dann findet man dennoch ein weiteres x. [ ]
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Dass es so viel mehr reelle als rationale Zahlen gibt, ist geometrisch schwer zu ver-
stehen. Eine Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen wird in 1.3.4
skizziert. Noch erstaunlicher erscheint auf den ersten Blick das

Korollar Fiir jedes reelle ¢ > 0 ist das Intervall [0, €[ nicht abzihlbar.

Beweis Die Abbildung
[0,1[— [0,¢], xr>e-x,

ist bijektiv. n

Der Leser moge zur Ubung nachweisen, dass auch die Menge aller {0,1}-Folgen, das
ist die Menge der Abbildungen
N — {0,1},

nicht abzdhlbar ist.

1.1.5 Aquivalenzrelationen®

Fiir eine rationale Zahl gibt es viele verschiedene Darstellungen, etwa

1 2 17

2 4 34 7
Sie sind nicht gleich, aber , gleichwertig”. Auch zwei verschiedene Mengen M, N kann
man gleichwertig nennen, wenn es eine bijektive Abbildung M — N gibt. Was als gleich-
wertig oder dquivalent betrachtet wird, hdngt davon ab, was als wesentlich angesehen
wird. Die Identifikation von dquivalenten Objekten ist eine in der Mathematik sehr oft
angewandte Methode der Vereinfachung. Wir beschreiben hier zundchst den formalen
Rahmen.

Fiir Elemente x,y einer Menge M kann man durch x ~ y eine beliebige Relation R an-
zeigen. Ist etwa M die Menge der Bewohner einer Stadt, so kann die Relation ~ erklart
werden durch

x~y < x kennt y.

Das kann man schematisch beschreiben durch die Teilmenge
R:={(x,y) eMXxM:x~y},

die man den Graphen der Relation nennt. Ist M endlich, so kann man den Graphen auch
in Form einer Matrix schreiben. Fiir M = {1,2,3} geben wir einige Beispiele:

o X~y x=y
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[ ) [}
° X~y xSy
[}
Jedes x kennt sich selbst.
1 und 2, sowie 2 und 3 kennen sich.
° 1 und 3 kennen sich nicht.
° ° Jedes x kennt sich selbst.
° 1 und 3 kennen sich.
° ° 2 kennt nur sich selbst.
e * 1 und 3 kennen sich selbst und kennen einander.
. . 2 kennt nicht einmal sich selbst.

Um von Gleichwertigkeit sprechen zu konnen, muss eine Relation besondere Eigen-
schaften haben.

Definition Eine Relation ~ auf einer Menge M heifit Aquivalenzrelation, wenn fiir alle
x,Y,z € M gilt:

Al x~x, Reflexivitit,
A2 x~y = y~x, Symmetrie,
A3 x~y und y~z = x~z Transitivitit.

Das schirfste Beispiel einer Aquivalenzrelation ist die Gleichheit. In diesem Fall ist der
Graph die ,Diagonale”
A={(x,y) e MXM:x=y}.

Der Leser moge zur Ubung priifen, welche der drei Bedingungen fiir eine Aquivalenz-
relation in den oben angegebenen fiinf Beispielen erfiillt sind.

Grundlegend fiir die Zahlentheorie ist die von GAUSS eingefiihrte Kongruenz als Ab-
schwachung der Gleichheit in Z. Dazu wird als Modul ein m € IN gewéahlt und man
definiert fiir x,y € Z

x=y(modm) :& m teilt y—x, dh.esgibtein k€ Z mit y —x=k-m.
Man sagt dafiir ,x kongruent y modulo m”. Offensichtlich gilt

yr=y(mod0) & x=uy.
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Bemerkung Die Kongruenz ist fiir jeden Modul m € N eine Aquivalenzrelation in Z.

Zum Beweis benutzen wir die elementaren Regeln der Teilbarkeit in Z.

Al mteiltx —x=0,denn0=0-m.
A2 mteilty — xbesagty —x =k -m. Alsoistx —y = —k-m.
A3 Ausy—x=k-mundz—y=1-mfolgtz—x=(k+1)-m. |

Ist in einer Menge M eine Aquivalenzrelation ~ gegeben, so ist es naheliegend, zu ei-
nem x € M die Menge
Ay:={xXeM:x~x"}

der zu x dquivalenten Elemente zu betrachten. Man nennt A, die Aquivalenzklasse von
x. Durch die Aquivalenzklassen erhilt man eine disjunkte Zerlegung von M. Genauer
gilt die

Bemerkung Fiir Elemente x,y € M gilt

a) Ax=A, & x~y.

Beweis Ad a) ,= “ Nach Alisty € Ay. Daauchy € Ay folgt x ~y.
=" Ay C A Isty € Ay, so gilt y ~ y'. Wegen x ~ y folgt x ~ i’ nach A3, also ist
y' € Ay. Ay C A, kann man analog beweisen, denn nach A2 is auch y ~ x.

Adb)Ist Ax N Ay #@,s0 gibteseinz € Ay N Ay. Aus
x~zund y~z folgt z~y und x ~y,

also ist Ay = Ay nach a). [ |

Nun erfolgt ein Schritt der Abstraktion, der in der Mathematik immer wieder vor-
kommt, der aber gewhnungsbediirftig ist: Man betrachtet die Aquivalenzklassen — das
sind Teilmengen von M — als Elemente einer neuen Menge der

Menge M/~ der Aquivalenzklassen
nach der gegebenen Aquivalenzrelation ~. Weiter hat man eine kanonische Abbildung
p:M— M/~, x— Ay,
die nach Definition surjektiv ist.

Schwierigkeien bei der Konstruktion von Aquivalenzklassen bereitet vor allem der Um-
stand, dass plotzlich Mengen zu Elementen werden. Die RUSSELsche Antinomie aus
1.1.1 hat gezeigt, wohin es fiihrt, wenn man es zu toll damit treibt. Aber so lange man
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bei den Teilmengen einer vorgegebenen Menge bleibt, ist das ungefahrlich. Und wie
niitzlich diese Konstruktion ist, kann man besonders einfach am Beispiel der rationalen
Zahlen sehen, die schon in 0.1.1 erkldrt wurden und in 1.3.2 noch einmal ausfiihrlicher
behandelt werden. Hier nur ein kurzer Hinweis:

Was bedeutet die Gleichheit 1 =

?
2

N W

Die Menge M aller Briiche 2 mit m € Z und n € IN* kann man formal erhalten aus der
Menge von geordneten Paaren

M=ZxN"={(m,n):meZnecN"}.
In M hat man eine Aquivalenzrelation
(mn)~(m,n) & m-n"=n-m,
also etwa (1,2) ~ (3,6), denn 1 - 6 = 2 - 3. Bezeichnet man mit

% die Aquivalenzklasse von (m,n),

dann hat man fiir die Gleicheit von Aquivalenzklassen die Regel

Insbesondere gilt = %. In diesem Sinne kann man eine rationale Zahl ansehen als eine
Klasse dquivalenter Bruchdarstellungen, d.h. eine spezielle Teilmenge von Z x IN*.

Nach diesem etwas abstrakten Blick auf die guten alten rationalen Zahlen wollen wir in
Z die Aquivalenzklassen unter der Kongruenz nach einem Modul m € IN* betrachten.
Dazu bentitzen wir ein in 1.3.1 ndher begriindetes Verfahren der

Teilung mit Rest in Z Zu x € Z und m € IN* gibt es eindeutig bestimmte Zahlen
g € Zund r € N mit
x=qg-m+r und 0<r<m.

Man kann diese Bezeichnung auch als Gleichung in Q schreiben:

r

Die Zahl q € Z ist ein ,unvollstaindiger Quotient”, r ist der kleinste nicht negative
,Rest”.

Damit kann man die Kongruenzen so beschreiben:
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Lemma der kleinsten Reste  Fiir Zahlen x,y € Z und m € N* ist x = y (mod m) dquiva-
lent dazu, dass x und y bei Teilung durch m den gleichen kleinsten Rest lassen.

Beweis Wir teilen x und y mit Rest durch m:
x=q-m+r, y=q -m+r mit 0<r,r <m.
Istx =y (mod m), soisty —x =k -m mitk € Z. Also hat man
y—x=k-m=( —q) - m+(# —r).

Indem man eventuell x und y vertauscht, kann man v’ > r, also 0 < v’ — r < m annehmen.
Wegen der Eindeutigkeit der Division mit Rest folgt g’ —g=kund ' —r =0, alsor =1.

Istr=1/,sofolgty —x=(q' —g)-m,also x =y (mod m). ]

Dieses Lemma rechtfertigt fiir die Aquivalenzklassen der Kongruenz modulo m den
Namen Restklassen von Z modulo m. Wie man sofort sieht, ist die Restklasse eines
x € Z gegeben durch

x+m-Z:={y€eZ: esgibtein k€Z so,dass y=x-+m-k}.

Die Menge aller Restklassen bezeichnet man mit Z/m - Z, die kanonische Abbildung
ist

7Z—7Z/m-Z, x—x+m-Z.
Die Kongruenz war auch fiir m = 0 erkldrt worden, da ist sie die Gleichheit; also ist die
Restklasse von jedem x € Z gleich {x} und man kann Z /0 - Z mit Z identifizieren.

Fiir m =1 sind alle x € Z zueinander kongruent, also gibt es nur eine Restklasse, ndm-
lich ganz Z, das ist die Aquivalenzklasse von 0. Also kann man Z /1 - Z = {0} schreiben.

Fiir m = 2 gibt es die beiden Restklassen

0+2-Z = {xe€Z:x istgerade} und
1+2-Z = {x€Z:x istungerade}.

Fiir allgemeines m > 1 gibt es m verschiedene Restklassen
0+m-Z, 1+m-2Z,...,(m—1)+m-Z.
Die kleinsten Reste 0,1,...,m — 1 nennt man Reprisentanten der Restklassen.

Stellt man sich die ganzen Zahlen als kleine Knoten im unendlichen Faden der reellen
Zahlen vor und wickelt man den (unendlich diinnen) Faden auf eine Rolle vom Umfang
m auf, so treffen kongruente Zahlen aufeinander. Fiir m = 12 wird das durch die Uhr
mit dem Faden der Zeit und den Knoten der vollen Stunden realisiert.

Eine Analogie der Restklassen zu den Geraden im IR” ist evident. Ist 0 # w € R" fest
gewahlt, so ist durch

v~d e Y —veER-w
eine Aquivalenzralation im R” erklart. Die Aquivalenzklassen sind die parallelen Ge-
raden v + R - w C R". Die Einzelheiten hierzu sind dem Leser zur Ubung empfohlen.
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1.2 Halbgruppen und Gruppen

Wie wir gesehen haben, kann man mit Zahlen und Vektoren in mannigfaltiger Weise
rechnen. Daraus soll nun ein axiomatisch gertistetes Gebdude werden. Wir beginnen
mit dem Fundament.

1.2.1 Die natiirlichen Zahlen*

Nach L. KRONECKER sind die nattiirlichen Zahlen von Gott gegeben. Sie gehoren sicher
zu den Dingen, die in der Mathematik nicht erfunden, sondern entdeckt wurden.

Aber wenn man dennoch beginnt dariiber nachzudenken, was denn eine Zahl, etwa
die 2, ,an sich” ist, so wird man schwer zu einem befriedigenden Ergebnis kommen.
Vielmehr kann man einsehen, dass diese Frage gar nicht so relevant ist. Entscheidend
ist, was man mit den Zahlen anfangen kann: Zihlen und Rechnen, und welche Re-
geln dafiir gelten. Das ist die Idee der von DEDEKIND [DED;] vorgeschlagenen und von
PEANO [PE;] in Axiome gefassten Beschreibung der natiirlichen Zahlen, die aus der
Sicht von KRONECKER als Blasphemie erscheinen mag. Im Gegensatz zu DEDEKIND
und PEANO beginnen wir nicht mit 1, sondern mit 0.

PEANO-Axiome der natiirlichen Zahlen Die natiirlichen Zahlen sind eine Menge IN
zusammen mit einem ausgezeichneten Element 0 € IN und einer Nachfolgeabbildung

S:N—N, n— S(n) =1,
derart, dass Folgendes gilt:

P1  Sist injektiv, d.h. aus m' = n’ folgt m = n.

P2 0¢ S(IN), d.h. 0 hat keinen Vorgiinger.

P3  Sei M C N eine Teilmenge mit folgenden Eigenschaften:
a)0€ M. b)Istne€ M,soistauchn’ € M.
Dann folgt M = IN.

Die Axiome P1 und P2 formalisieren das Prinzip des Zihlens, S(n) = n’ ist in der tib-
lichen Schreibweise gleich n 4- 1. Axiom P3 ist das Axiom der vollstindigen Induktion
(wofiir man meist nur ,Induktion” sagt).

Aus Axiom P3 ergibt sich das wichtige Prinzip eines Beweises durch vollstindige Induk-
tion. Ist eine von n € IN abhéngige Aussge A(n) zu beweisen, so kann man wie folgt
vorgehen:

Induktions-Beginn Man zeigt A(0), was oft sehr einfach ist.
Induktions-Schluss Man zeigt, dass A(n + 1) unter der Induktions-Annahme A(n)
folgt.
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Wichtig zum Verstandnis des Induktions-Schlusses ist, dass die Giiltigkeit von A (1) nur
angenommen wird, nicht dass sie schon bewiesen wiére!

Es gibt Varianten dieses Prinzips, ndmlich, dass A(n) erst ab einem n > ny gilt (etwa
n? > n fiir n > ng = 2). Dann ist A(ng) der Induktionsbeginn. Es kann auch sein, dass
man zum Beweis von A(n + 1) die Induktionsannahme fiir alle m < n benétigt.

Griindet man die natiirlichen Zahlen allein auf den PEANO-Axiomen, so hat man einen
miithsamen Weg vor sich. Es ist nachzuweisen, dass die Axiome keinen Widerspruch
enthalten, dass die nattirlichen Zahlen dadurch eindeutig bestimmt sind und schlief3-
lich, dass man alle benétigten Eigenschaften der natiirlichen Zahlen daraus ableiten
kann. Wir begniigen uns hier mit einigen wesentlichen Schritten, viele Details findet
man z.B. in [EB, Kap. 1], [KR] und [R-S].

Um moglichst schnell wieder zur tiblichen Schreibweise der nattirlichen Zahlen zurtick-
zukommen, erkldren wir

1:=0,2=1=(0), 3=2,....

Man beachte dabei, dass damit die Dezimaldarstellung ab 10 = 9’ noch nicht gerecht-
fertigt ist.

Zur Erkldrung der tiblichen algebraischen Operationen mit nattirlichen Zahlen ist es
hilfreich, das Axiom der vollstindigen Induktion zu verwenden, um eine rekursive
Definition zu rechtfertigen. Dazu betrachten wir die Aufgabe, fiir ein festes m € IN und
ein beliebiges n € N die Summe m + n zu erkldren. Wir beginnen mit #» = 0 und erkldren,
wie man von n auf n’ kommt:

m+0:=m, m+n:=(m+n).
Nach P3 ist dann m + » fiir alle n erklart. Insbesondere ist
m+l=m+0=(m+0) =m'

Die Multiplikation natiirlicher Zahlen kann man auf die Addition zuriickfiihren, auch
das geht rekursiv:

m-0 := 0, m-n = (m-n)+m.

Suggestiver geht es mit drei Piinktchen:

m-n:=n+...+n also n-m=m+...+m.
| ——— ~—_——

m-mal n-mal

Man beachte dabei, dass bei den Definitionen von Addition und Multiplikation die linke
und m bezeichnete Seite immer fest aber beliebig angenommen wird, die rechte mit n
bezeichnete Seite durchlduft rekursiv ganz IN.
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Was man benétigt, sind die folgenden

Rechenregeln fiir natiirliche Zahlen Fiir I,m,n € N gilt:

A I+(m+n) = (I+m)+n Assoziativitit
l-(m-n) = (I-m)-n

K m+n = n+m Kommutativitit
m-n = n-m

N m+0 = m neutrale Elemente
m-1 = m

KR I+n = m+n = Il=m Kiirzungsregeln

I'n = m-n = Il=m, falls n#0
D l-(m+n) = l-m+1l-n Distributivitit

All diese Regeln kann man beweisen, entscheidendes Hilfsmittel ist die vollstindige
Induktion. Wir fithren als Beispiel einen Beweis fiir die Kommutativitiit der Addition aus.
Das geht in mehreren Schritten. Dabei verwenden wir die Abktirzungen D fiir Definition
der Addition und I fiir Induktionsannahme.

1. Fiirallen € N ist 0 + n = n, insbesondere folgt 0 +n =n + 0.
Fiir n = 0ist 0 + 0 = 0 nach D. Angenommen 0 + n = n nach I, so gilt fiir die Nach-
folger
(04+n) =n', also 0+n'=n" nach D.

2. Fiiralle m,n € N gilt m' + n = m + n’, insbesondere folgt m" +n = (m +n)’.
Fiir n = 0ist m’ +0=m' und m 4+ 0" = m + 1 = m’ nach D. Angenommen m’ + n =
m + n’ nach I, so gilt fiir die Nachfolger

m +n' =(m+n"),also m' +n"=m+ (n')=m+ (n") nach D.

3. Fiiralle myn € N gilt m+n=n+m.
Der Fall n = 0 folgt aus 1. Angenommen m + n = n + m nach I, so folgt

(m+n) =m+m),also m+n"=n+m'=n"+m nach D und 2..

Mit viel Geduld kann man auf dhnliche Weise auch all die anderen Rechenregeln be-
weisen, das hat schon DEDEKIND [DED;] ausgefiihrt.

An dieser Stelle scheint ein warnender Hinweis angebracht. Die Nachweise der Re-
chenregeln fiir natiirliche Zahlen mit Hilfe der Axiome werden gelegentlich als , Peano-
Spielereien” apostrophiert. Sie dienen der Einsicht, dass eine strenge Begriindung ohne
Verwendung geometrischer Anschauung moglich ist. Ein Lehrer sollte das wissen, aber
er sei gewarnt, seine Schiiler damit zu tiberfordern. Fiir die Schule ist es sicher {iber-
zeugender, die Rechenregeln durch geometrische Analogien mit Langen, Flichen und
Rauminhalten zu ,,zeigen”. Wir begniigen uns hier mit konkreten Zahlenbeispielen:
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34( 4 +2) = (3 + 4 )+2
3+ 4 = 4 + 3
4.3 = 3.4
Pav.av.ary ey
A
A
A
(4-3)-2 = 4.(3-2)
3.(4+2) = 3.4 +3-2

Die nattirlichen Zahlen sind der Grofie nach geordnet. Das kann man mit Hilfe der
Addition so erkldren: Fiir m,n € N gilt

m<n:s esgibtein [€ N mit n=m+1.

Auflerdem erklart man
m<n:= m<nundm#n.

Eine oft bentitze Eigenschaft der natiirlichen Zahlen ist der

Satzvom kleinsten Element Ist M C IN und M # @, so gibt es ein n € M, so dass n < m
fiir jedes m € M.

Diese Aussage ist offensichtlich fiir ganze oder auch positive rationale Zahlen falsch.
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Beweis Man kann entweder bei 0 beginnen und so lange Nachfolger bilden, bis man
zum ersten Mal in M anstofit, oder in M beginnend so lange Vorganger betrachten, bis
man M verlassen hat. Die zweite Methode ist formal einfacher.

Da M # @, konnen wir ein my € My := M wahlen und die endliche Menge
My:={meM:m<my}eM

betrachten. Ist M; = @, so ist n := my das kleinste Element. Andernfalls wihle man
mq1 € My und betrachte
My:={meM:m<mi} s M.

Ist My = @, so kann man # := mj setzen. Da M; endlich ist und in jedem Schritt eine
echt kleinere Menge auftritt, gibt es ein k € IN so, dass

=M1 ={meM:m<m}sM+02,

und n := my, ist das kleinste Element von M. ]

Zum Schluss dieses Abschnitts noch eine Aussage tiber die Méchtigkeit endlicher Men-
gen.

Lemma Ist M eine endliche Menge mit #M = n, so gilt fiir die Potenzmenge

#P(M) = 2"

Beweis durch Induktion tiber n. Fiir n = 0 ist M = @ und P(M) = {2}, also ist
#P(M) =1=2°.

Angenommen #P (M) = 2" sei schon fiir alle M mit #(M) = n beweisen. Ist nun
M = {ml,. . .,mn+1}

mit paarweise verschiedenen m; gegeben, so sei M := {my, ..., my }. Wir betrachten die
disjunkte Zerlegung

P(M)=P1UP, mit P;:={NCM:my41¢N} und P:={NCM:m,,1 €N}
Offensichtlich ist P; = P (M), also #P (M) = 2". Weiterhin hat die Abbildung
Pr—Pr, Ne—=NU{m, 1},

eine Umkehrung P, — P;, N — NN M, damitist sie nach Bemerkung aus 1.1.3 bijektiv,
also folgt
#P, = #P; =2" und #P(M) =2" +2" =2"1,
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1.2.2 Verkniipfungen und Halbgruppen

Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen kann man auffassen als Abbildungen
+:NXN—=N,(mn)—m+n, und -:IN x N — N, (m,n) — m-n.

Das sind Beispiele fiir innere Verkniipfungen in einer Menge M, die ganz allgemein
durch eine Abbildung
x:MxM—M, (ab)—axb,

beschrieben werden. Solche Verkniipfungen kénnen von vollig verschiedener Art sein.
Wir geben zuerst einige Beispiele:

a) M=N, mxn=m+n oder mxn=m-n

b) M=7Z, mxn=m+n

) M=Q, axb=a+Db

d M=Q, axb=a-b

e) M=Q* axb=a-b

f) M=R" vxw=v+w

g) M=N, mxn=m"

h) M=Q, axb=1i(a+b)

i) X beliebige Menge, M = Abb(X,X)={f:X— X}, f*xg:=fog
) M=S(X):={f €Abb(X,X): f bijektiv}, fxg=fog

Fiir besondere Eigenschaften von Verkniipfungen gibt es Namen:

Definition Sei * : M x M — M eine Verkniipfung auf einer beliebigen Menge M.

* heifit assoziativ, wenn (ab) xc=ax (b*c) fiir alle a,b,c € M.

* heifit kommutativ, wenn a x b = b x a fiir alle a,b € M.

e € M heifit neutrales Element, wenn e xa =a = a e fiir allea € M.

Eina' € M heifdt inverses Element zu a € M, wenn a’ x a = a x a’ = e, wobei e ein neutrales
Element ist.

5. Es gilt die Kiirzungsregel, wenn fiir alle a,x,y € M

= =

axx=a*xy=>x=Yy und x*a=yxa=x=y.

Priift man diese Regeln in den obigen Beispielen nach, so erhilt man folgendes Ergebnis,
wobei + = ja und - = nein bedeutet:

Beispiel ‘a‘b‘c‘d‘e‘f‘g‘h‘z‘]
assoziativ +l+ T+ +1+1+7-T-7T+1+
kommutativ + |+ |+ |+ |+ |+ -+ -] -
es gibt ein neutrales Element + |+ |+ |+ |+ |+ |- -+ +
es gibt ein neutrales und inverse Elemente | - | + | + | - | + | + | - | - | - | +
es gilt die Kiirzungsregel +l+ |+ -+ +|-1+-1+
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Bei Beispiel a) wurden die in 1.2.1 beschriebenen Eigenschaften der nattirlichen Zahlen
benutzt. Beispiele b) bis f) wurden schon kurz in Kapitel 0 behandelt; mehr dazu folgt in
1.3. Die Beispiele g) und h) seien dem Leser iiberlassen. Man beachte dabei die tiblichen
Regeln fiir Potenzen:

23220 =29 =512, aber (23)2=8%=6d.

Im Beispiel i) ist die Assoziativitdt wichtig. Zwei Abbildungen sind genau dann gleich,
wenn sie fiir alle Argumente die gleichen Werte besitzen. Nach Definition der Hinter-
einanderschaltung von Abbildungen gilt fiir alle x € X

((fog)oh)(x)=(fog)(h(x)) = flg(h(x))) = f((g o h)(x)) = (fo (g oh))(x).
Daraus folgt (fog)oh= fo(goh).

Dass die Hintereinanderschaltung nicht kommutativ ist, kann man schon mit X = {1,2}
sehen. Ist
f(x)=1 und g(x)=2 fiuralle x€X,

soist (fog)(x)=1und (go f)(x) =2 firalle x € X.
Setzt man auch h(x) =1 fiir alle x € X, so ist
hof=hog, aber f#g.
Also gilt keine Kiirzungsregel. Die identische Abbildung idy ist ein neutrales Element.

Im Beispiel j) bleibt die Assoziativitdt und das neutrale Element aus Beispiel c) erhalten.
Die Kommutativitit ist verletzt, wenn X mindestens drei Elemente enthilt. Man findet
leicht Beispiele in X = {1,2,3}.

Die Kiirzungsregeln sind klar, wir zeigen die erste. Seien f,g,h € M’ gegeben, und an-
genommen es wire f # ¢. Dann gibt es mindestens ein x € X mit f(x) # g(x). Da h
insbesondere injektiv ist, folgt

(o f)(x) = h(f(x)) # h(g(x)) = (hog)(x).
Alsoistho f#hog. u

Fiir Verkniipfungen mit guten Eigenschaften gibt es einige Namen. Wir beginnen mit
folgender

Definition Eine Menge M zusammen mit einer assoziativen Verkniipfung * : M x M — M
heifst Halbgruppe.

In dieser Terminologie haben wir in den obigen Beispielen a) bis f), sowie i) und j) Halb-
gruppen gefunden.

Es sei noch vermerkt, dass man als Folgerung aus dem Assoziativgesetz auch bei einem
Produkt von mehr als drei Faktoren alle moglichen Klammern weglassen und einfach
ajp - ...-ay schreiben kann.
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1.2.3 Gruppen

Wie wir gesehen haben, ist die Menge IN der natiirlichen Zahlen zusammen mit der
Addition ein Beispiel fiir eine Halbgruppe; naheliegend ist die Frage nach der ,ande-
ren Halfte”. Es wird sich zeigen, dass dies die negativen Zahlen sind. Zundachst eine
grundlegende allgemeine

Definition Eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung * : G x G — G heifit Gruppe,
wenn Folgendes gilt:

G1 Die Verkniipfung * ist assoziativ, d.h. G zusammen mit  ist eine Halbgruppe.

G2  Es gibt ein eindeutig bestimmtes e € G, so dass

a) axe=exa=a fiirallea € G (e heifit neutrales Element).
b) Zu jedem a € G gibt es ein eindeutig bestimmtes a’ € G, so dass
axa =a' xa=e

(a' heifit zu a inverses Element).
G mit x heifst kommutativ (oder abelsch) , wenn a x b = b * a fiir alle a,b € G.

Genau genommen ist eine Gruppe ein Paar (G, ). Ist klar, welche Verkniipfung * ge-
meint ist, kann man auch von der Gruppe G sprechen.

Noch ein Hinweis auf iibliche Bezeichnungen. Besonders wichtige Verkniipfungen sind
Addition und Multiplikation, dann schreibt man * = 4 und * = -.

Im Fall der Addition setzt man immer voraus, dass sie kommutativ ist. Das neutrale
Element wird mit 0 = Null, das Inverse a’ von a wird mit —a als Negatives bezeichnet.
Zusammengefasst gilt

a+b=b+a, a+0=a, a+(—a)=0.

Statt * schreibt man fiir eine beliebige Verkniipfung in einer Gruppe meist den Mal-
punkt -, und statt a - b kann man ab schreiben. Das Inverse 4’ wird in der multiplikativen
Schreibweise mit a~! bezeichnet.

Beispiel 1 Von der Serie a) bis j) von Beispielen aus 1.2.2 erfiillen die folgenden die
Gruppenaxiome:

(Z,+), Q+), @), (RY+4), (S(X)0).
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Diese Gruppen sind abelsch, mit Ausnahme von S(X) fiir #X > 3. Man nennt S(X) die
symmetrische Gruppe von X.

Fiir die Menge X = {1,...,n} nennt man S, := §(X) auch Permutationsgruppe. Diese
Gruppen werden in Kapitel 3 beim Studium von Determinanten eine wichtige Rolle
spielen.

Die Anzahl der Elemente einer Menge hatten wir als Machtigkeit bezeichnet, bei Grup-
pen spricht man tiblicherweise von der Ordnung, in Zeichen

ord(G).

Uber die symmetrische Gruppe halten wir schon einmal Folgendes fest:

Bemerkung Fiir n € N* ist ord (S,) =n! .

Dabei nennt man n!:=n-(n—1)-----2-1 fiir n € N* die Fakultit von n. Statt der

Definition mit drei Punkten kann man korrekter auch eine rekursive Definition geben:
1'=1und (n+1)!=m+1)-n!.

Beweis der Bemerkung. Eine bijektive Abbildung f von {1,...,n} auf sich ist bestimmt

durch die Bilder f(1),...,f(n). Man muss also abzéhlen, in wie vielen verschiedenen
Reihenfolgen man die Zahlen von 1 bis n aufschreiben kann.

Fiir den ersten Platz hat man n Moglichkeiten; beim zweiten Platz ist schon eine Zahl
vergeben, es bleiben nur noch n — 1 Moglicheiten. Das macht man so weiter bis zum
letzten Platz, da ist nur noch eine Zahl tibrig. Also hat man insgesamt

Moglichkeiten.

Formal etwas korrekter kann man die Aussage auch durch Induktion beweisen. Offen-
sichtlich ist ord S; = 1. Sei ord S,, = n! schon bewiesen. Fiir f(n + 1) gibt es n + 1 mog-
liche Werte; dann verbleiben fiir f(1),...,f(n) noch n mogliche Werte, das sind nach
Induktionsannahme n! Moglichkeiten. Also hat man insgesamt

(n+1)-n'=(n+1)!

Moglichkeiten. m

Fiir spétere Verwendung notieren wir noch elementare
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Rechenregeln fiir Gruppen Ist (G, -) eine Gruppe, so gilt fiir alle a,b,x,y € G:

1) (@) '=a (a-b)'=b1l.a1
2 a-x=a-y=x=y und x-a=y-a=x=y.
3) Die Gleichungen a - x = b und y - a = b sind eindeutig l0sbar durch

x=alb und y=>b-al.

1 1

Beweis Ad 1). Die Beziehunga-a7" =e = a~ 1. g bedeutet zunichst, dass 2~ ! invers ist

zu a; anders herum gelesen besagt sie, dass a invers ist zu a~!. Weiter gilt
(a-b)-b'-aH=a-(b-bYH-al=a-al=¢ und
b l-aH-(a-b)=b""1-(at-a)-b=b"1-b=e.
Ad 2). Zum Beweis der Kiirzungsregeln geniigt es, mit ! zu multiplizieren:
a-x=a-y = a'-(ax)=al-(ay = @la)x=@'ay = x=y.
Die zweite Regel folgt analog.
Ad 3). Die angegegeben Werte von x und y sind offensichtlich Losungen der gegebenen
linearen Gleichungen; die Eindeutigkeit folgt aus 2). u
Ist in einer Menge M eine Verkniipfung * gegeben, so hat man fiir jedes 2 € M Abbil-
dungen

Li:M— M, x—axx, (Linkstranslation) und
ra:M—M, x+—xx*a, (Rechtstranslation).

Als Folgerung aus den obigen Rechenregeln erhilt man als

Korollar Ist G eine Gruppe und a € G beliebig, so sind die Translationen 1, und r, bijektive
Abbildungen.

Diese Eigenschaft kann man ausniitzen bei dem Versuch, eine endliche Menge mit der
Struktur einer Gruppe zu versehen. Ist G = {ay,...,a, }, so gibt man eine Verkniipfungs-
tafel an, die so aussieht:

* ay a]' Aan
o
a; a; x Cl]‘

n
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In der Zeile i und der Spalte j steht 4; x a;. Den Axiomen entsprechend ist so eine Tafel
zahlreichen Einschriankungen unterworfen. Da es ein neutrales Element geben muss,
kann man a; = e annehmen, dadurch ist die erste Zeile und die erste Spalte festgelegt.
Dem obigen Korollar ensprechend muss in jeder Zeile und in jeder Spalte jedes Element
genau einmal vorkommen. Fiir n = 2 gibt es eine einzige Moglichkeit

*

a a

Die Tafel ist symmetrisch, also ist * kommutativ. Da es nur ein von e verschiedenes
Element a gibt, gentigt es fiir das Assoziativgesetz die eine Gleichung

ax(axa)=(axa)*a
zu priifen. Als Ergebnis erhilt man, dass G = {e,a} zusammen mit * eine Gruppe ist.

Fir G = {e,a,b} gibt es wegen der Kiirzungsregel wieder nur eine mogliche Gruppen-
tafel:

VT

SR *
SR
[ Il IR RN

Das einzige Problem ist die Assoziativitdt. Da jede Bedingung der Form
ay % (ap x az) = (ay x ap) * az

drei Faktoren enthilt, kann man das nicht aus der Gruppentafel erkennen. Zunéchst
gibt es 3% = 27 verschiedene Tripel (a1,a2,a3) aus a; € G. Da die Assoziativitét klar ist,
wenn mindestens einer der drei Faktoren a; gleich e ist, bleiben nur noch 2% = 8 Glei-
chungen zu priifen. Nehmen wir eine davon:

ax(bxa)=axe=a, (axb)xa=exa=a.

Die anderen Gleichungen sieht man analog. Aber klar ist, dass diese Methode sehr miih-
sam ist. Hat G insgesamt n Elemente, so muss man (n — 1)3 Gleichungen priifen!

1.2.4 Die ganzen Zahlen als additive Gruppe*

Wie wir gesehen haben, bilden die natiirlichen Zahlen sowohl mit der Addition als auch
mit der Multiplikation eine Halbgruppe. Wir betrachten zuerst die Addition und ergan-
zen sie beztiglich dieser Operation zu einer Gruppe.

Von einem weniger abstrakten Standpunkt betrachten wir fiir m,n € IN die Gleichung

m-4+x=n.
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Sie hat offenbar genau dann eine Losung x € IN, wenn n > m ist, d.h. wenn n im Sinn der
PEANO-Axiome zu den Nachfolgern von m gehort. In diesem Fall hat die Bezeichnung

x=n—mé&eN
einen Sinn als natiirliche Zahl. Die Zahl n — m ist dadurch charakterisiert, dass
m+ (n—m)=n.
Fiir den Ubergang zu negativen Zahlen gibt es viele Griinde, einer stammt aus dem
tiaglichen Leben. Man hat n € und will fiir m € einkaufen. Ist m <n, so verbleibt als Rest
ein Guthaben von (n — m) €. Im Fall m > n entstehen Schulden, die man als abstrakten

negativen Rest bezeichnen kann. In jedem Fall kann der verbliebene Rest auch in einer
anderen Kombination n’ und m’ der Gleiche sein, namlich dann, wenn

n—m=n"—m. ()

Aber Bedingung (x) ist fiir beliebige m,1n und m’,n’ € N noch nicht zuldssig, da negative
Zahlen erst erklart werden sollen. Der Trick ist nun, Bedingung () so zu schreiben, dass
sie in IN kontrolliert werden kann:

n+m =m+n'. €

Damit ist der Weg frei fiir eine formale Konstruktion. Statt der noch nicht erlaubten
Differenzen n — m betrachten wir geordnete Paare, also

N x N :={(n,m):n,m € N}
und in N x IN definieren wir entsprechend der obigen Vorbereitung eine Aquivalenz
(nm)~ @, m) =& n+m=m+n.

Ziel ist es, die ganzen Zahlen als Aquivalenzklassen solcher Paare zu erklaren. Das ist
ganz elementar, aber leider etwas langwierig.

Zunichst ist zu zeigen, dass durch ~ tatséchlich eine Aquivalenzrelation gegeben ist.
(n,m) ~ (n,m),dennn+m=m-+n
(n,m)~n',mYy=n+m'=m+n"=>n"+m=m"+n= (n',m") ~ (n,m).
(n,m) ~n',m")~ 0", m")y=n+m'=m+n"und n’ +m' =m’ +n".

Zidhlt man diese beiden Gleichungen zusammen, so erhélt man

<n+m//)+(m/+n/):(m+n//)+(n/+m/),
alson+m"” =m+n",dh. (n,m) ~ (n",m").

Man beachte, dass wir die Assoziativitit und Kommutativitit der Addition sowie die
Kiirzungsregel benutzt haben.
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Nun bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von (n,m) mit n — m. Das ist zunéchst nur
eine Bezeichnung, eine ,formale Differenz”. Nach den Regeln fiir Aquivalenzklassen
gilt

n-m=n"-m" & (mm)~m,m) & n+m =m+n.

Damit kann die Gleichheit formaler Differenzen durch eine Rechnung in den natfirli-
chen Zahlen tiberpriift werden.

Als Ergebnis der ersten Etappe notieren wir folgende

Definition Die Menge Z der ganzen Zahlen ist erklirt als Menge der Aquivalenzklassen
von IN x IN nach der Aquivalenzrelation

(n,m)~(n',m) < n+m =m+n'

Die Aquivalenzklasse von (n,m) wird mit n —m bezeichnet.

Die ganzen Zahlen sollen die natiirlichen Zahlen erweitern. Daher soll zunéchst geklart
werden, wie man IN als Teilmenge von Z wiederfinden kann.

Lemma Die Abbildung
p:N—=Z, n—n-0,

ist injektiv.

Beweis Man beachte zunichst, dass die formale Differenz n — 0 die Aquivalenzklasse
von (1,0) bedeutet. die naheliegende Rechnung 1 — 0 = n ist noch nicht erlaubt, da noch
nicht erklart ist, wie man mit den Restklassen rechnen darf. Schon nach den gegebenen
Regeln geht es so:

Sei ¢(n) = ¢(n') fiir n,n’ € IN. Nun bedeutet
n-0=n'-0, dass (n,0) ~ (n/,0), dh. n4+0=0+7n".

Die letzte Gleichung gilt in IN, also folgt n = n’. |

Nun folgt ein Schritt, der bei der Erweiterung von Zahlbereichen zur Vereinfachung
immer wieder auftritt. Man ,identifiziert” IN mit seinem Bild ¢(IN) C Z unter der in-
jektiven Abbildung ¢, d.h. man setzt

n=n-0.

Links steht n € IN, rechts die Aquivalenzklasse von (1,0), sie ist gleich der Aquivalenz—
klasse (n + k, k) fiir jedes k € IN.
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Die neu hinzugekommenen nicht natiirlichen Zahlen sind die ganzen negativen Zahlen;
das sind die formalen Differenzen n —m mit m > n. Auch hier konnen wir die Bezeich-
nungen vereinfachen und

—m:=0-m

setzen. Das ist die Aquivalenzklasse von (0,m), es ist (0,m) = (k,m + k) fiir alle k € IN.
Damit sind wir endlich bei der {iblichen Darstellung

7z={...,-3,-2,-10123,...}
angekommen und haben sie durch einen prazisen Formalismus untermauert.

Jetzt beginnt der zweite Teil der Arbeit, ndimlich Addition und Multiplikation von IN
nach Z auszudehnen. Wir beginnen mit der Additon und machen den naheliegenden
Versuch einer Definition fiir die Summe formaler Differenzen:

(n=m)+(l=k):=(n+1)-(m-+k). (+)

Hinter dieser ,Definition” ist ein Problem versteckt. Die Paare (m,n) und (k,1) sind
Reprisentanten der Aquivalenzklassen und es muss nachgewiesen werden, dass das
Ergebnis auf der rechten Seite von (+) von der Auswahl der Reprisentanten unabhén-
gig ist. Ist das der Fall, so sagt man, die Addition ist durch (+) wohldefiniert.

Sei also (m,n) ~ (m’,n") und (k,1) ~ (k',I') Aus

m+n"=n+m undk+1'=14+k folgtn+1+m' +k'=m+k+n"+1,

alsoist (n+1m+k)~ (n' +1',m +k).

Beschrankt auf IN ist diese neue Addition gleich der alten, denn fiir n,I € IN gilt
(n=0)+(1-0)=(n+1)-(0+0)=n+1)-0=n+1.

Wie man sich leicht mit Hilfe der entsprechenden Regeln fiir die nattirlichen Zahlen aus
1.2.1 iiberzeugt, ist die so definierte Addition in Z assoziativ und kommutativ. Neutra-
les Element ist die Null in den verschiedenen Darstellungen

0=0-0=n-n€N,
und das eindeutig bestimmte negative Element zun —m € Zist m —n € Z, denn
(n=-m)+(m-n)=m+m)-(m+n)=0-0=0.

Insgesamt haben wir gezeigt:

Satz Die Menge Z der ganzen Zahlen mit der aus der Halbgruppe IN C Z fortgesetzten
Addition ist eine abelsche Gruppe. |
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Da die Addition + in Z eine Fortsetzung der Addition + in IN ist und da wir IN als
Teilmenge von Z ansehen, ist die Unterscheidung von + und + tiberfliissig geworden;
man bezeichnet auch die Addition in Z mit +.

Statt n + (—m) schreibt man n — m.

Zum Schluss dieses Abschnitts ein Fazit: Die Definition ganzer Zahlen und der Nach-
weis der gewohnten Rechenregeln hat gezeigt, dass sie streng formal und ohne Mystik
aus den natiirlichen Zahlen gewonnen werden kénnen. Ein Lehrer sollte das wissen,
aber seine Schiiler mehr intuitiv (etwa tiber den Begriff von Schulden) an die negativen
Zahlen heranfiihren.

1.2.5 Untergruppen und Homomorphismen

Bei vielen algebraischen Strukturen treten immer wieder folgende Probleme autf:

1) Wann vererbt sich eine Struktur auf eine Teilmenge?
2) Wann sind zwei verschiedene Strukturen vertraglich?

Das ist besonders einfach im Fall von Gruppen zu beschreiben. Zu Problem 1) geben

wir folgende

Definition Sei (G, *) eine Gruppe und G' C G eine nichtleere Teilmenge.
G’ heifit Untergruppe von G, wenn Folgendes gilt:
1) a,beG =axbeG. 2) acG=aled.

Die beiden Bedingungen kann man zusammenfassen zua,b € G’ = axb~! € G'.

In diesem Fall vererbt sich die Gruppenstruktur von G zu einer Gruppenstruktur auf
G'. Nach Bedingung 1) hat man eine Verkiipfung

x:G' xG' —G', (ab)—axb.

Diese ist assoziativ, da sie aus G stammt. Da G # @ gibteseina € G’.Nach 2) ist aled,
nach 1)istauch axa~! =e € G'. Wieder folgt mit Hilfe von 2), dass es in G" auch inverse
Elemente gibt. Damit haben wir Folgendes gezeigt:

Bemerkung Eine Untergruppe wird in kanonischer Weise selbst zu einer Gruppe.

Beispiel 1  Fiir jedes m € IN ist

m-Z={m-x: x€Z}CZ

Untergruppe, wobei * = + in Z. Analog ist auch Z C Q eine additive Untergruppe.
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Firn >2ist S’ :={c € S8,: o(n) =n} C S, eine Untergruppe mit ordS’ = (n — 1)!.
Weitere Beispiele werden uns spater begegnen.

Bemerkenswert ist, dass es in der Gruppe Z keine anderen als die in Beispiel 1 angege-
benen Untergruppen gibt:

Lemma Ist G C Z eine Untergruppe, so gibt es ein eindeutig bestimmtes m € IN derart, dass
G =mZ.

Beweis Ist G = {0}, so m = 0. Da G Untergruppe ist, ist fiir jedes n € G auch —n € G. Im
Fall G # {0} gibt es daher nach dem Satz vom kleinsten Element aus 1.2.1 ein kleinstes
positives m € G. Offensichtlich ist dann mZ C G. Dass auch G C mZ gilt, zeigen wir
mit der anschlieflend in 1.3.1 bewiesenen Division mit Rest. Ist n € G, so gibt es eine
eindeutige Darstellung

n=qg-m+r mit greZ und 0<r<m.

Dann ist auch r =n — g - m € G, und da m minimal gewdahlt war, muss r = 0 sein; also
folgtn =q-m € mZ. [

Nun zur Vertraglichkeit einer Abbildung mit Strukturen.
Definition Sind (G,*) und (H,+') Gruppen, so heifit eine Abbildung ¢ : G — H
Homomorphismus von Gruppen, wenn

@(axb)=g(a)«" @(b) fiiralle a,beG.

Ein Homomorphismus heifst Isomorphismus, wenn er bijektiv ist.

Beispiel 2 Die fiir jedes m € IN erkldrte Abbildung
Om L —7Z, x—rm-x,
ist ein Homomorphismus, ¢, (Z) = mZ.
Zwischen den Gruppen (R, +) und (R, -) ist die Abbildung
¢:R—RY, x—e,

ein Isomorphismus, denn e* ™V = ¢¥ - ¢¥.



114 1 Grundlagen

1.3 Ringe und Korper

1.3.1 Die ganzen Zahlen als Ring*

Fiir die natiirlichen Zahlen ist neben der Addition auch eine Multiplikation erkldrt, die
auf die Addition zuriickgefiihrt ist. Sie kann ebenso wie die Addition auf die ganzen
Zahlen ausgedehnt werden.

Eine ganze Zahl war in 1.2.4 erklart worden als die Aquivalenzklasse eines Paares
(n,m) € N x N, die mit n — m als formale Differenz bezeichnet wurde. Um eine Idee
zu bekommen, wie man solche Aquivalenzklassen in sinnvoller Weise multiplizieren
sollte, machen wir die informelle naive Rechnung

(n—m)-(I-k)=(n-1+m-k)—(m-1+n-k).
Will man daraus die formale Definition
(n-m)e(l-k):=(n-14+m-k)-(m-1+n-k) (o)

machen, so ist zu zeigen, dass diese Multiplikation wohldefiniert ist, d.h. dass das Er-
gebnis nicht von der Auswahl der Représentanten abhéngt. Sei also

(n,m)~ (n',m"), dh. n+m'=m+n" und
(~)
(LK)~ (I'K), dh I+K=k+I.
Zu zeigen ist, dass daraus
nl +mk +m'l' + n'k' = ml + nk +n'l' + m'k’ ()

folgt. Die dazu notige Rechnung kann man vereinfachen durch einen kleinen Kniff: Man
addiert zur einen Seite von (*) die Zahl

ri=I+k)-(n +m")=1n"+1m' +kn' +km' € N.

Indem man die Gleichungen aus (~) benutzt, erhilt man durch die Rechnung in IN

nl+mk+m'l' + 'k +r=I1(n+m')+k(m+n")+n'(1+k)+m'(k+1)
=Ilm+n")+k(n+m')+n'(k+1")+m' (1 +k)
=ml+nk+n'l" +m'k +r.

Da man r in IN kiirzen kann, folgt (x).
Beschrankt auf IN ist diese neue Multiplikation in Z gleich der alten, denn fiir n,/ € IN

gilt
(n-0)e(I-0)=mn-14+0)-(0+0)=n-1-0=n-1
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Also kann man die Unterscheidung von e und - aufgeben.
Die in Z {tiblichen Vorzeichenregeln kann man nun beweisen. Fiir m,n € IN gilt
m-(—n)=(-m)-n=—(m-n) und (—m)-(—n)=m- n.
Wir zeigen die letzte dieser Regeln:
(=m)-(—n)=(0—-—m)-(0—n)=(0-0+m-n)—(m-0+0-n)=m-n.
Damit ist die Regel ,, minus - minus = plus” formal nachgewiesen. Die anderen Regeln
beweist man analog.

Weiter kann man unter Benutzung der entsprechenden Regeln fiir IN aus 1.2.1 zeigen,
dass die Multiplikation in Z assoziativ und kommutativ ist, und dass ein Distributivge-
setz gilt. Um all die so erhaltenen Eigenschaften von Z zusammenzufassen, fithren wir
einen neuen Namen ein.

Definition Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen
+:RXR—-R und -:RxR—R
heifit Ring, wenn Folgendes gilt:
R1 R zusammen mit der Addition + ist eine abelsche Gruppe.
R2 R zusammen mit der Multiplikation - ist eine Halbgruppe.
R3 Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir a,b,c € R ist
a-(b+c)=a-b+a-c und (b+c)-a=b-a+c-a.

Ein Ring R heifit kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist, d.h. fiir a,b € R gilt
a-b=>b-a

Ein Element 1 € R heif$t Einselement, wenn fiir alle a € R gilt, dass1-a=a-1=a.

Die Ergebnisse der vorangegangenen Abschnitte kénnen wir nun so zusammenfassen:

Satz Die Menge Z der ganzen Zahlen zusammen mit Addition und Multiplikation ist ein
kommutativer Ring mit Einselement. u

Fiir die Praxis bedeutet das nur, dass man mit ganzen Zahlen so rechnen kann wie
gewohnt; jetzt aber mit gutem Gewissen!
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In einem Ring sind die Anforderungen an die Multiplikation weit schwécher als an die
Addition. Zu jedem a € R gibt es ein Negatives —a, aber beziiglich der Multiplikation
muss es kein Inverses a~! geben. Das ist ganz klar, denn will man zwei ganze Zahlen
dividieren, so ist das Ergebnis im Allgemeinen nicht mehr ganzzahlig. Ein in vielen
Fallen niitzlicher Ersatz ist die

Division mit Rest  Zu je zwei Zahlen n € Z und m € IN* gibt es eindeutig bestimmte Zahlen
g € Z undr € N so, dass

n=q-m+r und 0<r<m.

Der Buchstabe g steht fiir ,Quotient”, r fiir , Rest”. Als Beziehung fiir rationale Zahlen
kann man die obige Gleichung auch in der Form

4L
m 1 m

schreiben. Dann ist g der ganzzahlige Anteil, ;- € Q mit 0 < ;- < 1 der kleinstmdogliche
gebrochene Rest.

Beweis Da r =n — g - m moglichst klein und nicht negativ sein soll, berechnet man fiir
alle moglichen k € Z die Differenz

plk):=n—k-meZ.

Geometrisch kann man sich das so vorstellen, dass man die Lage von n relativ zur Men-
ge m - Z betrachtet. Auf diese Weise erhilt man eine injektive Abbildung

p:Z—2Z, k— p(k).
Die Werte von p kénnen nicht alle negativ sein, in Zeichen
p(Z) NN # @.
Dennistn >0,soist p(0) =n € N, fiir n < 0 ist
p(n)=n—n-m=n(l—m)>0,

da 1 —m < 0. Nach dem Satz vom kleinsten Element aus 1.2.1 gibt es einen kleinsten
nicht negativen Rest p(kg) € IN; wir setzen g := ko und r := p(ky).
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In unserer Skizze ist
g=1 fur n=n; und g=-2 fir n=mny.
Nach Definition von g und r gilt
n=q-m+r.

Zum Nachweis der Existenz der gewiinschten Darstellung ist nur noch » < m zu zeigen.
Ware aber r = p(ko) > m, so wiirde

0<n—(ko+1)m=p(ko+1) <p(ko) =n—kom
folgen, im Widerspruch zur Wahl von k.
Es bleibt die Eindeutigkeit der Darstellung zu zeigen. Angenommen
n=qg-m+r=q -m+r mit 0<r,r <m.

Wir kénnen r > 1/, also 0 < r — v’ < m annehmen. Indem man die beiden Darstellungen
von 1 subtrahiert, erhidlt man

r—1v' =4 —q) m.

Also muss g = ¢/ und somit auch r = 7’ sein. ]

Als Anwendung der Teilung mit Rest wollen wir die {iblichen Darstellungen von nattir-
lichen und damit auch ganzen Zahlen préazise begriinden.

Nach dem naiven Vorgang des Zihlens kann man eine natiirliche Zahl n durch n Striche
darstellen, damit gleichwertig ist die Darstellung

n=1+1+...4+1.
~———

n—mal

Als Grundlage fiir effiziente Rechenverfahren war erst einmal die Entwicklung von
handlicheren Darstellungen der natiirlichen Zahlen nétig. Da der Mensch zehn Finger
hat, war das Dezimalsystem besonders bevorzugt. Um zur iiblichen Dezimaldarstel-
lung

n=znNzn_1...2120 mit z; €{0,...,9} und zn=#0

einer natiirlichen Zahl n > 1 mit Ziffern z; zu kommen, ist folgende Uberlegung nétig.

Zundchst muss fiir das gegebene 1 > 1 die Position N ermittelt werden. Dazu betrachtet
man die Menge
M:={keN:n <10} c N.

Da ganz sicher n < 10", ist M # @. Nach dem Satz vom kleinsten Element aus 1.2.1 gibt
es ein kleinstes kg € M. Dan >1,istkg > 1,also N:=ky—1 € IN.
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Die Position von  ist also eingeschrankt durch
10N < n < 10Nt = 10%.
Nun wird 7 mit Rest durch 10V geteilt:
n:qN~1ON—|—rN mit 0<ry < 10N,

Zundchst weifs man nur, dass gy € IN. Nach der speziellen Wahl von N folgt aber
g€ {1,...,9} . Die genauere Position von n kann man so zeichnen:

10N IR 10N (QN + 1) . 10N 1oN+1
Il

|
T

% Lo
n
Im zweiten Schritt wird der Rest ry des ersten Schrittes mit Rest durch 10N~ geteilt:
N =gn-110N "t 4y, wobei gy_1€{0,...,9} und 0<ry_; <10V

Das fithrt man so lange weiter, bis man bei

= q0100 +7rp mit go€{0,...,9} und 0<ry< 100 =1,
also 79 = 0 angekommen ist. Insgesamt erhélt man die Summendarstellung
n=qy-10Y +gqn_1- 1081 4 .. 4 g1 - 10" + g0 - 10°.

Wegen der Eindeutigkeit der Division mit Rest in jedem Schritt ist diese Darstellung
insgesamt eindeutig.

Wie man an dem Verfahren sofort sieht, hidtte man statt der Zahl 10 jede andere Zahl
¢ € N mit ¢ > 2 verwenden kénnen, da es stets ein kleinstes N mit n < g¢N*1 gibt. In
diesem Fall sind die Ziffern

q:€40,1,...,g —1}.

Wir fassen das Ergebnis zusammen:

Darstellungssatz ~ Sei g € IN mit ¢ > 2. Dann gibt es zu jeder Zahl n € IN eine eindeutige
Darstellung

n=aqn-gN+an-1-gN T+ 080 ()
mit NeN, g, €{0,...,g—1} und qy#0.
Man nennt () die g-adische Darstellung von n. Im Fall g = 10 spricht man von der
Dezimaldarstellung , im Fall g = 2 von der bindren Darstellung im Dualsystem.

Als ganz einfaches Bespiel geben wir

37=3-10'+7-10=1-2°40-2*+0-2°+1-224+0-2' +1-2° =100 101.
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1.3.2 Der Korper der rationalen Zahlen

Wie wir gesehen haben, hat man im Ring der ganzen Zahlen fiir jedes m ein Negatives
—m, ein multiplikatives Inverses m~! gibt es nur fiir m = 1. Vom Standpunkt der
Losung von Gleichungen gibt es in Z fiir

m+x=n dielLosung x=n-—m,

fiir m - x = n mit m # 0 hat man nur dann eine Losung x = |-, wenn m ein Teiler von n
ist. Die Aufgabe besteht nun darin, fiir einen beliebigen Bruch [- mit m,n € Z und m #0
eine prézise Erklarung zu geben und Rechenregeln dafiir bereitzustellen.

Im Prinzip kann man ganz analog vorgehen wie bei der Erweiterung der additiven
Halbgruppe IN zur Gruppe Z. Den allgemeinen Rahmen fiir eine derartige Konstrukti-
on findet man z.B. in [F13].

Um dem Symbol - eine formal prézise Erklarung zu geben, betrachtet man die Menge
ZxZ ={(nm)}:nmeZm+0}.

Um die passende Aquivalenzrelation zu finden, bedenkt man, dass naiv gerechnet

n n , ,

_——= — R . = . . =

i n-m=m-n (=)

Entscheidend dabei ist, dass die Bedingung auf der rechten Seite in Z gepriift werden

kann. Nach dieser Voriiberlegung definieren wir auf Z x Z* eine Relation durch
(nm)~ (', m): & n-m=m-n

Ganz analog zu 1.2.4 priift man nach, dass es sich um einen Aquivalenzrelation handelt.
Dabei wird bentitzt, dass die Mulitplikation in Z assoziativ und kommutativ ist, und
dass die Kiirzungsregel

m-x=m-y=x=y

gilt. Nun bezeichnen wir mit
n .
p” die Aquivalenzklasse von (n,m);

nach dieser Definition ist die Beziehung (=) prézise begriindet. Eine solche Aquiva-
lenzklasse % heif3t rationale Zahl, mit

n *
Q.—{E.(n,m)GZxZ }
wird die Menge der rationalen Zahlen bezeichnet.

Die rationalen Zahlen sollen eine Erweiterung der ganzen Zahlen sein, das heifit Z C Q
soll eine Teilmenge sein. Das geht wie bei den meisten Erweiterungen nur durch eine
,Identifikation”. Dabei betrachtet man die Abbildung

Z — Q, nn—>%
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Sie ist offenbar injektiv, denn aus

!/
?:n? folgt n-1=1-n', also n=rn

Daher miissen wir zwischen 7 und dem Bruch § nicht unterscheiden, wir konnen beide
Elemente identifizieren (obwohl sie formal verschieden sind). Offensichtlich gilt dann
auch

n= nTk fiir alle k€ Z*.

Ist nun Z C Q als Teilmenge angesehen, so stellt sich die Frage, wie man die in Z er-
kldrten Operationen von Addition und Mulitiplikation nach Q fortsetzen kann. Nahe-
liegend ist folgender Versuch:

nt_nktlm 4 nl_nl

m k' m-k " m k' m-k
Wie tiblich muss man zeigen, dass dadurch die Operationen wohldefiniert sind, d.h.
dass das Ergebnis nicht von der Wahl der Reprédsentanten abhangt. Sei also

n' 1 r

%:W und =5, dhomm'=mn' und K=K

Zur Wohldefiniertheit der Addition ist zu zeigen, dass

nk+Im 'k’ +1'm'

o T dh.  (nk+Im)ym'k' = mk(n'k' +1'm’).

Das folgt durch einfache Rechnung in Z:

(nk+Imym'k’ = nkm'k' + Imm'kK
nm'kk + 1k'mm’
= mn'kk' + kl'mm’
= mkn'k' +mkl'm’.

Wir wollen nun zeigen, dass die Menge Q der rationalen Zahlen zusammen mit der
oben erkldrten Addition und Multiplikation nicht nur ein Ring, sondern sogar ein
,Korper” ist. Dieser Begriff war zundchst von DEDEKIND unter dem Namen ,,Zahlkor-
per” eingefiihrt worden, fiir ein System von Zahlen mit besonders guten Eigenschaften.
Die allgemeine Definition geht auf WEBER [WEB] zurfick.

Definition Ein Ring (K,+,-) heifit Korper, wenn K* = K\ {0} zusammen mit der Multi-
plikation eine abelsche Gruppe ist.

Das zu a € K* eindeutig bestimmte multiplikative Inverse wird mit a~! bezeichnet. Es
gilt



1.3.2 Der Korper der rationalen Zahlen 121

Wer noch einmal ohne Benutzung der Begriffe Ring und Gruppe sehen mochte, welche
Rechenregeln zu einem Korper gelten miissen, kann das in 0.1.1 nachlesen. Wir notieren
zundchst noch einige Rechenregeln, die leicht aus den Axiomen folgen.

Bemerkung st K ein Korper, so gilt:

a) 1#0

b) 0-a=a-0=0 fiiralleacK.

c)a-b=0=a=0 oder b=0 firabek
da-(-b)=—(a-b) und (—a)-(=b)=a-b firabek.
e) x-a=y-a=>x=y firacK' undxyek

Beweis a) ist klar, denn 1 € K* = K\ {0}. Ein Korper enthélt also mindestens zwei Ele-
mente, ndamlich 0 und 1.
b) folgtaus0-a=(0+0)-a=0-a+0-a.
c) folgt aus der Bedingung, dass K* mit der Multiplikation eine Gruppe ist. Danach
muss flir a,b € K* auch a - b € K* gelten.
d) folgtaus
ab+ (—a)b=(a+ (—a))b=0-b=0 und

(—a)(=b) = —((—a)b) = —(—(ab)) = ab,
wobei fiir die ersten beiden Gleichungen die gerade bewiesene erste Regel verwen-
det wurde, fiir die dritte Gleichung die Rechenregel 1) fiir Gruppen aus 1.2.3.
e) folgt aus der Rechenregel 2) fiir Gruppen aus 1.2.3.

Nun kommen wir zum Ergebnis dieses Abschnitts.

Satz Die Menge Q der rationalen Zahlen zusammen mit der oben erklirten Addition und
Multiplikation ist ein Korper.

Beweis Im Prinzip sind all die in 0.1.1 zusammengestellten Regeln nachzuwiesen. Das
ist Routinearbeit; um den Leser (und auch den Schreiber) nicht zu langweilen fiihren
wir nur einige Regeln aus. Was dabei verwendet wird, sind die Rechenregeln aus 1.3.1
im Ring Z.

Zum Assoziativgesetz fiir die Addition:

7 mk r mkr

7

(n+ll<> gznk+lm+s_ (nk + Im)r + smk

n I s n  Ir+sk nkr+ (Ir+sk)m
P + — s .
r kr mkr
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Da die Zdhler der beiden Briiche ganz rechts gleich sind, folgt die Behauptung. Die
Kommutativitit der Addition folgt sofort aus der Definition. Nullelement ist ¢, Negati-
ves von - ist =%

Dass ;. und % in Q* liegen, bedeutet n # 0 und  # 0. Dann ist auch

E.AZH'ZEQ*, dennin Z gilt m-k#0 und n-I/#0.
m k m-k

Die Assoziativitdt und die Kommutativitdt der Multiplikation sind leicht zu priifen. Ein

multiplikatives Inverses % von -- mit 7 # 0 und m # 0 muss die Bedingung

: n—l 1 also nl=mk, also lz%

n j— p—
m k omok 1 k
erfiillen. Damit ist das Inverse
n\-1 m
) =
eindeutig bestimmt. Auch das Distributivgesetz erfordert nur einfache Rechnung. =

Wie wir gesehen haben, kann man die nattirlichen Zahlen als Teil der ganzen Zahlen
ansehen, und diese als Teil der rationalen Zahlen, in Zeichen

NcCcZcQ.

An dieser Stelle scheint es angebracht, grundlegende Begriffe fiir die Beziehungen zwi-
schen Ringen zu erwdhnen.

Definition Sei (R,+,-) ein Ring und R’ C R eine Teilmenge. R’ heifdt Unterring von R,
wenn fiir alle a,b € R gilt

1) a—beR. 2) a-beR.

Bedingung 1) bedeutet nach 1.2.5, dass R eine Untergruppe von (R, +) ist. Bedingung
2) kann man auch so ausdriicken: R’ ist abgeschlossen gegeniiber der Multiplikation
in R.

Ist R C Rein Unterring, so wird die Ringstruktur von R auf R’ vererbt, so wie das schon
im Fall von Untergruppen bei nur einer Verkniipfung erkldrt worden war. Ein ganz
einfaches Beispiel ist

R =mZ CZ =R,

wobei m € N beliebig gewédhlt werden kann. Da es nach dem Lemma aus 1.2.5 keine an-
deren Untergruppen von (Z,+) gibt, sind das auch die einzigen moglichen Unterringe
von Z.

Aufserdem ist Z C Q ein Unterring, wenn man die ganze Zahl n mit dem Bruch %
Jidentifiziert”, was wir zuvor schon getan hatten. Das kann man noch etwas genauer
— aber auch umstandlicher — beschreiben. Dazu benétigen wir die
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Definition Seien R und S Ringe, wobei wir zur Vereinfachung Addition und Multiplikation
in beiden Ringen mit dem gleichen Symbol + und - bezeichnen. Eine Abbildung

@:R—S
heif$st Homomorphismus von Ringen, wenn fiir alle a,b € R gilt:
D glatb)=g(a)+ol). 2 ¢@a-b)=ga)-pb)
Ein Homomophismus heifSt Isomorphismus, wenn er bijektiv ist.

Ein ganz einfaches Beispiel fiir einen Homomorphismus von Ringen ist die fiir jedes
m € IN erklarte Abbildung

om 2 —Z, X+>m-X.
Das Bild ¢,,(Z) ist der Unterring mZ.

Nun — wie versprochen — zu einer préziseren Beschreibung der ganzen Zahlen als Teil
der rationalen Zahlen. Wir betrachten die Abbildung

¢:Z—Q, n|—>%

Nach den Rechenregeln fiir Briiche in Q ist ¢ ein Homomorphismus von Ringen:

n—+m n m m-n m
pim+n)=——=2+7=¢(m+o), ¢mn=-—==-

= @(m) - ¢(n).

—_] 3

Das Bild ¢(Z) C Q besteht aus den Briichen, die eine Darstellung mit dem Nenner 1
besitzen, und die Einschrankung von ¢

97— 9(Z)

ist bijektiv, also ein Isomorphismus. All das kann man wie zuvor wieder einfacher aus-
driicken: Wir identifizieren Z mit seinem isomorphen Bild ¢(Z), dann kann man Z C Q
als Teilmenge ansehen.

Analog werden wir solche Identifikationen bei Koérpern durchfiithren. Dabei heifit eine
Teilmenge K’ C K eines Korpers (K, +,-) Unterkorper, wenn K’ C K Unterring ist und
wenn aufierdem

a ek firalle acK mit a#0.

In diesem Fall erbt K’ von K die Struktur eines Korpers. Beispiele dafiir werden folgen:

QcRcCC

Schliefilich erscheint es niitzlich, die abstrakten Hintergriinde des Rechnens mit Unglei-
chungen zu beleuchten.
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Man nennt eine ganze Zahl n € Z positiv, in Zeichen n > 0, wenn n € IN*, d.h.n € N
und n # 0.

Diese tibliche Bezeichnung kann man zum Begriff der ,Anordnung” in einem beliebi-
gen kommutativen und nullteilerfreien Ring R verallgemeinern.

Eine Anordnung in R ist erklirt durch eine Teilmenge P C R von Elementen, die positiv ge-
nannt werden, in Zeichen
x>0 & xeP,

so dass folgende Axiome erfiillt sind:
O1  Fiir jedes x € R gilt genau eine der folgenden Eigenschaften:
x>0 oder x=0 oder —x>0.

02 xy>0 = x+y>0 und x-y>0.

In diesem Sinne ist also durch P := IN* eine Anordnung in Z erklart.

Durch eine Anordnung in einem Ring R kann man auch ,grofler”- und ,kleiner”-
Beziehungen zwischen beliebigen Elementen erklaren:

Fir x,y € R sei

x>y & x—y>0 und x>y & (x>y oder x=y).

x<y ¢ y>x und x<y & (x<y oder x=y).

Aus den Axiomen kann man die {iblichen Rechenregeln fiir Ungleichungen in Ringen
und Korpern ableiten (vgl. etwa [FOq, §3]).

Besonders wichtig sind die Regeln

x#0 = x>0 firalle x€R, insbesondere gilt 1> 0.

Beispiele fiir Ringe, die keine Anordnung zulassen, werden wir in 1.3.6 und 1.3.7 an-
treffen.

In einem Ring R kann man fiir x € R und n € IN stets das , Produkt”
n-x:=x+...+x€R.
~—_——
n—mal

erklaren. Eine Anordnung in R heifst nun archimedisch, wenn es fiir beliebige x,y € R
mit x > 0 ein n € N gibt, so dass 1 - x > y. Wesentlich dabei ist, dass y beliebig groff und
x beliebig klein sein darf.
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Ganz einfach erhilt man die

Bemerkung 1 Die durch IN* erklirte Anordnung auf Z ist archimedisch.

Beweis Fiir x,y € IN* setzen wir nn := y + 1 Dann ist
n-x=y+1)-x=y-x+x>y+1>y.

Die betrachtete Anordnung im Ring Z kann man nun fortsetzen zu einer Anordnung
im Korper Q, die erklart ist durch

m>0 und n >0 oder

~"20.e
g ' m<0 und n<0

Nun priift man ganz leicht nach, dass diese Definition die Axiome einer Anordnung
erfiillt. Mit Hilfe von Bemerkung 1 erhdlt man

Bemerkung 2 Die oben erklirte Anordnung des Korpers Q der rationalen Zahlen ist
archimedisch.

Beweis Sind x,y € Q mit x > 0 und y > 0, so gibt es Darstellungen

xz% und yzg mit k,I,r,s € N*.

Fiir ein beliebiges n € IN ist

Nach Bemerkung 1 kann man n so wihlen, dass n(ks) > rl, dannistauchn-x>y. =

Schliefilich kann man in einem Ring R mit Anordnung einen Betrag oder Absolutbetrag
erkldaren, indem man fiir alle x € R

J o= x fur x>0,
Tl —x fir x<0

setzt. Wie man leicht nachweist, gelten fiir x,y € R die Rechenregeln (vgl. [FO1, §3])

[x-yl=1x]-ly| und |x+y|<|x[+[y|
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1.3.3 Dezimalbruchentwicklung rationaler Zahlen*

In 1.3.1 hatten wir eine ganze Zahl n € Z durch wiederholte Teilung mit Rest g-adisch
dargestellt, wobei ¢ € IN mit ¢ > 2 war. Fiir g = 10 ergab sich die Dezimaldarstellung

N .
n==4zNzZN_1--.-20 = Zzi <10 (*)
i=0

mit N € N und Ziffern z; € {0,...,9}. In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der iibli-
chen Darstellung einer rationalen Zahl als Dezimalbruch beschiftigen, etwa

4
- =1.333...
3 333

Hier sind die unendlich vielen Positionen nach dem Punkt . mit der Ziffer 3 besetzt.
Zunichst einmal muss prézise geklart werden, was ein derartiger Ausdruck bedeuten
soll. Allgemein schreiben wir einen Dezimalbruch als einen zunichst nur formalen Aus-
druck

0 o ) 00 )
z—izN...zo.zlzz...—i< Y zi-101+2zi-101> =+ ) 710" (x%)
i=—N i=1 i=—N

mit N € N und Ziffern z; € {0,...,9}. Man beachte die verdnderte Reihenfolge der Sum-
mation im Vergleich zu (x): In (x*) steigt die Summe von einer negativen Zahl —N {iber
0 und 1 auf nach co. Der erste Teil der Summe ist endlich und stellt wie in (x) eine gan-
ze Zahl dar, dem zweiten unendlichen Teil muss erst eine mehr als formale Bedeutung
gegeben werden. Zunéchst kann man fiir jedes n € IN eine endliche Partialsumme

n .
su(z):==+ ) z-107"
i=—N
erkldren; offensichtlich ist s,(z) € Q. Die Betrachtung der Folge (s,(z)) von rationalen
Zahlen ist ein grundlegendes Problem der elementaren reellen Analysis. In diesem Ab-
schnitt wollen wir erst einmal spezielle Dezimalbriiche untersuchen.

Definition Ein Dezimalbruch z = £z_y...z9.2122 ... heifit periodisch, wenn er von der
Form

Z_N---Z0eZ1 - ZkZf4] -+ Zk+]

mit k € IN und | € IN* ist, wobei der Querstrich bedeutet, dass sich die Ziffernfolge zy1 ... zx4;
anschlieflend unendlich oft wiederholt. Formaler aufgeschrieben bedeutet das, dass

ziy =2z fir i>k+1

Ist die Zahl | > 1 minimal gewihlt, so heifst sie die Periodenlinge. Ist k > 0 minimal gewdhlt,
so heifst die Ziffernfolge z; ...z die Vorperiode. Im Fall k = O heifst der Dezimalbruch rein
periodisch. Ist | =1 und z; 1 = 0, so heif$t der Dezimalbruch abbrechend .
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Im Fall eines abbrechenden Dezimalbruchs kann man
z=24z_N...20:21...2(0 = £2_N...20.21 ... %
schreiben.

Nun zeigen wir, dass die periodischen Dezimalbriiche den rationalen Zahlen entspre-
chen. Genauer gilt:

Satz a) Bei einem periodischen Dezimalbruch konvergieren die Partialsummen gegen eine
rationale Zahl.

b) Jede rationale Zahl I lisst sich durch einen periodischen Dezimalbruch darstellen. Fiir die
Periodenlinge I gilt I < m — 1.

Beweis Fiir Teil a) gentigt es, einen Dezimalbruch der Form

ZZO.Zl...Zka+1...Zk+1 (*)

zu betrachten. Aus der Analysis benotigen wir die Summenformel fiir die geometrische
Reihe. Es gentigt dabei der Spezialfall rationaler Zahlen:

le:m fur XEQ mlt |x|<1

Daraus folgt fiir I € N* die Formel

5(m) e

Fiir | =1 bedeutet das 1.111... =1.1 =

Nun zerlegen wir den gegebenen Dezimalbruch (*) entsprechend seiner Vorperiode
und seiner Periode: Ist

0i=21-10 4. 42-10F und  pr=zpyg 100D 44z 107D,

so gilt v, p € Q. Die Folge der Partialsummen von z entspricht der unendlichen Summe

© /1y p-10!
0+P'Z(;)(1Oz> =0t
1=|

und das ist eine rationale Zahl.

Ein ganz einfaches Beispiel ist z = 0.3. Hier ist

.10~ 1.
v=0 und p=3-10"%, also 223;(3)7_110:%:%,
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Ein weiteres wichtiges Beispiel ist z = 0.9. Hier ist

9-107'-10 9

— — . -1 — — —
v=0 und p=9-10"", also z 0-1 9

=1

Die Gleichung 0.9 = 1 hat schon viele Diskussionen ausgeldst. Natiirlich ist jeder endli-
che Abschnitt des Dezimalbruchs 0.9 noch kleiner als 1, aber der Unterschied wird mit
wachsender Lange des Abschnitts immer geringer. Die Gleichung 0.9 = 1 ist eine Aus-
sage tiber den Grenzwert der Folge von Partialsummen. Auflerdem zeigt die Gleichung
0.9 =1.0, dass die Dezimalbruchentwicklung einer rationalen Zahl nicht eindeutig sein
muss. Auf diese Frage kommen wir in 1.3.5 zurtick.

Allgemeiner erhilt man mit der oben bewiesenen Summenformel

Zq 10-z1 + 2z 100 -z1 +10-zp 4 z3

0.z1 = 9 0.2127 = 99 , 0.z12pz3 = 999 ,  usw.
100 - 10-
Man beachte, dass dagegen 0.z1z2z3 = & _.1_0 00 %2 123

Zum Nachweis von Teil b) konnen wir m > 0 annehmen und durch Division mit Rest
nach 1.3.1 " .

—=qg+— mit gr€eZ und 0<r<m

m m
darstellen. Es gentigt also die Dezimalbruchentwicklung von ;. anzugeben, d.h. wir
konnen 0 < n < m annehmen. Um eine Darstellung 0.z1z; ... von . zu erhalten, rechnet
man nach dem aus der Schule bekannten Verfahren:

Im ersten Schritt dividiert man 107 mit Rest durch m. Setzt man ry := n, so ergibt das

10n  10r r )
—:—0:214-—1 mit zy,r1 €IN,0<r <m.
m m m

Wegen n < m ist z; < 10, also z; € {0,...,9}. Im zweiten Schritt dividiert man 10r; mit
Rest durch m, das ergibt

10r r .
—L—2+2, und allgemeiner
m m
10r; 7 .
mz =2z + %1 mit z;,1€{0,...,9}, 7,1 €N und 0<r; 1 <m.

Wir notieren die Ergebnisse in einigen Beispielen:

1 i10]1]2]3 1 B
R 2(5(0]..., also 1 =0.250.
ri 1/2/0]0
7 i110]1]2]3 v B
) : Z; 71717]..., also 5 =0.777...=0.7.
717177
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1 i|0|1|2|3(4|5|6|7]|8 1

7o |E 1|14(2(8|5|7|1/4 , also = =0.142 857.
ri|113|2|6[4|5[1[3]2
i|0|1]2]3

5 5 _

G Z; 813(3]..., also 3 =0.83.
5222

Im Fall % bricht der Dezimalbruch ab.

Im Fall % waren Reste 0 < r; < 8 moglich, es bleibt immer nur die 7; also verlaufen alle
Schritte gleich, es gibt keine Vorperiode und die Periodenlénge ist | = 1.

Im Fall % treten bei den ersten 6 Schritten alle moglichen Reste 1 < 7; < 6 auf, dann ist
16 = 1o und fiir die Periodenldnge erhdlt man | = 6.

Im Fall % hat man eine Vorperiode der Lange k =1und [ = 1.

Mit Hilfe der Dezimalbruchentwicklung von % erhilt man

22 1 ———
— =35 =3.142857.
7 3 - 3 85
Das ist eine fiir viele Zwecke brauchbare rationale Approximation der Kreiszahl
7T = 3.141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 197 169 399 375 105 820 974 944 ...

deren Dezimalbruchentwicklung keine Periode und eine Ziffernfolge hat, die von einer
zuféllig entstandenen Folge nicht zu unterscheiden ist. Ein Rekord im auswendigen
Aufsagen der Stellen von 7t liegt bei 22 514 (vgl. [Z1, p. 49]).

Eine bessere rationale Approximation von 7t ist

355
13 = 3.141592920353...716 8.

Dieser Dezimalbruch hat keine Vorperiode und die maximale Periodenldnge von 112.

Nach den obigen Beispielen ist klar, wie man die Periodenldnge | abschidtzen kann. Man
betrachtet die Folge (7;) der Reste. Dabei miissen unendlich viele Positionen mit Zahlen
aus {0,...,m — 1} besetzt werden. Betrachten wir die ersten m Reste

ro,",-+-,Ym—1-

Entweder es gibt ein k € {0,...,m — 1} mit ry = 0. Dann ist z; = 0 fiir i > k + 1, und der
Dezimalbruch bricht ab. Andernfalls treten nur die m — 1 von 0 verschiedenen Reste auf,
es muss also ein Rest mehrmals auftreten. Sind kund k + I mit0 <k <k +1<m — 1 die
kleinsten auftretenden Positionen gleicher Reste, so ergibt sich daraus eine Periodizitét

0.21 e ZkZga 1 e 2k
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des iterativ aus ;. berechneten Dezimalbruchs. Um zu zeigen, dass dieser Dezimalbruch
gegen I konvergiert, gentigt es, die Partialsummen sy auszurechnen. Setzt man die in
der Iteration erhaltenen Werte von z; ein, so erhédlt man

P10+ 0 =2 107 2 102 4 2y 10N+ N N
m m m
—sn+ N 0N,
m

Da 0 <ry < m, folgt |% — SN| <10V, das ergibt die Konvergenz. [

1.3.4 Konstruktion der reellen Zahlen*

Vorsicht! So wie im Vorspann eines jugendgefdhrdenden Filmes sei hier vorsorglich
gewarnt, dass die beiden folgenden Abschnitte nur fiir Leser mit geniigender mathe-
matischer Reife geeignet sind.

Will man den Gipfel eines hohen Berges erreichen, so hat man zwei wesentlich verschie-
dene Moglichkeiten: Man kann den Rucksack packen und mit einigen Zwischenstatio-
nen an Berghiitten zu Fufs hinaufsteigen. Oder aber man fliegt mit einem Hubschrauber
tiber das Gebirge und sucht einen Landeplatz in der Umgebung des Gipfels. Bei der
ersten mithsamen Methode sieht man auf dem Weg viele Einzelheiten, bei der zweiten
hat man aus der Hohe einen weit besseren Uberblick.

Ahnlich ist es bei der Einfiihrung der reellen Zahlen. Man kann die Axiome dafiir ange-
ben, es ist ein vollstindig archimedisch angeordneter Korper, und damit weiter arbeiten
(vgl. etwa [FO1]). Das entspricht der Landung mit dem Hubschrauber. Von dort oben
kann man dann die natiirlichen Zahlen unten im Tal als Vielfache der reellen Zahl 1 an-
sehen, die rationalen Zahlen sind dann ein Teilkorper des Korpers der reellen Zahlen.

Wir haben in den vorhergehenden Abschnitten den Fuiweg angetreten und ausgehend
von den natiirlichen Zahlen die ganzen und die rationalen Zahlen formal prézise einge-
fithrt. Das war etwas langwierig, aber doch recht elementar gewesen. Nun aber steht die
schwierigste Etappe bevor: In Geometrie und Analysis ben6tigt man viele nicht rationa-
le Zahlen, wie etwa v/2, 7t oder e. Mit solchen irrationalen oder , inkommensurablen”
Grofien hat man sich schon im Altertum beschiéftigt, Vieles davon findet sich schon bei
EUKLID ([EU]). Geometrisch gesehen ist es nun die Aufgabe, die rationalen Zahlen zu
vervollstindigen zu einer ,liickenlosen” reellen Zahlengeraden. Dieses Projekt wurde
in formal praziser Weise erst um 1860 in Angriff genommen, ein Klassiker ist das Biich-
lein von DEDEKIND [DED1].

Ein naheliegender Einstieg in die Konstruktion der reellen Zahlen ergibt sich aus der
schon in 0.1.1 gemachten Erfahrung, dass bei der rationalen Approximation von /2
die Perioden der Dezimalbriiche immer ldnger werden. Aufierdem ist in der Praxis eine
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reelle Zahl immer nur durch einen endlichen Dezimalbruch gegeben. Es liegt also nahe,
eine reelle Zahl als einen Dezimalbruch mit beliebiger Ziffernfolge darzustellen, d.h.

2=z N..z120.21Z2... =% Y z-10 ' mitz; € {0,...,9}.
i=—N
Fiir jedes n € IN bezeichnen wir mit
n .
su(z) ==+ Z z;- 107 ' =2z_N...20e21...2n
i=—N

die n-te Partialsumme von z. Offensichtlich ist sy(z) € Z und s, (z) € Q fiir n € IN*.
Es treten sofort gravierende Probleme auf:

1) Ist die Folge (s,(z)) der Partialsummen konvergent?
2) Wie addiert und multipliziert man unendliche Dezimalbrtiche?
3) Wie viele verschiedene Darstellungen einer reellen Zahl als Dezimalbruch gibt es?

Zu Problem 1) kann man zunéchst nur sagen, dass die Folge (s, ) nicht gegen eine ratio-
nale Zahl konvergieren muss. Etwa der Dezimalbruch

0.1010010001...

mit Blocken von Nullen zunehmender Lange ist nicht periodisch, also kann er nach dem
Satz aus 1.3.3 keine rationale Zahl darstellen.

Zu Problem 2) betrachten wir zwei Dezimalbriiche
z=0.z12p2z3... und w=0.wiwows... mit z;w; € {0,...,9}.

Die Summen z; + w; der Ziffern kénnen grofer als 9 werden, das ergibt Ubertrége in
die vorhergehenden Stellen. Ist etwa

z2=0.99...990 und
w =0.00...010,

wobei die letzte Ziffer 9 von z und die Ziffer 1 von w an beliebig hoher Position 1 stehen
konnen, so ist stets
z+w=1.0.

Daran sieht man, dass eine Ziffer im Dezimalbruch von z 4+ w im Allgemeinen erst dann
feststeht, wenn alle Stellen von z und w berticksichtigt worden sind. Bei abbrechenden
Dezimalbriichen kann man mit der Addition hinten anfangen, bei unendlichen Dezi-
malbriichen gibt es kein , ganz hinten”. Noch komplizierter sind die Probleme mit der
Multiplikation von unendlichen Dezimalbriichen.

Problem 3) wird sich als relativ harmlos erweisen: Man kann die Dezimalbruchdarstel-
lungen eindeutig machen, indem man in der Menge aller Dezimalbriiche nur die Teil-
menge derjenigen betrachtet, die keine unendlichen Neunerperioden haben.
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Ziel dieses Abschnitts ist es, eine Konstruktion des Korpers R der reellen Zahlen zu
skizzieren. Dabei ist es von Vorteil, sich zundchst von den vor allem wegen Problem 2)
sehr ttickischen Dezimalbriichen zu 16sen. Nach dem Ende eines relativ langen Umwegs
werden wir in 1.3.5 wieder auf die Dezimalbriiche zurtickkommen.

Von den zahlreichen Moglichkeiten der Konstruktion reeller Zahlen erwdhnen wir drei:

a) Mit den sogenannten DEDEKINDschen Schnitten, die in [DED ] beschrieben werden.

b) Mit Intervallschachtelungen, d.h. Folgen von Intervallen I, = [a,,b,] mit
an,by € Q, so dass Ip D 1 D I D ... und limy_e(by, — a,) = 0. Dieser von
WEIERSTRASS angegebene Zugang ist besonders anschaulich.

c) Mit CAUCHY-Folgen rationaler Zahlen.

Wir folgen hier dem von CANTOR [CA1] vorgeschlagenen Weg c), der auch bei anderen
Problemen der ,,Vervollstaindigung” in der Analysis gangbar ist. Dazu muss zunéchst
an einige Eigenschaften von Folgen erinnert werden.

Definition Gegeben sei eine Folge (ay) rationaler Zahlen.
Diese Folge heif$t konvergent gegen a € Q, in Zeichen a = limy,_, a,, wenn es zu jedem ratio-
nalen e > 0 ein N € IN gibt, so dass

l|a —ay| <e fiir n>N.

Die Folge (ay) heifft CAUCHY-Folge, wenn es zu jedem rationalen € > 0 ein N € IN gibt, so
dass
lan —am| <e fiir n,m> N.

Die Folge (ay) heifit Nullfolge, wenn limy, e a, = 0.

Wie man in der Analysis lernt, ist jede konvergente Folge eine CAUCHY-Folge [Foy, §5].
Dass nicht jede CAUCHY-Folge rationaler Zahlen gegen eine rationale Zahl konvergiert,
folgt mit Hilfe eines nicht periodischen Dezimalbruchs aus der folgenden

Bemerkung Fiir jeden Dezimalbruch ist die Folge (s,) der Partialsummen eine rationale
CAUCHY-Folge. Genauer gilt |s, — sy | < 107" fiir n,m € N und n > m.

Beweis Da z; <9 fiir alle i, erhdlt man mit Hilfe einer geometrischen Reihe

n ) ) ) ) 1 i
|sn —sm| = Z z;-107' <9 Z 10_1:9.10—(’”‘*‘1).2()
i=m+1 i=m+1 i=0 10
—g9.10-tmtn). L _qg-m

1
1-1

Also gentigt es, N so zu wéhlen, dass 107N <. [
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Im Gegensatz zu den starren Dezimalbriichen kann man mit beliebigen Folgen rationa-
ler Zahlen bequem rechnen. Sind (a,) und (b,) Folgen rationaler Zahlen, so hat man
eine

(bn) := (an + by) und eine
by) := (an - by).

Summenfolge (ay,)

n)+
Produktfolge (ay) - (

Wir benutzen folgende in der Analysis bewiesenen
Konvergenzeigenschaften Fiir Folgen (a,) und (by,) rationaler Zahlen gilt:

a) Sind (a,) und (by,) konvergent, so sind auch (a, + b,) und (a, - b,) konvergent, und es gilt
Jim (on+bn) = Jim e fim b i Gan-be) = (fiman) - (fim, b ).

b) Sind (ay) und (b,) CAUCHY-Folgen, so sind auch (a, + b,) und (ay - b,) CAUCHY-
Folgen.
c) Ist ay # 0 fiir alle n und gibt es ein rationales ¢ > 0 und ein N € N so dass |a,| > c fiir

n > N, so ist auch (a, ') eine CAUCHY-Folge.

Folglich hat man auf der Menge C aller rationalen CAUCHY-Folgen eine Addition und
eine Multiplikation. Reine Routine ist der Beweis von folgendem

Lemma1 Die Menge C aller rationalen CAUCHY-Folgen zusammen mit der oben erklirten
Addition und Multiplikation ist ein kommutativer Ring mit Einselement.

Nullelement in C ist die konstante Folge (0), Einselement die konstante Folge (1). Gibt
es in einer Folge (a,,) mindestens ein n mit a, = 0, so gibt es zu (a,) keine multiplikativ
inverse Folge. Also ist der Ring C kein Korper.

Es gibt eine naheliegende injektive Abbildung
Q—C,a— (a),

die jeder rationalen Zahl a die konstante Folge (a) zuordnet, aber es gibt sehr viele
rationale Folgen (a,,) die gegen a konvergieren. Um aus dem Ring C einen Korper zu
machen, muss man eine geeignete Aquivalenz von Folgen erkldren. Dazu sei

N :={(cn) €C : (cn) ist Nullfolge }
und fiir (a,), (by) € C wird die Aquivalenz erklart durch
(an) ~ (by) :& (an —by) €N,

d.h. wenn die Differenzfolge eine Nullfolge ist.
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Um zu zeigen, dass dadurch eine Aquivalenzrelation erklért ist, und um eine Standard-
konstruktion der Ringtheorie ausfiihren zu kénnen, benétigen wir

Lemma?2 Die Menge N C C der rationalen Nullfolgen im Ring der rationalen CAUCHY-
Folgen ist ein Ideal, d.h. es gilt

1) (an),(by) EN = (an—by) EN,
2) (an) €C,(by) EN = (an-by) €N.

Beweis Zu 1) : Sei e > 0 vorgegeben. Zu § konnen wir fiir die beiden Folgen ein gemein-
sames N finden, so dass
€ S ..
lan] < = und |b,| < < fir n>N.
2 2
Nach der Dreiecksungleichung folgt

|an—bn|<§+§:e fir n>N.

Zu 2) : Wir benutzen, dass die Folge (a,) beschrankt ist, was man leicht mit e = 1 sehen
kann. Es gibt also ein 0 < ¢ € Q, so dass |a,| < ¢ fiir alle n. Zu ¢ > 0 wihlen wir fiir (by,)
ein N, so dass fiirn > N

|bn| < Z, also folgt |ay - by| <C-;:s.

Als Folgerung aus Lemma 2 ergibt sich sofort, dass durch die obige Definition eine
Aquivalenzrelation erklart ist, und dass die Aquivalenzklasse einer Folge (a,) aus C
gegeben ist durch

{(bn) €C = (bn) ~ (an)} = (an) + N ={(an +cu) : (cn) €N}
Anders ausgedriickt ist V' die Menge der Differenzen aus einer Aquivalenzklasse:

(cn) = (bn — an).

Nun folgt eine Definition, die auf den ersten Blick vom Himmel zu fallen scheint:

Eine reelle Zahl w ist erkliirt als eine Aquivalenzklasse rationaler CAUCHY-Folgen, in Zeichen
a=(an) +N.

Mit R wird die Menge aller reellen Zahlen bezeichnet.
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Die Erwartung an die reellen Zahlen ist, dass sie die rationalen Zahlen zu einer liicken-
losen Zahlengeraden vervollstindigen. Daher wollen wir zunéchst zeigen, wie man Q
in R wiederfinden kann. Zu jedem a € Q kann man die konstante Folge (a) betrachten,
das ergibt eine Abbildung

1:Q—R,ar(a):=(a)+N.

Diese Abbildung ¢ ist offenbar injektiv, denn fiir ,b € Q mita # b ist (a — b) als konstante
Folge keine Nullfolge. Im nichsten Schritt wird R so zu einem Korper gemacht, dass die
Korperstruktur von Q auf R ausgedehnt wird.

Theorem Aufder Menge R der reellen Zahlen ist durch

((an) + N) + ((bn) + N) :=(an + bp) + N und
((an) + N) - ((bn) + N) := (an - b)) + N

eine Addition und Multiplikation wohldefiniert; R wird damit zu einem Korper. Die injekti-
ve Abbildung 1 : Q — R ist ein Homomorphismus von Ringen; daher kann man 1(Q) mit Q
identifizieren, somit wird Q C R ein Unterkorper.

In der Sprache der Ringtheorie ist R der Restklassenring C/N .

Beweis Sei (ay,) ~ (a;,) und (by,) ~ (b},). Dann ist
(an +by) — (a, + b)) = (an —al,) + (by — b)) €N und
(@n - bn) — (ay - by) = (an - by — ay, - by) = (by,) - (an — ay) + (an) - (b — b)) €N,
denn NV ist ein Ideal. Also sind Addition und Multiplikation wohldefiniert.

Die Ringeigenschaften von C tibertragen sich miihelos auf IR. Entscheidend ist nun, dass
es zu jedem

a=(ay)+N mit (a,)¢N
ein Inverses a ! = (b,) + N\ gibt. Bedingung dafiir ist
((an) +N) - ((bn) +N) = (1) + N, dh. (a, - by, —1) €N

Wir miissen also eine geeignete Folge (b,,) konstruieren. Da (a,) ¢ N/, gibtesein N € N
und ein 0 < ¢ € Q, so dass |a,| > ¢ fiir alle n > N. Wir definieren

1 firn <N,
bn = -1 ..
a furn > N.

Nach Teil ¢) der oben angegebenen Konvergenzeigenschaften ist (b,) wieder eine
rationale CAUCHY-Folge, fir n > N ist (a, - b,) die konstante Folge (1). Also gilt
(an by —1) €N.
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Zu rationalen Zahlen a,b gehoren die reellen Zahlen ((a) = (a) + N, 1(b) = (b) + N.
Nach der Definition von Addition und Multiplikation gilt

a+b)=(a+b)+N=((a)+N)+ ((b) +N) =1(a) +(b) und
a-b)=(a-b)+N=((a) +N)-((b) +N) =u(a)-u(b).

Alsoist 1 : Q — R ein injektiver Homomorphismus von Ringen. [ |

Wir wollen noch kurz skizzieren, wie man die weiteren in den Axiomen der reellen
Zahlen geforderten Eigenschaften in dem so konstruierten Korper IR nachweisen kann.
Dabei wollen wir zur Vereinfachung der Bezeichnungen nicht mehr zwischen einer ra-
tionalen Zahl 2 € Q und der durch die konstante Folge (a) reprasentierten reellen Zahl
(a) + N € R unterscheiden.

Zundchst erkldren wir in R eine Anordnung. Dazu geniigt es zu erkldren, wann eine
reelle Zahl positiv ist (vgl. 1.3.2).

Zusatz1 Im Korper R der reellen Zahlen ist durch

a=(an) + N >0 :& Esgibteinac€ Qmita>0undein NN
so dass a, > a fiir allen > N

eine archimedische Anordnung erklirt.

Man beachte bei dieser Definition, dass die Ungleichungen a > 0 und a,, > a fiir rationale
Zahlen gelten miissen, dafiir sind sie schon in 1.3.2 erklart.

Beweisskizze Zunichst sieht man, dass die Eigenschaft « > 0 wohldefiniert, d.h. unab-
hingig vom Reprisentanten (ay,) ist. Zu zeigen sind dann die folgenden Eigenschaften
fir alle a, B € R:

a) Fiir jedes « gilt entweder « > 0 oder « = 0 oder —a > 0.
b) a>0und >0 = a+p>0unda->0.
¢) Zua>0und B >0gibteseinn € Nsodassn-a>p,dh.n-a—>0.

1) und 2) tiberlassen wir dem Leser zur Ubung. Zu 3) setzen wir
x=(ay,)+N und B=(b,)+N.
Aus der Definition von a > 0 folgt, dass es ein a € Q gibt, mit « > a > 0. Da jede

CAUCHY-Folge beschrankt ist, gibt es ein b € Q mit b > B > 0. Da Q archimedisch ange-
ordnet ist, gibtes einn € N mitn-a > b, also folgtn-a >n-a>b> . [
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Mit Hilfe der Anordnung kann man nun fiir eine reelle Zahl « den Absolutbetrag erkla-

ren durch
a fura >0,
|| :=

—a fiira <O.

Nun beginnt das entscheidende Finale. Mit Hilfe des Absolutbetrages in R kann man
ganz analog zu Q fiir eine Folge () reeller Zahlen erkldren, wann sie gegen eine re-
elle Zahl « konvergiert, und wann sie eine CAUCHY-Folge ist. Fiir die dabei notigen
Abschitzungen reeller Zahlen eine kleine

Vorbemerkung Sei « = (a,) + N € R. Wenn es zu einem rationalen ¢ > 0 ein N € IN gibt,
so dass |a,| < 5 fiir alle n > N, so folgt |a| < e.

Beweis Zunichst ist klar, dass |«| = (|a,|) + V. Fiir n > N ist
€ €
|an\§§ = s—|an|2§ =e—|a] >0 = |a| <e
]

Nach der Definition einer reellen Zahl « gehort dazu eine Klasse dquivalenter CAUCHY-
Folgen rationaler Zahlen. Es ist mehr als plausibel, dass jede dieser Folgen rationaler
Zahlen gegen die neu eingefiihrte Zahl & konvergiert. Prazise formuliert ist das die

Bemerkung Ist a = (a,) + N € R, so folgt & = limy,—yc0 a.
Anders ausgedriickt: Die rationalen Zahlen liegen dicht in den reellen Zahlen.

Beweis Da es zu jedem reellen € > 0 ein rationales ¢ mit 0 < ¢’ < ¢ gibt, geniigt es zu
zeigen, dass fiir jedes rationale € > 0 ein N € IN existiert, so dass

|« —ay| <e fur n>N. (%)
Da (a,) eine rationale CAUCHY-Folge ist, gibt es zu 0 < ¢ € Q ein N € N mit
|an—am\§§ fir n,m> N.
Nach der Definition der Differenz reeller Zahlen ist
«—ay,=(by)+N mit b,=a, —ay.

Da by = 0, folgt |b,| = |by — by| = |ay — ay| < § fiir n > N. Somit folgt (*) aus der
Vorbemerkung. u
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Nun stehen alle Hilfsmittel bereit zum Beweis der wichtigsten Eigenschaft der reellen
Zahlen.

Zusatz 2 Der Korper R ist vollstindig, d.h. jede CAUCHY-Folge () in R konvergiert
gegen ein « € R, in Zeichen

lim «;, = «.

n—o0

Beweis Jede reelle Zahl a;, ist durch eine Folge gegeben, wir haben also ein Folge von
Folgen zu betrachten. Dazu ist etwas Sorgfalt in den Bezeichnungen erforderlich.

Jede der reellen Zahlen «, ist Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen. Zu jedem a;, gibt
es also ein a,; € Q mit

1
|y — ay| <z fir neIN".

Nun ist es naheliegend, die Folge (a,) rationaler Zahlen zu betrachten, das ist eine Art
von , Diagonalfolge”. Es sind zwei Beweisschritte notig:

(1)  Die Folge (ay,) ist eine CAUCHY-Folge.
(2) Setztmana:= (a,) + N, so gilt & = limy,_yc0 &y.

Zu (1) : Zu vorgegebenem rationalem & > 0 konnen wir ein N € IN* wihlen, so dass

3 1
loy — o | < % firn,m > N, sowie N > . also N < g
Dann folgt nach der Dreiecksungleichung fiir n,m > N
1 ¢
|an_am| < |an_an‘+‘an_am|+|am_am‘ <—-—4=-+—Z<es
n 3 m

Zu (2) : Wieder zu vorgegebenem rationalem & > 0 konnen wir ein N € IN* wihlen, so
dass

<

z|=
(ST

€ . 2
lo —ay| < 5 firn > N, sowie N > = also

Daraus folgt fiirn > N

e 1
|oc—1xn|§|a—an|+|an—an|<§+;§e.

1.3.5 Reelle Zahlen als Dezimalbriiche™*

Das entscheidende Problem mit den unendlichen Dezimalbriichen ist, dass man nicht
recht weif$, wie man sie addieren oder multiplizieren soll. Daher war es von Vorteil
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gewesen, nicht nur die Folgen der Partialsummen von Dezimalbriichen, sondern all-
gemein die Menge C aller rationalen CAUCHY-Folgen zu betrachten; C konnte ganz
einfach zu einem Ring gemacht werden. Aus dieser Sicht kann man noch einmal die
Menge D aller Dezimalbriiche betrachten. Man hat nach der Bemerkung aus 1.3.4 eine
Abbildung

s:D—C,zws(z) = (su(z)),

die jedem Dezimalbruch z die rationale Folge (s, (z)) der Partialsummen zuordnet. Die
Abbildung s ist offensichtlich injektiv, aber s(D) C C ist kein Unterring. Um das zu sehen,
gentigt es, die Dezimalbriiche z = 0.9 und w = 0.1 zu betrachten. In diesem Fall ist

so(z) =sp(w) =0 und s1(z) =0.9, s1(w)=0.1.

Die Summenfolge ist (ag,a1,4z,...) = (0,1,1,...) mit a; — a9 = 1. Dies kann nicht die
Folge der Partialsummen irgend eines Dezimalbruchs u sein, da stets

Is1(u) —sp(u)] <0.9<1

sein muss. Damit ist der Mangel der Dezimalbriiche auch aus abstrakter Sicht beleuch-
tet. Die Abbildung s : D — C kann man fortsetzen zur Abbildung

0:D =R,z 0(z) = (sn(2)) + N,
die jedem Dezimalbruch z die dadurch dargestellte reelle Zahl o (z) zuordnet. Ist
Z=4Z N...Z_120+Z122---,
so ist nach den Ergebnissen von 1.3.4 die Schreibweise
ol .
o(z)= ) z-107"eR
i=—N

als unendliche Summe gerechtfertigt. Wahrend die Abbildung s : D — C injektiv war,
ist das bei ¢ nicht mehr der Fall. Die einfachsten Beispiele sind z = 0.9 und w = 1.0,
allgemeiner

z=0.21...2k_12,9 und

w=0.21...2_1(zx + 1)0,

wobei z; € {0,...,8} und k € IN* beliebig ist. In beiden Fallen ist z # w als Dezimal-
briiche, aber 0(z) = o(w) als reelle Zahlen. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass es keine
anderen Beispiele gibt.

Lemmal Angenommen, es gibt fiir ein a € R zwei verschiedene Darstellungen
s .
a=)Yz-10"" und (1)
i=1

=Y w;-107, 2)
i=1
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wobei z;,w; € {0,...,9}, zi =w; fiiri =1,...,k — 1 und z; < wy. Dann folgt

wy=2zr+1, undfiiri>k+1ist z;=9,w;=0.

Beweis Fiir f:=a — Zl 1zi- 107 " erhalt man aus (1) und (2) die Darstellungen

Y oz 10~ und 1)
i=k+1
B=(wp—z) -107F+ Y w;-107". 2"
i=k+1

Das ergibt die Abschdtzungen

B< 2 9-107"=9-10" D) 2( ) & und 1"
i=k+1 i=0
B> (wp—z)-107F>107F 2"

Also muss B = 107% sein. Da dann die beiden Ungleichungen scharf sind, folgt z; = 9
firi > k+1aus (1”) und wy, = z; + 1, sowie w; = 0 fiir i > k + 1 aus (2). [

Um eine einfache Sprechweise zu haben, nennen wir einen Dezimalbruch
+z N...29.2z122...€D
echt, wenn er keine unendliche Neunerperiode hat. Mit
D*CD

bezeichnen wir die Teilmenge der echten Dezimalbriiche. Da man jeden Dezimalbruch
durch Multiplikation mit einem Faktor +10~N-1 auf die Form 0.ww; ... bringen kann,
folgt aus dem obigen Lemma 1 das

Korollar Die Abbildung
" :D* 5 R, £z N...20.212... > £ Y z;-107,
i=—N
ist injektiv.

Um zu zeigen, dass die Abbildung ¢* : D* — R sogar bijektiv ist, beweisen wir wie
tiblich durch iterierte Teilung mit Rest das folgende
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Lemma?2 Jede reelle Zahl hat eine Darstellung als Dezimalbruch, d.h. zu « € R gibt es eine
Darstellung

a=%x Y 2107 mit NeN und z€{0,...,9}
i=—N

Beweis Es gentigt, den Fall « > 0 zu betrachten. Nach dem Archimedischen Axiom gibt
es eine eindeutig bestimmte Zahl n € IN, so dass n < a < n 4 1. Fiir den ganzzahligen
Anteil n = |a] hatten wir schon in 1.3.1 eine Dezimaldarstellung berechnet, die wir in
der Form

O .
n= Y z-107" mit NeN und z€{0,...,9}
=N

schreiben, damit der folgende Rest der Summe von 1 nach co aufsteigen kann.

Jeder einzelne Schritt der Konstruktion beruht auf folgender Tatsache: Zu f € R mit
0 < B < 10 gibt es eine eindeutige Darstellung

B=z+o0 mit z€{0,...,9},0€R und 0<o<1.
Die Ziffer z ist der ganzzahlige Anteil von j, die reelle Zahl ¢ ist der Rest.

Zur Bestimmung von z; beginnen wir mit ¢p := & — n.
Da0<gg<1,ist0<10- gy < 10, also

10-00=21+01 mit z;€{0,...,9} und 0<¢; <1
Daraus folgta =n+ 99 =n+ 2z - 101+ 01" 10~1. Weiter ist analog
10-01 =20 +0y also a=n+z;-10"1 +2,-1072 + 0,102
Allgemeiner erhilt man die Ziffer z; aus der Zerlegung
k
10 051 =2z +0r, esgilt a=n+ Zzi 107 4 o - 107K,
i=1

Fiir den in jedem Schritt verbleibenden Rest gilt g - 107% < 107*, also konvergiert die
unendliche Summe. Natiirlich kann man mit diesem Verfahren auch die schon in 1.3.1
bewiesene Dezimaldarstellung von n mit ableiten. u

Nun ist das Endergebnis erreicht:

Satz Die Abbildung o* : D* — IR, die jedem echten Dezimalbruch die dadurch dargestellte
reelle Zahl zuordnet, ist bijektiv. Dadurch wird auch D* zu einem vollstindig archimedisch
angeordneten Korper. Eine Zahl c*(z) € R ist genau dann rational, wenn der Dezimalbruch
z € D* periodisch ist.
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Beweis Nach Lemma 2 ist die Abbildung o : D — R surjektiv, nach Lemma 1 ist auch
0" surjektiv. Man kann sich auch davon tiberzeugen, dass der in Lemma 2 konstruierte
Dezimalbruch schon selbst echt ist. Die Aussage tiber die Rationalitét folgt aus 1.3.3. |

Mit diesem abschlieflenden Satz ist gezeigt, dass die unendlichen Dezimalbriiche ge-
eignet sind, die reellen Zahlen zu beschreiben. Fiir die Praxis gibt es kein Problem: Jede
reelle Zahl kann nur durch einen endlichen Abschnitt des Dezimalbruchs approximiert
werden, das aber mit beliebiger Genauigkeit. Die endlichen Abschnitte kann man ad-
dieren und multiplizieren, die Ergebnisse approximieren Summen und Produkte. Dabei
rechnet man in Wirklichkeit nur mit rationalen Zahlen.

Fiir die Theorie kann man Summen und Produkte unendlicher Dezimalbriiche immerhin
tiber den in den letzten Abschnitten beschriebenen Umweg berechnen. Das geht so:
Gegeben

&= Z z;-107" und B= Z w; 107"
i=—N i=—N

Dann bilden wir fiir n > 0 die Partialsummen

n . ” .
su(@) =Y z-107" und s,(B)= ) w;-107".
i=—N i=—N

Aus den CAUCHY-Folgen (s,(«)) und (s,(B)) berechnet man die CAUCHY-Folgen
(sn(a) +5(B)) und (sy(a) - s,(B)). Wie schon bemerkt sind das im Allgemeinen kei-
ne Folgen von Partialsummen eines Dezimalbruchs. Aber ihre Aquivalenzklassen sind
die reellen Zahlen « + 8 und «a - B. Deren Dezimalbruchentwicklung kann man nach
Lemma 2 berechnen. Das ist fiirwahr ein Umweg!

Auf jeden Fall sollte man sich daran erinnern, wie tiickisch die zunéichst so verfiihre-
risch aussehenden Dezimalbriiche sein konnen.

Noch ein paar Worte zur Gesamtheit R aller reellen Zahlen. Man kann sie nach den
bewiesenen Eigenschaften ersetzen durch die relativ iibersichtliche Menge der echten
Dezimalbriiche. Aber um deren Gesamtheit prazise anzugeben, miisste man alle mog-
lichen Folgen von Ziffern beschreiben. Das ist kaum moglich, und auch gar nicht nétig.
Die Situation ist im Prinzip nicht anders als bei der Gesamtheit aller natiirlichen Zah-
len: Fiir die Arbeit damit ist es gar nicht erforderlich, sie allesamt irgendwo abgelegt
zu haben. Es gentigt, dass man in allen auftretenden Fallen zu jeder Zahl n € IN noch
eins drauflegen kann zu n + 1 und damit gegebene natiirliche Zahlen 7, m auch unein-
geschrankt addieren und multiplizieren kann.

Analog ist es bei den reellen Zahlen. Wann immer eine CAUCHY-Folge oder ein Dezi-
malbruch (etwa durch eine rekursive Konstruktion wie bei den Wurzeln) auftritt: man
weif3, dass dadurch eine wohlbestimmte reelle Zahl erklért ist.
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1.3.6 Komplexe Zahlen

Die komplexen Zahlen kann man als die bedeutendste Erfindung in der Mathematik
ansehen. Ansporn dafiir war das Problem gewesen, Polynomgleichungen vom Grad
zwei und hoher zu 16sen. Das einfachste Beispiel ist die Gleichung

2 =—1.

Da Quadrate reeller Zahlen nie negativ sein kénnen, gibt es keine reelle Losung dieser
Gleichung. Als Ersatz hat man schon lange mit einer ,imagindren Grofse” i gerechnet,
von der man nur vorausgesetzt hat, dass i> = —1 gilt. Mehr zu der langen Geschichte
hierzu findet man in [EB, Kap. 3]. Erst um 1800 war es gelungen, die komplexen Zah-
len auf ein solides Fundament zu stellen. Nachdem schon 1797 der norwegische Land-
vermesser C. WESSEL eine Zahlenebene betrachtet hatte, veroffentlichte GAUSS 1831 in
[GA3] eine Konstruktion als die Menge von Summen der Form a + bi, zunéchst fiir die
Zahlentheorie nur mit ganzen Zahlen g, b:

gquando campus arithmeticae ad quantitates imaginarias extenditur, ita ut absque
restrictione ipsius obiectum constituant numeri formae a-+bi, denotantibus 2,
pro more quantitatem imaginariam {{—1, atque a, b indefinite omnes numeros
reales integros inter — oo et ~-oo. Tales numeros vocabimus numeros integros
compleos, ita quidem, ut reales complexis non oppenantar, sed tamquam species

sub his eontineri censeantur.

... also stehen die reellen den komplexen Grofien nicht entgegen, sondern
sie enthalten diese als einen speziellen Fall unter sich.”

Betrachtet man solche Summen a + bi (der Buchstabe i bleibt fiir einen Index reserviert)
allgemeiner mit reellen a,b, so werden Addition und Multipliktion nahegelegt durch

die folgenden naiven Rechnungen unter Benutzung der Beziehung i? = —1:
(a4bi)+(a +bi) = (a+a)+(b+b)i
(a4bi)-(a' +V'i) = ad + (ab' +ba')i+ (bb')i?

= (aa’ —bb") + (ab’ + ba')i.
Préziser wird daraus die folgende Beschreibung mit Hilfe der Ebene
R*={(a,b): abecR}.
Neben der Addition von Vektoren

(a,b) + (a',b') = (a+d ,b+1) (+)

fiihrt man eine Multiplikation ein durch die Definition

(a,b) - (a',b") = (aa’ —bb',ab’ + ba'). ()

Dass diese Operationen viele Wiinsche erfiillen, zeigt der
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Satz Die Menge C := R? mit der oben erkliirten Addition und Multiplikation ist ein Korper.
Einselement ist (1,0) und das multiplikative Inverse von (a,b) # (0,0) ist gegeben durch

-1 _ a —b
O (a2+b2'a2+b2>' )

Identifiziert man ein a € R mit (a,0) € C, so wird R C C ein Unterkorper. Erklirt man weiter
die imagindre Einheit als
i:=(0,1),

so hat jede komplexe Zahl (a,b) eine eindeutige Darstellung
(a,b)=a+bi mit abeR

und i = (-1,0) = -1 € R.

Beweis Der Vektorraum RR? ist mit seiner Addition (+) eine abelsche Gruppe. Dass die
durch (-) erklarte Multiplikation assoziativ wird, ist gar nicht offensichtlich. Man muss
dazu etwas rechnen:

((a,b) - (a',b")) - (a",b") = (aa" — bV ,ab’ +ba') - (a”,b")
= ((aa’ —bb")a" — (ab' + ba"\b", (aa" — bb")b" + (ab' + ba')a")
= (ad'a" —bb'a" — ab'b" — ba'b",ad'b” — LU’V + ab’a” + ba'a").
Das gleiche Ergebnis erhélt man aus (a,b) - ((a’,0) - (a”,0")).
Dass die Multiplikation kommutativ ist, sieht man sofort:
(a',b') - (a,b) = (a'a—b'b,a’b+b'a) = (aa’ — bb',ab’ + ba').
Einselement ist (1,0), denn
(1,0)-(a,b)=(1-a—0-b,1-b+0-a) = (a,b) = (a,b) - (1,0).
Um die Formel fiir (a,b) ~1 zu finden, kann man zunéichst etwas informell rechnen:

1 a—bi _a—bi  a n —bi
a+bi (a+bi)(a—bi) a2+b> a2+b2 a2+ b2

Dadurch ist die Formel () motiviert, und man rechnet korrekt nach, dass

24 32
o (i n) - (mre e -0
Zum Nachweis des Distributivgesetzes stellt man fest, dass
(a,b) - ((a', ')+ (a",b")) = (ad' +ad” —bb' —bb",ab’ + ab” + ba’ + ba")
= (ab)-(a V) + (a,b)-(a",1").

Man beachte, dass bei all diesen Rechnungen die Kérperaxiome fiir reelle Zahlen be-
nutzt wurden. ™
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Da die Multiplikation in C kommutativ ist, gilt bi = ib. Also kann man eine komplexe
Zahl auch in der Form z = a + ib schreiben. Zum besseren Verstandnis und zur Verein-
fachung von Rechnungen ist es niitzlich, die Multiplikation in der Zahlenebene auch
geometrisch zu beschreiben. Dazu erkldren wir zunéchst fiir z = a + bi € C die Zahlen

rez:=a€R als Realteil von z,
imz:=be&R alsImagindrteil von z und
z:=a—bie€C alsdiezu z konjugiert komplexe Zahl.

Alsoistz = (rez) -1+ (imz)-i=rez+iimz.

i
ibt---- v z=a+1ib
1 !
a
1 ¢ z—a—ib

Die Abbildung C — C, z > z, heifst komplexe Konjugation.

Wie man leicht nachrechnet, gelten die folgenden

Rechenregeln Fiir z,w € C gilt:
a) Z=z, b) Ztw=z+®, 0z W=2 .

Firz=a+ bi € Cistz-zZ=a? +b*> € R, also kann man
lz| ;= Vz-Z€ R4

als Betrag (oder Norm) von z erkldren. Das stimmt tiberein mit der in 0.3.1 erkldrten
Norm im Vektorraum R?, denn fiir

z=a+bi ist |z|=|(ab)||= Va?+ b2

Rechenregeln fiir den Betrag Fiir alle z,w € C gilt:
a) |z| >0 und |z|=0 & z=0,
b) |z+w| <|z|+ |w|, (Dreiecksungleichung)
c) |z -w|=|z| - |w|. (Law of Moduli)
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Aus Regel c) folgt noch einmal, dass es in C keine Nullteiler gibt, also

z,w#0 = z-w#0.

Beweis Die Regeln a) und b) folgen aus den entsprechenden Regeln fiir die Norm in IR?
aus 0.3.1 und 0.3.3. Regel c) beweist man einfacher in der quadrierten Form:

lz-wfP=(z-w) - (ZW=zw-z2-0=(2-2) (w-0) = |z |w|*

Vorsicht! Die in 1.3.4 erkldrte Anordnung von IR ldsst sich nicht auf C fortsetzen. Ge-
nauer gesagt gibt es auf C gar keine Anordnung, denn

1>0, also —-1<0 und -—1=i%

Das widerspricht der Eigenschaft einer Anordnung, dass Quadrate nicht negativ sein
konnen (vgl. 1.3.2).

Fiir komplexe Zahlen z,w € C kann man mit Ungleichungen nur die Betrdge verglei-
chen. Es gilt lediglich
|z| < |w| oder |z| > |w].

Insbesondere kann man alle z = a + bi € C mit
lz| = Va2 +bp2=1, dh >+ =1

betrachten. Sie entsprechen den Punkten eines Kreises um den Ursprung im R? mit dem
Radius 1. Das ist der Schliissel fiir die Darstellung komplexer Zahlen in Polarkoordina-
ten. Dazu verwenden wir aus der Analysis die komplexe Exponentialreihe, die gegeben
ist durch

2 5] 0 _n

%, %, %,
z 1 Sz =V
e tz+ o+t n;)n!

und fiir alle z € C konvergiert. Fiir die dadurch erkdrte Funktion
exp:C—C, z—¢é,

gelten die folgenden

Rechenregeln Fiir alle z,w € C gilt:
1) exp(z+w) = exp(z) - exp(w)
2) exp(z) # 0

3) expz = expz



1.3.6 Komplexe Zahlen 147

Setzt man z = el mitt € R, so ist

exp(it) - exp(it) = exp(it) - exp(it) = exp(it) - exp(—it) = exp(0) = 1.

Also folgt |exp(it)| =1 fiir alle t € R. Geometrisch gesehen bedeutet das, dass die reelle
Zahlengerade durch

p:R — S={zeC:|z|=1}, trrexp(it),
auf die Kreislinie § C C abgebildet wird.

Setzt man in der Exponentialreihe z = it ein und berechnet man die Potenzen von i, so

erhilt man
) =, (it) I R A S O
explif) = ), =it e e e
= n! ! ! ! !
2 3 t4 t5

., .

2 4 3 5
= (1—%+% )—l—i(t—%—l—%— )
[ee] ‘ 2k [} t2k+1

= cost+i-sint.
Das Ergebnis ist die klassische
Formel von EULER Fiir alle t € R gilt exp(it) = cost +1i - sint.

Verwendet man die in der Analysis bewiesenen Aussagen iiber den Verlauf der Werte
und die Periodzitdt von Cosinus und Sinus, so erhélt man folgendes Bild:

R 5 cost + isint

C e

-

SRR
w
3

exp(0) =1, exp <7;1) =i, exp(mi)=-1, exp (32m> =—i, exp(2mi)=1

Auflerdem ist die Abbildung ¢ : R — S periodisch mit der Periode 27, d.h.



148 1 Grundlagen

exp(i(t+2m)) = exp(it) firalle t € R,

und die Einschrankung ¢ : [0,27t[ — S ist bijektiv.

Ist nun z € C mit z # 0 gegeben, so erklart man dazu

1 1
z1:=— -z esist |z1] = -|z|=1 und z=|z| 2.
2] 2]

Also gibt es genau ein « € [0,277[ mit z; = exp(ix). Dieses « nennt man Argument von z,
in Zeichen
argz:=a, also z=]|z| exp(iargz).

Die Zahlen |z| € R4 und « € [0,27] sind die Polarkoordinaten von z € C*.

Mit Hilfe der Polarkoordinaten erhdlt man eine schone geometrische Beschreibung der
Multiplikation komplexer Zahlen. Seien z,w € C* und

z=|z|-exp(iargz) und w = |w|-exp(iargw),
folgt
z-w=|z|-|w|-exp(iargz) - exp(iargw) = |z| - |w| - exp(i(argz + argw)).

Bei der Multiplikation komplexer Zahlen werden also die Betrdge multipliziert und die
Argumente addiert. Bei der Summe der Argumente ist zu bedenken, dass man modulo
27t rechnen muss. Um Quadratwurzeln wq,w, aus einer Zahl z € C* zu ziehen, zieht
man die positive Quadratwurzel \/m , dann ist

wy = 1\/|z] -exp(}argz), wp=—w.



1.3.7 Endliche Korper* 149

Bei der Konstruktion der komplexen Zahlen hat man den Vektorraum R? so zu einem
Korper gemacht, dass der Korper R als Unterkorper darin enthalten ist. Es liegt nahe,
zu fragen, ob das auch mit Vektorrdumen R” fiir n > 3 moglich ist. In der Algebra
beweist man, dass dies als Folgerung aus dem Fundamentalsatz fiir C unmoglich ist.
Nach langen Versuchen ist es HAMILTON gelungen, im IR* wenigstens eine assoziative,
aber nicht kommutative Multiplikation zu finden, und daraus den Schiefkérper IH der
Quaternionen zu machen. Darin ist C C IH als Unterkorper enthalten.

Fiir n > 4 gibt es nur noch im R8 eine nicht-assoziative Multiplikation, die eine Erweite-
rung der Multiplikationen in C und H darstellt. Das fiihrt zu den Oktaven von CAYLEY.
Mehr dartiber findet man in [EB, Kap. 9].

1.3.7 Endliche Korper*

Im 19. Jahrhundert hat man beim systematischen Aufbau des Systems von Zahlen die
Mengen Q, R und C der rationalen, reellen und komplexen Zahlen als Zahlkérper be-
zeichnet. Im Jahr 1893 wies H. WEBER in einer grundlegenden Arbeit [WEB] darauf
hin, dass man auch allgemeinere, etwa endliche Korper betrachten kann. Dabei benutzt
er den knapp hundert Jahre zuvor von GAUSS eingefiihrten Begriff der Kongruenz.

Zunichst einmal folgt aus der Definition eines Korpers, dass er mindestens zwei ver-
schiedene Elemente 0 und 1 enthalten muss, das sind die neutralen Elemente der Ad-
dition und Multiplikation. Als Verkniipfungstafeln fiir die Menge IF, := {0,1} kommen
nach den Axiomen nur

— o+
— OO
O Rk
_ ol -
o OO
_ O
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in Frage. Die verschiedenen Regeln priift man leicht nach, [F; ist ein Koérper mit zwei
Elementen. Er ist eine mathematische Grundlage fiir alle elektronischen Rechner.

Merkwiirdig erscheint nur die Regel 1 4 1 = 0, wobei 0 und 1 nicht die natiirlichen Zah-
len, sondern die Elemente von IF, bezeichnen. Diese und auch die anderen Eintrage der
Tafeln werden ganz plausibel, wenn man folgenden Zusammenhang mit den ganzen
Zahlen betrachtet:

0 steht fiir ,gerade”, 1 steht fiir ,ungerade”.
Dann hat man die bekannten Regeln

gerade + gerade = ungerade + ungerade = gerade,
gerade + ungerade = ungerade,

gerade - gerade = gerade - ungerade = gerade,
ungerade - ungerade = ungerade.

An diesem Zusammenhang erkennt man auch, wie die Konstruktion von [F; verallge-
meinert werden kann, denn fiir x € Z gilt

xgerade < x=0(mod2), xungerade < x=1(mod 2).

Fiir einen beliebigen Modul m € IN kann man nun die schon in 1.1.5 eingefiihrten Rest-
klassen x +mZ C Z und die kanonische Abbildung

7 — 7./ mZ, X+—x+mZ,
betrachten. Dabei gilt
x+mZ=x'+mZ <& xX-xemZ <& x=x'(modm).

Fiir m = 0ist Z/0Z = Z. Fiir m > 1 hat man eine Darstellung durch spezielle Reprasen-
tanten, nimlich

Z/mZ={0+mZ, 1+mZ,..., (m—1)+ mZ}.

Nun kann man in Z/mZ eine Addition und Multiplikation erkldren. Naheliegend ist
der Versuch

(k+mZ)+ (1+mZ):= (k+1)+mZ und
(k+mZ)-(1+mZ) .= (k-1)+ mZ.

Es bleibt zu zeigen, dass diese Definitionen unabhingig sind von der Auswahl der Re-
prasentanten k und [. Dazu benutzt man die folgenden Rechenregeln fiir Kongruenzen:

k+1
k-1

(K +1") (mod m), (+)
(k" -1") (mod m). ()

k=k (mod m) und I=!" (mod m):>{
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Der Nachweis von (+) ist ganz klar:

K+1")—(k+1) =K —k)+ (' —1) e mZ.
Fiir () verwendet man, dass

K-l'—k-1=(K—k)-I'+k(I'—1) € mZ.

Ergebnis dieser Konstruktion ist der

Satz Fiir jedes m € IN ist die Menge Z/mZ. der Restklassen von Z modulo m mit der oben
erklarten Addition und Multiplikation ein kommutativer Ring.

Fiirm =0ist Z/0Z = Z, fiir m = 1 ist Z/1Z = {0} und fiir m > 2 besteht Z /mZ aus m
Elementen; es gibt ein Einselement 1 + mZ # 0 + mZ.

Man nennt Z /mZ. (,,Z modulo mZ*) den Restklassenring von Z modulo m.

Beweis Die Assoziativitdt und Kommutativitdt von Addition und Multiplikation sowie
die Distributivitat folgen ganz einfach aus den entsprechenden Regeln in Z; man kann
sagen, sie werden von Z auf Z/mZ vererbt.

Nullelement ist 0 + mZ, das Negative von k + mZ ist (—k) + mZ. Neutrales Element
der Multiplikation ist 1 + mZ. |

Nun stellt sich die Frage, wann der Ring Z/mZ ein Korper ist. Dazu betrachten
wir zundchst als Beispiel die Multiplikation in Z/mZ fir m = 2,3,4,5, wobei jeweils

k:=k + mZ gesetzt ist:

m=2 m=23 m=4 m=2>5
o o 513 3 01 2 3 4
01 01 2 Al 7 8 0 0

~ = = = = 0j0 0 0 0O

015 o 0o 0j0 0 0O I

sla 7 L [ 110,11 2 3 4
0[0 O I 1101 2 3 [ s
. 110,11 2 519:3 0 2 20:2413
1|01 2102 1 3l 5 1 3(0,3 1 4 2
‘ 1|0'3 321

An den vier Multiplikationstafeln erkennt man einen deutlichen Unterschied:
Fiir m = 2,3,5 kann man die Multiplikation von Z /mZ auf
(Z/mZ)* = (Z/mZ)~ {0+ mZ}

einschrianken. Fiir m = 4 geht das nicht, insbesondere weil in dem gestrichelt abgetrenn-
ten Teil 0 vorkommt; es gibt also den Nullteiler 2 mit 2 -2 = 0.
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Bei einem allgemeinen Modul m betrachten wir die von Null verschiedenen Elemente
(Z/mZ)*. Es gilt k + mZ # 0 + mZ genau dann, wenn k ¢ mZ, d.h. m ist kein Teiler
von k. Die Bedingung dafiir, dass (Z/mZ)* unter der Multiplikation abgeschlossen ist,
bedeutet dann

k+mZ, |1+mZc (Z/mZ)* = (k-1)+mZec (Z/mZ)".

Das ist gleichwertig mit
m teilt k-1 = m teilt k oder m teilt .

Nach einem Satz von EUKLID aus der elementaren Zahlentheorie (vgl. etwa [F13, 11 3.4])
ist diese Eigenschaft charakterisch dafiir, dass der Modul m eine Primzahl ist. Das ist
der Schliissel zu folgendem

Korollar Der Restklassenring Z./ mZ. ist genau dann ein Korper, wenn m eine Primzahl ist.
Ist p eine Primzahl, so nennt man

F,:=Z/pZ

den Primkorper der Charakteristik p.

Beweis Ist m keine Primzahl, alsom =k - I mitk,l € IN, 1<k, <m,so folgt
(k+mZ)-(1+mZ)=m+mZ =0+ mZ,
also hat Z /mZ Nullteiler.

Ist m = p eine Primzahl, so ist zu zeigen, dass (Z/pZ)* mit der Multiplikation eine
Gruppe ist. Wie wir schon oben gezeigt haben, ist (Z/pZ)* unter der Multiplikati-
on abgeschlossen. Wie im Abschnitt 1.2.3 ausgefiihrt, bleibt zu zeigen, dass fiir jedes
k =k + pZ mit k ¢ pZ die Linkstranslation

e (2/p2)" — (Z/pZ)", x+pZ +— (k-x)+pZ

bijektiv ist. Da (Z/pZ)* endlich ist, gentigt es nach dem ,Apfellemma” aus 1.1.3 zu
zeigen, dass [ injektiv ist. Sei also

(k-x)+pZ=(k-y)+pZ fir kxyecZ\ pZ.

Esfolgtk-x —k-y=k(x —y) € pZ. Da p Primzahl, und p kein Teiler von k ist, muss p
ein Teiler von x — y sein. Also folgt

X+ pZ=y+pZ,

somit ist [ injektiv. [
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In den Kérpern der rationalen, reellen und komplexen Zahlen sind die natiirlichen Zah-
len als Teilmenge enthalten. In einem endlichen Kérper K ist das unmoglich, denn IN ist
unendlich. Daher ist es angebracht, in K die Summen

n-1:=1+...+41€K mit n€N und 1€K
~——

n-mal

zu betrachten. In dem oben betrachteten Primkorper IF), ist offensichtlich
p-1=0 und n-1#0 fur n=1,...,p—1.

Auf der Suche nach endlichen Korpern, die von den Primkorpern verschieden sind,
erklart man zunéchst fiir einen beliebigen Korper K die Charakteristik.

0 falls n-1+#0 furalle n € IN¥,
min{n € N*:n-1=0} sonst.

char(K) := {

Im Fall char(K) # 0 spricht man auch von positiver Charakteristik.

Bemerkung 1 Ist die Charakteristik eines Korpers positiv, so ist sie eine Primzahl.

Beweis Nach dem Distributivgesetz in K gilt fiir m,n € Nund 1 € K

m-1)-n-1)=14+...+41)-A+...+1)=1+...41)=(m-n)- 1.

m—mal n—mal m-n—mal

Angenommen, k = char(K) > 0 sei nicht prim. Dann gibt es m,n € N mit
2<m,n<k—1,sodass k=m-n,also

O=k-1=(m-n)-1=(m-1)-(n-1).

Da K keine Nullteiler besitzt, muss m -1 = 0 oder n - 1 = 0 sein, im Widerspruch zur
Minimalitit von k. [ ]

Bemerkung 2 Ist K ein Korper mit char(K) = p > 0, so ist die Teilmenge
K':={0,1,2-1,...,(p—1)-1} CK
ein zum Primkdrper Iy isomorpher Unterkorper.

Beweis Die Abbildung
X:Z—K, n—n-l1,
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ist ein Homomorphismus von Ringen mit Ker(x) = p - Z. Daher ist die Abbildung
F,=Z/pZ —K', k+pZ—k-1, wobei 1€K,

ein Isomophismus. u

Bemerkung 3 In einem Korper der Charakteristik p > 0 gibt es keine Anordnung.

Beweis Es geniigt zu zeigen, dass der Primkorper IF, nicht im Sinn der Definition von
1.3.2 angeordnet werden kann. Da 1 € [F, positiv sein muss, miisste auch jede Summe
ausk-1=1+4...4 1 positiv sein; es ist aber p - 1 = 0. u

Mit etwas mehr algebraischen Hilfsmitteln kann man beweisen, dass die Anzahl der
Elemente eines endlichen Korpers K mit char(K) = p > 0 gleich p" mit einem n € IN*
ist, und dass es zu jeder Zahl q = p" bis auf Isomorphie genau einen Korper IF; mit g
Elementen gibt, dabei ist char(IF;) = p.

Im ganz einfachen Fall ¢ = 22 = 4 kann man das sehr elementar beschreiben. In der ad-
ditiven Gruppe (IF4, +) muss 1 4 1 = 0 gelten. Es gibt nur zwei wesentlich verschiedene
Gruppen der Ordnung 4, die KLEINsche Vierergruppe - additiv geschrieben - passt. Die
multiplikative Gruppe (IF},-) hat drei Elemente, da gibt es nur eine Moglichkeit. Das
ergibt fiir Fy = {0,1,4,b} die beiden folgenden Tabellen

+10[1|al|b O|1|alb
0|0|1|alb 0j{0|0f0]|O
111(0|b|a 1/0(1|a|b IFy
alalb|0]|1 al0|la|b|1
b|bla|l1|0 b|O|b|1]|a

Die Regeln fiir Addition und Multiplikation fiir sich genommen sind erfiillt, weil be-
kannte Gruppen in die Tafeln eingesetzt wurden. Keineswegs selbstverstdandlich ist,
dass auch das Distributivgesetz gilt. Dazu muss man im Prinzip alle moglichen Kombi-
nationen einsetzen. Wir begntigen uns mit zwei davon

a-(b+1)=a-a=b, a-b+a-1=1+4a=),
a-(a+b)=a-1=q, a-a+a-b=b+1=a.

Also ist [F4 mit den oben angegebenen Verkniipfungen ein Korper. Wie man sieht, ist
F; = {0,1} ein Unterkorper.

Vorsicht! Der gerade konstruierte Korper Fy ist zu unterscheiden vom Restklassen-
ring Z/4Z. Zum Kontrast schreiben wir die Tafeln fiir Multiplikation und Addition,
die wir zur Unterscheidung mit & und © bezeichnen, noch einmal auf. Um den Unter-
scheid zu [F4 deutlich zu machen, setzen wir

0=0+4Z, 1=1+47, a=2+4+47Z und b=3+47Z.
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®|0|1]a|b ®|0|1]al|b
0|0|1]|al|b 0j0|0|0]O
1|(1|al|b|0 1(0|1|alb Z7/4Z
alalb|0]1 al0|la|0]|a
b|b|0|1|a b|0|blall

Daran sieht man, dass die Tafeln von IF4 und Z/4Z sowohl fiir Addition als auch fiir
Multiplikation verschieden sind! Man konnte auch daran denken, die Multiplikation -
aus [F4 mit der Addition © aus Z/4Z zu koppeln. Aber wie man sich leicht tiberzeugt,
ist in dieser Kombination das Distributivgesetz verletzt. Schliefilich sei noch erwahnt,
dass es auch unendliche Korper mit positiver Charakteristik gibt.

1.3.8 Riickblick und Ausblick

In den vorausgehenden Abschnitten dieses Kapitels haben wir versucht, das Funda-
ment des Gebdudes der Mathematik bestehend aus strukturierten Mengen von Zahlen
einigermassen systematisch zu beschreiben. Wie schon an mehreren Stellen bemerkt,
entspricht dieser Aufbau ganz und gar nicht der historischen Entwicklung, die wir des-
halb noch einmal kurz skizzieren wollen.

In den Biichern von EUKLID (um 300 v. Chr.) steht die Geometrie im Vordergrund, da-
bei sind Zahlen ein unentbehrliches Hilfsmittel. Den kommensurablen GrofSen entspre-
chen die rationalen Zahlen, die unvermeindlich auftretenden inkommensurablen Gro-
Ben fithren zu irrationalen Zahlen. Die dabei verwendeten Zahlen dienten vor allem der
Messung geometrischer Groflen. Das mag ein Grund dafiir sein, dass negative Zahlen
im Gegensatz zu rationalen Zahlen erst viel spater (um 600 n. Chr.) verwendet wurden,
obwohl formal Differenzen und Briiche durch ganz analoge Konstruktionen entstehen.
Das mag auch an dem Missverstindnis liegen, der Begriff , negativ” sei als Wertung
zu verstehen. Sogar KANT hat das 1763 zu einem Versuch bewogen, die Bedenken der
Philosophen zu zerstreuen [KA].

Wahrend der um 1700 beginnenden stiirmischen Entwicklung der Infinitesimalrech-
nung blieben Fragen um die Struktur der reellen Zahlen als liickenlose Zahlengerade
im Hintergrund. Auf den reellen Zahlen wurden komplexe Zahlen und in der Mitte des
19. Jahrhunderts Quaternionen und Oktaven aufgebaut. Ein Markstein auf dem Weg
zur Festigung der Grundlagen waren die Erfahrungen von DEDEKIND bei einer Vorle-
sung am eidgendssischen Polytechnikum in Ziirich aus dem Jahr 1858. Seine Uberle-
gungen zur Charakterisierung reeller Zahlen wurden 1872 veroffentlicht [DED;]. Daran
anschlielend ging er noch tiefer an das Fundament der Theorie der Zahlen. In seiner
1887 veroffentlichten Schrift ([DED;]) fithrte er Mengen (unter dem Namen ,Systeme”)
und Abbildungen ein, damit charakterisierte er die nattirlichen Zahlen und die algebrai-
schen Operationen. Anschlieflend formulierte PEANO [PE3] die Axiome der nattirlichen
Zahlen in streng formalisierter Weise und CANTOR baute die Mengenlehre weiter aus.
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Im Jahr 1900 fand in Paris der 2. Internationale Mathematikerkongress statt. In seinem
Vortrag formulierte D. HILBERT [HI3] die Probleme, nicht nur die Mathematik, sondern
auch die Physik auf unabhingige und widerspruchsfreie Axiome zu griinden. Das ist
nicht so umfassend gegliickt, wie es HILBERT erhofft hatte, aber seine Aufforderung hat
die Mathematik des 20. Jahrhunderts geprégt. In der Nachfolge der Goéttinger Schule
verfasste eine stetig wechselnde Gruppe franzosischer Mathematiker unter dem Pseud-
onym NICOLAS BOURBAKI ab 1939 eine lange Serie von Biichern , Eléments de mathe-
matique”, in der begonnen wurde, die Mathematik dem Programm von HILBERT ent-
sprechend streng axiomatisch aufzubauen. Das erfordert einen Weg, der mit den allge-
meinsten Strukturen beginnt und schrittweise zu spezielleren Strukturen fortschreitet.
Dieses Vorgehen ist nicht unproblematisch. Ein bleibender Gewinn ist, dass verschiede-
ne Teile der Mathematik dadurch eine ziemlich einheitliche Sprache gefunden haben.
Aber eine Gefahr besteht darin, dass man beim Lehren und Lernen von Mathematik oft
einen zu langen und umstdndlichen Weg gehen muss, und dass dabei die relevanten
Anwendungen der Mathematik zu kurz kommen.

Als Fazit kann man festhalten, dass der systematische Aufbau der Mathematik keines-
falls der historischen Entwicklung entspricht. Das sollte man bei der Vermittlung der
Mathematik bedenken. Es gibt wohl kein Patentrezept, aber eine gute Mischung von
anschaulichem Zugang und strenger Methode scheint hilfreich zu sein. In der Schu-
le sollte dabei die Anschauung im Vordergrund stehen, ,beweisen” sollte dabei ,zei-
gen” bedeuten. Aber ein zukiinftiger Lehrer muss in seinem Studium auch die harten
Methoden der Beweistechnik kennengelernt haben.
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1.4 Polynome*

1.4.1 Polynome und Polynomfunktionen

In der linearen Algebra beschaftigt man sich in erster Linie mit linearen Funktionen von
der Art
fR" R, x=(x1,...,x0) +— f(x)=a1x1+... 4+ anxn.

,Linear” bedeutet dabei, dass die x; in f(x) nur mit der ersten Potenz vorkommen. Im
Fall n = 1 kann man auch allgemeinere Funktionen

fTR—=R, xw f(x)=a9+ax+...+a,x", mit ag,...,a, €R,

betrachten, wobei x in f(x) mit endlich vielen beliebigen Potenzen auftreten kann. Sol-
che ,Polynome” treten auch in der linearen Algebra auf, etwa bei der Suche nach Ei-
genwerten im Kapitel 4. Zur Vorbereitung darauf stellen wir hier schon das Wichtigste
Zusammen.

Wir starten mit einem beliebigen Korper K. Ein Polynom mit Koeffizienten aus (oder
kiirzer Polynom {iber) K ist ein formaler Ausdruck der Form

f=ap+mX+...+a,X",

wobei n € IN und ay,...,a, € K. Das Symbol X ist eine sogenannte Unbestimmte, fiir
die man beliebige Elemente aus K (und eventuell noch allgemeinere Grofien) einsetzen
kann. Mit K[X] bezeichnen wir die Menge aller Polynome tiber K. Das Nullpolynom
o € K[X] hat nur die Koeffizienten 0. Fiir die Unbestimmte X kann man beliebige Ele-
mente x € K einsetzen. Auf diese Weise erhilt man eine Abbildung

K[X] — Abb(K,K),  f+> f, wobei

f(x):=ag+arx+...+anx", wenn f=ag+aX+...+a,X".

Man nennt f die zu f gehorige Polynomfunktion. Diese pedantisch erscheindende Un-
terscheidung zwischen f und f ist leider nicht tiberfliissig.

Beispiel Sei K =1, ={0,1} und f = X? + X. Dann ist
f(0)=0+0=0 und f(1)=1+1=0,

alsoist f die Nullabbildung, aber f # 0. Somit ist die Abbildung K[X] — Abb(K, K) nicht
injektiv. Wir werden spéter in 1.4.4 sehen, dass es derartige Beispiele in jedem endlichen
Korper gibt, nicht aber in unendlichen Kérpern.

Fiir ein Polynom f =ag + a1 X + ... + 4, X" erklart man den Grad als

—00, falls f =o,
max{i:a; #0} sonst.

degf:={
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Dass man dem Nullpolynom den formalen Grad —oo zuordnet, ist motiviert durch die
anschlielend aufzustellenden Rechenregeln fiir den Grad. Ein Polynom f mit degf <0
ist ein konstantes Polynom f = ag. Schliefllich nennt man ein Polynom f vom Grad n
normiert, wenn a, = 1, d.h.

f:Xn+11n_1Xn_1 + ...+ a1 X +ag.

1.4.2 Der Ring der Polynome

Zwei Polynomfunktionen kann man addieren und multiplizieren, indem man ihre Wer-
te addiert und multipliziert. Ist etwa

f(x)=ag+ax und §(x)=by+byx, so folgt
F(x) +§(x) = (a0 +bo) + (a1 +b1)x  und
F(x) - §(x) = ag - bo + (agby + arbo)x + (ay - by)x*.
Allgemein betrachten wir formale Polynome f,¢ € K[X], wobei
f=ay+mX+...+a,X" und g=by+b0X+...+ b, X"

Fiir die Addition von f und g konnen wir m = n voraussetzen, denn man kann immer
hohere Koeffizienten Null hinzuftigen. Dann ist

f+g:=(ao+bg)+ (a1 +b1)X+ ...+ (an + b)) X".

Die Regel fiir die Multiplikation ist komplizierter. Durch formales Ausmultiplizieren
erhalt man

frg=co+aX+...+cumX"", wobei cp:= ) ab;.
P47k

Etwas expliziter aufgeschrieben ist

co = agbo,

c1 = agby +arby,

¢y = agby + ayby + axby,
Cntm = Anbm.

Fiir die Grade der beteiligten Polynome hat man folgende

Bemerkung  Sind f,g € K[X], so gilt

deg(f + g) < max{deg f,deg g} und deg(f-g)=degf+degg.
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Dabei benutzt man die formalen Rechenregeln

n+(—o0) = —00+m=—00+ (—00) = —o0.

Beweis Die erste Regel folgt sofort aus der Definition von f + g.

Ist deg f =n > 0 und degg =m > 0, so folgt a,, # 0 und by, # 0. Der hochste Koeffizient
von f - gist cyym =ay - by #0.Ist f =0 oder g =0, so0ist f - ¢ =0, also deg(f - g) = —o0.
Daher gilt die zweite Regel auch in diesem Fall. |

Satz Die Menge K[X] der Polynome iiber einem Korper K zusammen mit der oben erkliirten
Addition und Multiplikation ist ein kommutativer Ring mit Einselement; er hat keine Nullteiler.

Beweis Der Nachweis der Ring-Axiome ist reine Routinearbeit. Einselement ist das kon-
stante Polynom von 1.

Sind f,g € K[X] beide von o verschieden, so ist deg f > 0 und degg > 0, also nach der
obigen Bemerkung auch deg(f - g) > 0 und somit f - ¢ # o. [

Korollar Im Polynomring gilt fiir f,¢,h € K[X] mit deg f,degg und degh > 0 die Kiir-
zungsregel

fg=fnh = g=h

Beweis Aus f - (g —h) =ofolgt g —h =0, also g =h wegen f #o. ]

Vorsicht! Ein Polynom ist formal nichts anderes als eine Folge
fN—=K, i—a,

mit der Eigenschaft, dass es ein n € IN gibt, so dass a; = 0 fiir i > n. Der Faktor X' in
2;X" dient dabei nur zur Markierung der Stelle, an der der Koeffizient a; steht. In der
Menge aller Folgen mit Werten in K ist neben der iiblichen Addition auch eine andere
Multiplikation oft tiblich (vgl. 1.3.4):

frg=(a;)*(b;):= (a; - b;).

Auch damit wird die Menge dieser Folgen zu einem kommutativen Ring mit Einsele-
ment; allerdings wimmelt es da von Nullteilern. Auflerdem ist die Multiplikation * nicht
vertraglich mit der Multiplikation von Polynomen als Abbildungen.
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1.4.3 Division mit Rest

Wie im Ring Z der ganzen Zahlen kann man in einem Polynomring K[X] nur sehr ein-
geschrankt dividieren. Ein Ersatz ist in beiden Ringen eine Division mit Rest, wobei nur
die ,Grofie” des Restes etwas unterschiedlich gemessen wird (vgl. dazu 1.3.1).

Satz Sei K ein Korper und seien f,g € K[X]| mit g # 0. Dazu gibt es eindeutig bestimmte
Polynome q,r € K[X| derart, dass

f=q-g+r und degr<degg. ()
Dabei bedeutet g einen , Quotienten “,  einen ,Rest”. Wie beim Ubergang von Z nach

Q kann man auch formale Quotienten von Polynomen betrachten, dann lasst sich die
Beziehung (x) in der etwas suggestiveren Form

f

gt
8 8

schreiben.

Beweis Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit. Ist
f=q-g+r=4q-g+7 mit degr, degr’ <degg,

sofolgt (g —q')g=71"—r.Istq =g, so folgt r = r'. Angenommen, es wire g # q’. Dann
ergibt sich mit Hilfe der Bemerkung aus 1.4.2 wegen

deg(r' —r) < max{degr,degr'} < degg und
deg(r' —r) = deg(q’ —q) + degg > degg
ein Widerspruch.

Zum Beweis der Existenz geniigt es, das aus der Schule bekannte Rechenverfahren in
allgemeiner Form aufzuschreiben. Seien also

f=a,X"+...4+a0 und g=b,X"+...+by mit n=degf und m=degg>0.
Ist n < m, so kann man g =0 und r = f setzen: f =0 g + f ist eine Losung.

Fiir n > m konstruieren wir schrittweise g1, ...,qx € K[X], so dass

g:=q1+...+qx

ein Quotient wird. Im ersten Schritt sei fy := f, und indem man die hochsten Terme von

fo und g teilt, erhdlt man
q1 = Z—"X””".

m
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Nun setzen wir fiir den nédchsten Schritt
f1:=fo—q18 offensichtlichist degf; < deg fo.
Ist deg f1 < degg, so ist g = q; und r = f; eine Losung. Andernfalls setzen wir das
Verfahren fort und berechnen wie oben mit fp und g aus f; und g ein g,. Dann betrachten
wir
fri=f1—q2g mit degfr <degf; <degfy=degf.
Da die Grade der f; bei jedem Schritt abnehmen, gibt es ein k derart, dass
fe=fr1—aqxg und  degf; <degg.
Das ist spdtestens bei k = n — m + 1 erreicht. Insgesamt ergibt sich

f=ng+h=m+q)g+fo=...=(@@+...+9)8+ fr

also hat man mit g :=qg + ... 4 g und r := f; eine Losung. [ |

Beispiel Ist f = X* —2und g = X? + 1, so verlduft die Rechnung wie folgt:

(x4 -2) : (X24+1) = (X2-1) + (-1):(X2+1)
_X4 _XZ
Xz 2
+X2 +1
—1

In diesem Fall ist also k = 2,

I
|
—_
I
-

qlzXz, f]I—X2—2 und qZ:—l, f2

1.44 Nullstellen von Polynomen

Nach den Abschnitten mit den elementaren technischen Vorbereitungen kommen wir
nun zur entscheidenden Frage nach der Existenz und der Berechnung von Nullstellen.
Das ist so wichtig, weil sich viele Fragen in der Mathematik und ihren Anwendungen
auf Nullstellen von Polynomen zuriickfiihren lassen. In der linearen Algebra werden
wir darauf in Kapitel 4 bei der Suche nach Eigenwerten zurtickkommen.

Ist f=a9g+mX+...+a,X" € K[X], so heiSit ein x € K Nullstelle von f, wenn

fx)=ap+aix+...+a,x" =0€K.
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Anders ausgedriickt: Die durch f bestimmte Abbildung f : K — K hat an der Stelle x
den Wert 0.

Zur Frage nach der Existenz von Nullstellen gibt es gute und schlechte Nachrichten; die
schlechten zuerst:

Beispiel 1 In R[X] haben die Polynome
Far= X241
fiir alle n € N keine Nullstellen, da f,,(x) > 1 fiir alle x € R.
Beispiel 2 Ist K ein endlicher Korper, K = {x1,...,x,}, so sei
fi=X=x1) ... (X —xp).
Dannistdeg f =nund f(x) =0 fiir alle x € K. Alsoist f € Abb (K, K) die Nullabbildung.

Betrachtet man dagegen g := f + 1, soistauch degg =nund g(x) =1 € K fiir alle x € K.
Somit hat g in K keine Nullstelle.

Nun zu den positiveren Aussagen:

Beispiel 3 Ist f € R[X] und deg f ungerade, so hat f mindestens eine Nullstelle x € R.
Das wird in der elementaren Analysis bewiesen, es benutzt die Vollstandigkeit von R
(vgl. 1.3.4). Es gibt auch sehr gute Verfahren, den Wert von x beliebig genau zu appro-
ximieren (vgl. etwa [FOq, §11]).

Beispiel 4 Ist f € R[X] quadratisch, d.h. deg f =2 und
f=aX*+bX+c mit a#0.

Dann hat man fiir die Nullstellen die klassische Formel

—b+ Vb2 —4dac cC

X12 = 2

Ob es reelle Losungen gibt, hangt ab von der Diskriminante D(f) := b* — 4ac € R. Ist
D(f) > 0, so gibt es zwei verschiedene Nullstellen. Fiir D(f) = 0 gibt es nur eine und
fiir D(f) < 0 keine reelle Nullstelle.

Ahnliche, aber kompliziertere Formeln mit Wurzelausdriicken gibt es auch fiir Polyno-
me vom Grad 3 und 4; ab Grad 5 sind solche Formeln unmoglich. Das ist ein klassisches
Ergebnis der ,hoheren” Algebra.

Hat man eine Nullstelle eines Polynoms gefunden, so kann man sich bei der Suche
nach weiteren Nullstellen auf ein Polynom kleineren Grades beschrénken. Das ergibt
sich sofort aus dem
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Lemma Ist x € K eine Nullstelle von f € K[X], so gestattet f eine eindeutige Zerlegung

f=g - (X—x) mit geK[X] und degg=degf—1.

Beweis Wir dividieren f mit Rest durch (X — x):
f=g- (X—x)+r, degr < deg(X —x) =1.
Durch Einsetzen von x auf beiden Seiten folgt
0= F(x) = g(x) - (x — ) + () = 0+ r(x).

Waire degr = 0, so wire v = a # 0. Also muss degr = —co und r = 0 sein. u

Wir notieren weitere einfache Folgerungen.

Korollar 1 Sie K ein beliebiger Korper und f € K[X] vom Nullpolynom verschieden. Fiir die
Zahl k der Nullstellen von f in K gilt

k<degf.

Beweis Mit Hilfe des Lemmas kann man Schritt fiir Schritt Nullstellen herausteilen, da-
durch verringert sich jeweils der Grad um 1. Damit ist die Behauptung klar. Das kann
man auch etwas formaler durch Induktion tiber n = deg f beweisen.

Im Fall n = 0 ist f = ap # 0 ein konstantes Polynom, also ist k = 0.

Sei also deg f =n > 1. Hat f keine Nullstelle, so ist k = 0. Ist x € K Nullstelle von f, so
folgt aus dem Lemma

f=g-(X—x) mit degg=n-—1.

Fiir jede von x verschiedene Nullstelle y € K von f gilt
0=fy)=—x) -8
also muss g(y) = 0 sein.

Ist | die Anzahl der Nullstellen von g in K, so gilt offensichtlich k = [ + 1 und nach
Induktionsannahme gilt

I<n-—1, alsofolgt k=I1+1<n.
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Man beachte, dass in diesem Beweis benutzt wurde, dass es in einem Korper keine
Nullteiler gibt. Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, so kann man analog auch den
Polynomring R[X] konstruieren. Dann ist aber die Aussage von Korollar 1 nicht mehr
allgemein giiltig.

Beispiel Sei R = Z/6Z der Restklassenring aus 1.3.7 und
fi=X*+Xe€R[X] mit degf=2.

In R hat f die folgenden Werte:

Also hat f vier Nullstellen 0,2,3 und 5. Das ergibt die verschiedenen Zerlegungen

fF=(X-0)-(X-5)=(X-2)- (X -3).

Korollar 2 Ist der Korper K unendlich, so ist die Abbildung
K[X] — Abb(K,K), fr7f,

die jedem Polynom f die dadurch definierte Polynomfunktion f : K — K zuordnet, injektiv.

In diesem Fall muss man also nicht zwischen Polynomen und Polynomfunktionen un-
terscheiden. Wie wir in Beispiel 2 gesehen hatten, ist diese Unterscheidung aber in je-
dem endlichen Korper geboten.

Beweis Seien fi, f, € K[X] mit f; = fo. Fiir g := f, — f1 gilt dann § = o, d-h. §(x) =0 fiir
alle x € K. Nach Korallar 1 muss g = o, also f, = fj sein. |

Bei der Zahlung der Nullstellen eines Polynoms empfiehlt es sich, zu berticksichtigen,
,wie oft” eine Nullstelle vorkommt. Am deutlichsten sieht man das im Fall K = R an
einem einfachen Beispiel. Das Polynom

fa=X"=(X=0)-...-.(X—0)

n—mal

hat den Grad n, aber fiir n > 1 nur die eine Nullstelle x = 0.




1.4.5 Eine Vorzeichenregel fiir reelle Polynome 165

Geometrisch sieht man, dass der Graph von f, mit der horizontalen Achse fiir steigen-
des n immer , hoheren” Kontakt hat; algebraisch sagt man, f, hat an der Stelle x =0
eine Nullstelle der , Ordnung” (oder ,, Vielfachheit”) n.

Gangz allgemein kann man fiir ein f € K[X] und x € K eine Vielfachheit der Nullstelle x
von f erkldren durch

u(f;x):=max{reIN: f=(X—-x)"-¢g mit geK[X]}.

Anders ausgedriickt: Man teilt den Faktor (X — x) so lange aus f heraus, bis ein g mit
g(x) # 0 tbrig bleibt. Offensichtlich gilt:

0<pu(f;x)<degf und f(x)=0 < u(f;x)>1.

Sind x,...,x; € K die paarweise verschiedenen Nullstellen eines Polynoms f € K[X],
so erhélt man schliefSlich durch wiederholte Anwendung des obigen Lemmas eine Dar-
stellung

f=X=x) o (Xxg) g,

mit r; = p(f;x;) > 1 fur i =1,...,k und einem verbleibenden Polynom g € K[X] ohne
Nullstelle in K. Als Verschérfung von Korollar 1 ergibt sich

71+ ...+ < degf.

In der Analysis lernt man, was im Fall K = R die Vielfachheit einer Nullstelle mit den
Ableitungen zu tun hat:

p(f;x) =max {re N: f(x) = f'(x) =... = f"V(x) = 0}.

1.4.5 Eine Vorzeichenregel fiir reelle Polynome

Besonders erfreulich ist der Fall, wenn ein Polynom mit Vielfachheit gez&hlt so viele
Nullstellen hat, wie sein Grad angibt. Das bedeutet, dass f in Linearfaktoren zerfallt,
d.h.

f=X"4a, 1 X" "+ . 4o X+ag=(X—-x1) ... (X —x,),

mit ag,...,a,_1 € Kund xq,...,x, € K. Dabei haben wir zur Vereinfachung a, =1 an-
genommen, das hat keinen Einfluf§ auf die Nullstellen. Es ist klar, dass sich die n Ko-
effizienten und die n Nullstellen gegenseitig festlegen. Wir schon erwéhnt, ist es sehr
schwierig, die Nullstellen aus den Koeffizienten zu berechnen. Die andere Richtung ist
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ganz einfach, man muss nur die n Linearfaktoren (X — x;) ausmultiplizieren. Das Er-
gebnis ist

apz = (*1)”9(1 R

ap = (=) Mag e XX X3 Xy X XD Xpq)
Ap—n = X1 Xp+...+X1 - Xp+X2-X3+...+X X+ ... +X-1"Xn
a1 = —(x14 ...+ xn).

Das kann man formal etwas schoner aufschreiben, indem man die elementarsymmetri-
schen Funktionen s, von x1,...,x, benutzt. Furk=1,...,n ist

Sp(X1,.00, %) = Z Xip teee Xy
1<i)<..<ix<n

Die Summe hat (}) Summanden, das ist die Anzahl der Moglichkeiten aus {1,...,n}
insgesamt k verschiedene Indizes iy, ..., i, auszuwidhlen. Mit dieser Notation gilt fiir die
Koeffizienten von f

ay = (—1)”_" “Sy_p(xq,...,x,) fir k=0,....n—1.

Diese Formel nennt man den Wurzelsatz von VIETA.

In der Theorie der Eigenwerte werden wir reellen Polynomen begegnen, von denen
man auf Grund ihrer Herkunft weifs, dass sie in Linearfaktoren zerfallen, aber deren
Nullstellen unbekannt sind. Wenn es gentigt zu wissen, ob alle Nullstellen positiv oder
negativ sind, hilft die folgende klassische

Vorzeichenregel Angenommen, das reelle Polynom f € R[X] zerfillt in Linearfaktoren, d.h.
F=X"4+a, 1 X" 1+ X 4ag=X—x1) ...-(X—x,)
mit x1,...,x, € R. Dann gilt:

a) Genau dann sind alle Nullstellen x; negativ, wenn alle Koeffizienten ay positiv sind.
b) Genau dann sind alle Nullstellen x; positiv, wenn die Vorzeichen der Koeffizienten ay alter-
nierend sind, d.h. fiirk =0,...,n — 1 gilt

ap >0 fiir n—k gerade,

_1\n—k |
( 1) ay > 0, dh { a < 0 fur n—k ungemde.

Beweis Wir zeigen zundchst Teil a). Sind alle a; > 0, so gilt fiir x > 0, dass

fx)=x"4+a, 1x" P+ .. +ayx+ag>ag>0.



1.4.6 Der Fundamentalsatz der Algebra 167

Also miissen alle Nullstellen negativ sein. Sind umgekehrt alle x; < 0, so gilt nach Defi-
nition der elementarsymmetrischen Funktionen

se(x ) >0 fir k gerade,
A ) <0 fiir k ungerade.
Daraus folgt ay = (—1)" % -5, _t(x1,...,x,) > 0 fiir alle k.

Teil b) folgt aus Teil a), indem man von f zu f_ mit

f-(X) = f(=X)
tibergeht. Dabei werden aus negativen Nullstellen von f positive Nullstellen von f_
und wegen
ar(=X)F = (-1)F - g x*
werden aus positiven Koeffizienten von f in f_ Koeffizienten mit alternierenden Vor-
zeichen. -

1.4.6 Der Fundamentalsatz der Algebra

Die bisher beschriebenen Eigenschaften von Polynomen sind recht elementar und - bis
auf die Vorzeichenregel fiir reelle Polynome - weitgehend unabhéngig vom Korper K.
Nun kommen wir zum entscheidenden Problem: Uber vielen Kérpern K gibt es Poly-
nome beliebig grofsen Grades ohne Nullstellen in K, etwa

f=X"-2firn>2in K=Q, f=X""+1fir n>2in K=R.

Dass es fiir n > 2 keine n-te Wurzel aus 2 gibt, beweist man wie in 0.1.1 im Fall n = 2.
Und fiir x € Rist x2* +1 > 0.

In beiden Fillen gibt es einen Ausweg. Geht man vom Korper Q der rationalen Zahlen
zum grofieren Korper R der reellen Zahlen tiber, so gibt es fiir alle n zumindest eine
reelle n—te Wurzel aus 2. Geht man von den reellen Zahlen iiber zu den komplexen
Zahlen, so hat X%" + 1 die 2n verschiedenen nicht reellen Nullstellen

exp<(2k;nl)m>ec mit k=1,...,2n.

i
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Dabei wird die Darstellung komplexer Zahlen in Polarkoordinaten verwendet.

Dass die Folge der Korpererweiterungen Q C R C C bei den komplexen Zahlen einen
gewissen Abschluss erreicht hat, besagt der

Fundamentalsatz der Algebra Jedes Polynom f € C[X]| mit n := degf > 1 zerfillt in
Linearfaktoren, d.h. es gibt a,z1,...,z, € C mit a # 0 derart, dass

f=a-(X—z1) ... (X —zn).

Fiir dieses tiefliegende Ergebnis gibt es zahlreiche Beweise. Nach einigen vorhergehen-
den Anldufen gab GAUSS insgesamt vier verschiedene Beweise dafiir, den ersten in sei-
ner Dissertation aus dem Jahr 1799 [GA1].

Es gentigt offenbar Folgendes zu zeigen:

Fundamental-Lemma Jedes Polynom f € C[X] mit n := degf > 1 hat mindestens eine
komplexe Nullstelle.

Ist namlich z € C eine Nullstelle von f, so gibt es nach dem Lemma aus 1.4.4 eine Zer-
legung

f=(X—-2z)-g mit ge€C[X] und degg=degf—1.
Im néachsten Schritt wendet man das Fundamental-Lemma auf g an, u.s.w. bis nur noch

ein konstantes Polynom a € C {ibrig bleibt.

Die komplexen Zahlen sind aus den reellen Zahlen entstanden und die reellen Zah-
len sind kein reines Produkt der Algebra, sondern auch der Analysis. Daher ist es un-
vermeidlich, dass die Beweise des Fundamental-Lemmas Hilfsmittel aus der Analysis
benutzen. Beispiele dafiir findet man etwa in ([F13, III 4.7]).

Nun wollen wir eine wichtige Folgerung aus dem Fundamentalsatz fiir reelle Polyno-
me, d.h. Polynome f € R[X] ziehen. Dabei konnen wir annehmen, dass f normiert ist.
Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung

f=X—x1) .- X—xm) (X—21)...- (X —2) mit m+r=n=degf,

wobei x1,...x, € Rund z4,...,z; € C \R. Nach dem Lemma in 1.4.4 gibt es eine Zerle-

gung
f=(X—-x1)...-(X—xp) g mit geR[X],

so dass g keine reellen Nullstellen hat. Also ist
g=(X—=z1) ..o (x—z)

und r = degg ist gerade, da ein Polynom ¢ € R[X] ungeraden Grades mindestens eine
reelle Nullstelle hat.
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Nun zeigen wir, dass die nicht reellen Nullstellen von f, das sind die Nullstellen von g,
ganz speziell verteilt sind. Dazu benétigen wir folgenden

Hilfssatz

1. Ist f € R[X] und z € C Nullstelle von f, so ist auch z € C Nullstelle von f.
2. Fiir jedes z € C gilt (X —z) - (X —Z) € R[X].
3. Ist f € R[X] und z € C, so gilt fiir die Vielfachheiten der Nullstellen

u(f;z) =u(f;z).

Anders ausgedriickt: Die komplexen Nullstellen eines Polynoms mit reellen Koeffizienten lie-
gen mit Vielfachheit gezithlt symmetrisch zur reellen Achse.

Beweis

1 Ist f=ap+mX+...+a,X",soist wegenay = ay,...,a,; = a, nach den Rechenregeln
fiir die komplexe Konjugation

fZ)=ap+amz+...4ayz" =G+ @z +... +a,z" = f(z) =0=0.
2. Seiz = x + iy mit x,y € R. Dann ist
(X—2)- (X—2)=(X—x—iy)- (X —x+iy) = X2 — 20)X + (22 + 7).

Dass dieses reelle Polynom fiir z ¢ R keine reellen Nullstellen haben kann, sieht man
auch an der Diskriminante

D =4x* —4(x* +y*) = —4y*> <0.

Firz ¢ Risty #0, also D <0.
3. Es geniigt, den Fall zu betrachten, dass z € C \ R und f(z) = 0. Nach 1. ist auch
f(z) =0, also gibt es eine Zerlegung

f=X=2)-(X=-2)-g

und aus 2. folgt ¢ € R[X]. Ist s := u(f;z) > 1, so ist auch g(z) = 0 und g(z) = 0 nach
1. Schlieflich erhélt man eine Zerlegung

f=(X—-2)°(X-2)°-§ mit §eR[X]

und §(z) # 0, also nach 1. auch §(z) # 0. [ ]
Damit zuriick zu dem oben verbliebenen Polynom

g=(X—-z1) ...-(X—2z), wobei zi,...,zz€C\R.

Da die Reihenfolge der z; gleichgiiltig und r = 2k gerade ist, konnen wir nach dem
Hilfssatz annehmen, dass
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Aus diesen Paaren konjugiert komplexer Nullstellen konstruieren wir die neuen
Polynome

gri=(X—2)-(X=7), ..., gr=X—2_1) - (X—=Z_1)

mitg=g7-...-grund degg; =2 fiiri =1,...,k. Insgesamt haben wir also Folgendes
bewiesen:

Fundamentalsatz der Algebra in der reellen Form Jedes normierte Polynom f € R[X]
mit deg f = n > 1 gestattet eine bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutige Zerlegung

f=X=x1) .- (X—=%m) 81" 8k

wobei n = m + 2k, x1,..., %y € Rund g1,...,8x € R[X] normierte Polynome vom Grad 2 ohne
reelle Nullstellen sind. ™

Man beachte, dass in dieser Form des Fundamentalsatzes die komplexen Zahlen gar
nicht vorkommen. Man kann aber aus dieser reellen Form die komplexe Form des Fun-
damentalsatzes ganz elementar ableiten (vgl. etwa [FI3]).

Beispiel 1 Schon zu Beginn dieses Abschnittes hatten wir die 2n-ten Wurzeln von —1
bestimmt, das sind die Nullstellen von f = X?" + 1. Da f keine reelle Nullstelle hat, gibt
es eine Zerlegung

f=g1--8n
wobei g1, ...,gn € R[X] quadratische Faktoren sind. Mit Hilfe der Nullstellen

Z = exp ((2]{2711)7”) mit k=1,...,2n

kann man die Faktoren explizit bestimmen. Dabei muss man nur sorféltig in den Polar-
koordinaten rechnen.

Der Fall n = 1 ist ganz einfach. Hier ist

i ) 3 —ri . .1
z] = exp > =i und z;=exp - =exp — =—i=1i -,

also g1 =(X—i)-(X+i)=X>+1=".

Im Fall n = 2 fassen wir die Nullstellen wie folgt zu Paaren zusammen:

7T . 77 — i 1
Z] = exp T mit z4 = exp o )= exp - )= z; und
3 ) 57 —3mi 1
Zp = exp e mit z3 = exp T = exp 1 =2z
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Dann folgt unter Benutzung der Formel von EULER aus 1.3.5

g1:(X—zl)-(X—Z4):X2—2cos(g)X+1 und

g = (X —2) (X —z3) :X2—2cos<3f>x+1.
Fiir allgemeines n fasst man die Nullstellen
zy mitzp,, zpmitzy, 1, ..., zpmitz,q
zusammen. Wir iiberlassen es dem Leser zur Ubung, die Polynome
i=X—z1)- (X—2zon), o, n = (X —2zn) (X —2y41)
explizit auszurechnen.

Beispiel 2 Die Nullstellen von X" — 1 € R[X] sind fiir jedes n € N* die n-ten Wurzeln
von 1, man nennt sie Einheitswurzeln. Man kann sie — wieder in Polarkoordinaten —

explizit angeben:
27il

Z] = exp <n> mit [=0,...,n—1,

denn z}' = exp(27il) = 1. Die offensichtlichen reellen Nullstellen sind zy = 1 fiir alle n
und zy = exp(mi) = —1 fiir gerades n. Alle anderen Nullstellen von X" — 1 sind nicht

reell.

1 1 -1 1 -1// 1

N

=
|
—_
=
I
N
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Wie in Beispiel 1 kann man aus Paaren konjugiert komplexer Nullstellen quadratische
Polynome g; € R[X] aufbauen, und man erhilt damit die Zerlegung

X'"—-1=(X—-1)-g1-...-g fur n=2k+1 ungerade und
X"—1=(X-1)-(X+1)-g1-...- g1 fir n=2k gerade.



A right line AB, considered as having not only length,
but also direction, is said to be a VECTOR.
WILLIAM ROWAN HAMILTON

Kapitel 2

Vektorraume und
lineare Abbildungen

Nach den Motivationen in Kapitel 0 und den Grundlagen in Kapitel 1 beginnt nun
die eigentliche lineare Algebra. Sie ist entstanden als Hilfsmittel der Geometrie, wird
aber inzwischen in fast allen Gebieten der Mathematik benutzt. Der fundamentale Be-
griff des Vektorraums hat sich erst im 19. Jahrhundert entwickelt. Ein Pionier dabei war
H. GRASSMANN - Professor am Gymnasium zu Stettin — mit seiner ,,Ausdehnungsleh-
re” [GR], in der er ,extensive Groflen” einfiihrt, die G. PEANO [PE;] spédter, HAMILTON
folgend, ,vettori” nannte. Es hat lange gedauert, bis die fundamentalen Beitrédge von
GRASSMANN verstanden und gewtirdigt wurden. Eine strenge axiomatische Beschrei-
bung von Vektoren findet man bei H. WEYL [WEY] in seinem Buch tiber allgemeine
Relativititstheorie aus dem Jahr 1918:

1. Vektoren.

Je zwei Vektoren 0 und b bestimmen eindeutiy einen Veklor a -1 als
thre »Summe«;, eine Zakl ) und ein Vektor a bestimmen eindeutig einen
Vektor ha, das »A-fache von a« (Multiplikation). Dicse Operationen ge-
nitgen folgenden Gesetzen.

o) Addition.

1. 0+ 0 = b + a (kommulatives Gesetz).

2. (@4 0) 4 c = a -+ (b ) (assoziatives Gesets).

3. Sind @ und ¢ irgend zwei Vektoren, so gibt es einen und nur cinen y,
Sfiur welchen die Gleichung a 41t = ¢ gilt. Er heifit die Differenz ¢ — a
von ¢ und a. (Moglichkeit der Subtraktion.)

B) Multiplikation.

(A + p)a = (ha) ~+ (wa) (erstes distributives Gesets).
L(pa) = (Ap)a (assoziatives Gesetz).

=,

Ala 4 b) = (La) - (LD) (zweites distributives Gesets).

A O .
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Schliefilich hat ST. BANACH [BA] auch Vektorrdaume von Funktionen eingefiihrt und
damit die so genannte , Funktionalanalysis” begriindet. Mehr zur historischen Entwick-
lung findet man etwa bei [KOE, Kap. 1, §2].

2.1 Grundlagen

2.1.1 Vektorraume

Die in 0.1.2 zusammengestellten Rechenregeln fiir Vektoren des IR” sind die Grundlage
fur die axiomatische Definition eines Vektorraumes. Statt R wird ein beliebiger Kor-
per K zugelassen (die Elemente von K werden Skalare genannt); mit Hilfe des in 1.2.3
eingefiihrten Begriffs der Gruppe kann man die Regeln etwas kiirzer formulieren.

Definition Ein Vektorraum iiber einem Korper K besteht aus einer Menge V zusammen mit

- einer Addition + : VXV =V, (v,w) — v+ w, und
- einer Multiplikation mit Skalaren e : K x V. —V, (A,v) — A e,

so dass gilt:

V1 (V,+) ist eine abelsche Gruppe mit einem Nullelement o (es heifst Nullvektor).
Der zu v negative Vektor wird mit -v bezeichnet.

V2 Fiiralle A,y € Kund allev,w € V ist

(A-p)ev=Ae(nev), lev=u,
(A+pu)ev=Aev+peuv, Ae(v+w)=Aev+Aew.

Genau genommen ist ein Vektorraum ein Tripel (V,+,e); kiirzer sagt man, V ist ein
K-Vektorraum, oder ein Vektorraum iiber K.

Aus den Axiomen folgen weitere

Rechenregeln fiir Vektoren Ist V ein K-Vektorraum, v € V und A € K, so gilt:

a) Oev=o.

b) Aeo=o.

c) Aev=0=A=0oderv=o.
d) (—1)ev=-v.

Beweis a) 0ev=(0+0)ev=00v+0e00.
b) Aeo=Ae(0+0)=Ae0+Aeo0.
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c) Ist A v =0, aber A #0, so folgt
v=1lev=(A"1-N)ev=A"le(lev)=A"leo=0.
d) v+(—1)ev=1ev+(—1)ev=(1—1)ev=0ev=0. |
Beispiel 1 Analog zum R” in 0.1.2 kann man fiir jeden Korper K und n € IN* das
direkte Produkt K" zu einem K-Vektorraum machen, indem man fiir
v=(x1,...,xp) und w=(yy,...,yn) €K" sowie A €K

v+w:=(x14+Y1,..., Xn+yn) und Aev:=(A-x1,...,A xy)

erklart. Nullvektor ist in diesem Fall o = (0,...,0) € K". Man nennt K" mit diesen Ver-
kntipfungen den n-dimensionalen Standardraum iiber K.

Entscheidend fiir den Nutzen der abstrakten Definition eines Vektorraumes ist es, dass
es neben den Standardrdumen auch viel allgemeinere Beispiele gibt:

Beispiel 2 Ist K ein Kérper und M eine beliebige nicht leere Menge, so kann man die
Menge
V:=Abb(M,K)={f : M — K}

aller Abbildungen von M nach K zu einem K-Vektorraum machen, indem man fiir
f,g € Vund A € K die Abbildungen f + g und A e f erkldrt durch

(f+8)(x):=f(x) +8(x) und (Aef)(x):=A-f(x)

fiir alle x € M. Der Nachweis der Vektorraum-Axiome ist eine einfache Ubungsaufgabe.
Nullvektor ist die Nullabbildung o mit o(x) = 0 fiir alle x € M.

Offensichtlich ist Beispiel 1 ein Spezialfall von Beispiel 2 mit M = {1,...,n}, denn man
kann
K" =Abb({1,...,n},K)

setzen.
Beispiel 3 Ein Spezialfall von Beispiel 2 ist der Vektorraum
F:=Abb(N,R) ={(x;) : ie N,x; € R}
aller reellen Zahlenfolgen. Fiir (x;), (y;) € F sowie A € R ist
(xi) + (yi) == (xi +yi) und Ae(x;):=(A-x).
Auch dieses Beispiel ist ein erster Hinweis auf die Bedeutung von Vektorrdumen in der
Analysis.

Beispiel 4 In 1.4.2 hatten wir fiir jeden Korper K den Ring K[X] der Polynome mit
Koeffizienten aus K betrachtet. Zusammen mit der Addition von Polynomen ist K[X]



176 2 Vektorraume und lineare Abbildungen

eine abelsche Gruppe. Man hat auch eine naheliegende Multiplikation mit Skalaren,
indem man

Aoe(ag+mX+...+ayX"):=A-ap+(A-a) X+ ...+ (A-a,)X"
setzt. Dadurch wird K[X] zu einem K-Vektorraum.

Beispiel 5 Die Menge R der reellen Zahlen ist nicht nur ein R-Vektorraum, sondern
auch ein Q-Vektorraum, denn fiir A € Q und x € R kann man

Aex:=A-x

setzen, wobei A - x das Produkt reeller Zahlen bedeutet. Das ist nicht nur eine Spielerei,
sondern ein wichtiges Werkzeug zum Studium von Korpererweiterungen, in diesem
Fall Q C R. Ganz analog ist C ein R-Vektorraum, der in 1.3.7 eingefiihrte Korper Fy ist
ein Vektorraum tiber dem Primkérper IFp.

Beispiel 6 Analog zur Konstruktion des Vektorraumes K" aus dem Kérper K kann
man aus mehreren Vektorrdaumen ein Produkt bilden.

Sind K-Vektorraume Vj,..., V), gegeben, so kann man auf der Menge
V=V x..xV,={(vq,...,0q) : v; €V, firi=1,...,n}

eine , komponentenweise” Addition durch

(01,...,00)+(V],...,0},) = (v1 +0,..., 04 + V)

erkldren. Dabei bezeichnen die Zeichen + die Additionen in den Vektorrdumen V;, die
Addition in V' wird mit + bezeichnet. Analog hat man in V eine Multiplikation mit
Skalaren A € K

Ae(v1,...,04):=(A-v1,..., A vp).

Es ist ganz leicht nachzuweisen, dass V dadurch zu einem K-Vektorraum wird; man
nennt V das direkte Produkt der Vektorrdume V7, ..., V,. In diesem Sinne ist

K'=Kx...xK.
Beispiel 7 Sind m,n € IN¥, so bezeichnen wir mit M(m x n;K) die Menge aller Matri-
zen mit m Zeilen, n Spalten und Eintrdgen aus K. Fiir
A=(ajj), B=(bj)eM(mxmnK) undAeK
erhilt man neue Matrizen
A+B:= (LIZ']' + bz]) und AeA:= (/\ : aij)

in M(m x n;K). Nullelement ist die Nullmatrix , bei der alle Eintrége gleich 0 sind. Dass
M(m x n;K) auf diese Weise zu einem K-Vektorraum wird, sieht man wie in Beispiel 1.
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In der Tat unterscheidet sich die Menge M(m x 1;K) von K™ nur dadurch, in welcher
Weise die Eintrdge aufgeschrieben werden.

Nach diesen Beispielen ist wohl klar, dass die Unterscheidung der Bezeichnungen
+,—,-und +,-, e fiir die Operationen im Korper und im Vektorraum aufgegeben werden
kann. Wir lassen die fetten Symbole fallen; der Malpunkt - wird auch weggelassen, wo
er entbehrlich scheint. Nur der Nullvektor o bleibt klein und fett, zur Unterscheidung
vonder 0 € K.

2.1.2 Untervektorraume

Schon in 0.4.1 hatten wir Untervektorraume der Standardraume R” betrachtet. Im all-
gemeinen Fall hat man die entsprechende

Definition Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W C V heifit Untervektorraum,
wenn folgendes gilt:

UVl W = 2.
UV2 o,weW=0v+weW.
UV3veW, Ae K= Ave W.

Die Bedingungen UV2 und UV3 bedeuten, dass W abgeschlossen ist unter der Additi-
on und der Multiplikation mit Skalaren. Der Name Untervektorraum ist gerechtfertigt
durch die folgende

Bemerkung Ist W C V ein Untervektorraum, so ist er mit der aus V induzierten Addition
und Multiplikation mit Skalaren selbst ein Vektorraum.

Beweis Zunéachst ist W mit der Addition aus V wieder eine abelsche Gruppe: Assozia-
tivitdt und Kommutativitit gelten in V, somit auch in W. Da W # @ gibteseinv € W,
alsoisto=0-v € Wund —v = (—1) - v € W nach UV3. Die Regeln aus V2 gelten in V
und somit auch in W. |

Beispiel 1 Die trivialen Beispiele fiir Untervektorraume eines beliebigen Vektorrau-
mes V sind Wy = {0} und W; = V.

Beispiel 2 Im Standardraum V = R" hat man die folgende Situation:

- Im R! gibt es nur die trivialen Untervektorraume.
- Im R2? ist jede Gerade durch o, dh. W =R -w mito#w € R?, ein nicht trivialer
Untervektorraum.
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- Im RR?istjede Gerade durch o, d.h. W = R - w mit 0 # w € R?, und jede Ebene durch
o,dh. W=R-w; + R - wp mit wy,wy € R3 linear unabhédngig, ein nicht trivialer
Untervektorraum (vgl. 0.4.2).

- Im R" ist jede Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems ein
Untervektorraum (vgl. 0.5).

Mit Hilfe von etwas mehr Theorie, insbesondere dem Begriff der , Dimension” eines
Vektorraumes wird sich zeigen, dass es im R” keine anderen als die oben angegebenen
Beispiele fiir Untervektorraume gibt. Das gilt ganz analog fiir den Standardraum K"
tiber einem beliebigen Korper.

Ganz anders ist die Situation in

Beispiel 3 Sei I C R ein Intervall und V := Abb(I,R) der Vektorraum aller auf I
definierten reellwertigen Funktionen. Von den vielen moglichen Untervektorraumen
von V seien nur einige aufgefiihrt:

B:={feV: fistbeschrankt} C V
C:={feV: fiststetig}CV
I:={feV: fistintegrierbar} C V
D:={feV: fistdifferenzierbar} C V
A:={feV: fistreell-analytisch} C V

Dass die Bedingungen UV2 und UV3 fiir diese Teilmengen von V erfiillt sind, lernt man
in der Analysis. Der Leser moge auch tiberlegen, welche Inklusionen es zwischen den
angegebenen Untervektorrdumen von V gibt.

Beispiel 4 Im Vektorraum V = K[X] der Polynome mit Koeffizienten aus K hat man
fuir jedes d € N einen Untervektorraum

K[X]g:={f€eK[X] : degf <d}

der Polynome vom Grad hochstens gleich d.

2.1.3 Operationen mit Untervektorriumen

Sind Wy, W, C R3 zwei verschiedene Ebenen durch o, so ist W; N W, eine Gerade
durch o, also wieder ein Untervektorraum. Allgemein gilt:

Lemma 1 Sind Wy,...,W, C V Untervektorriume, so ist auch
W:=Win..nW,cVv

ein Untervektorraum.
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Beweis Da o in allen W; enthalten ist, folgt o € W, also W # @. Sind v,w € W, so folgt
v,w e W, fiir alle i, also v + w € W; und v + w € W. Ebenso folgtaus A € Kund v € W,
dass Av e W. [ ]

Mit den gleichen Argumenten beweist man, dass fiir eine beliebig grofse Indexmenge
I # @ der Durchschnitt
W:=W;cV
icl
von Untervektorraumen W; wieder ein Untervektorraum von V ist. Ein Beispiel daftir
istetwa V := Abb(RR,R), [ := Z und

Wi:={feV: f(i)=0}.
Dannist W={feV : f|Z=0}.

Im Gegensatz zum Durchschnitt ist die Vereinigung von Untervektorrdumen nur in
extremen Ausnahmefillen ein Untervektorraum.

Bemerkung Seien W,W’ C V Untervektorriume derart, dass W U W' C V wieder ein Un-
tervektorraum ist. Dann folgt W C W' oder W' C W.

Beweis Es ist zu zeigen, dass aus W ¢ W’ folgt, dass W' C W sein muss. Sei also w’ € W’
beliebig und w € W\ W’. Da w,w’ € WU W’ folgt aus der Annahme, dass W U W’ ein
Untervektorraum ist, w + w’ € WU W'.

Aus w+ w' € W wiirde w = (w + w') — w’ € W’ folgen. Also muss w + w’ € W sein,
und es folgt w’' = (w+w') —w € W. ]

Wir zeigen nun, dass es zu endlich vielen Untervektorraumen einen eindeutig bestimm-
ten kleinsten Untervektorraum gibt, der die Vereinigung enthilt.

Lemma 2 Seien Wy,...,W, C V Untervektorriume und
Wi={vy+...40v, : v1EWy,..., 0, EW,} CV
die Menge aller Summen von Vektoren aus Wi, ..., Wy. Dann gilt:

a) W C V ist ein Untervektorraum.
b) W ist der kleinste Untervektorraum von V, der Wy U ... U W, enthilt.

Beweis a) W+ @, denno=0+...+0€ W. Aus

v=v1+...+v,eW, w=wi+...+w, €W und AeK
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folgtv+w=(vy+wy)+...+ (v, + wy) € Wund Av = Aoy + ... + Av, € W.
b) Ist W/ C V ein Untervektorraum mit Wy U... U W, C W/, so muss mit
v €Wy,...,vr € Wyauch vy + ... 4+ v, € W sein.

Also folgt W C W'. ]

Mit den Bezeichnungen wie oben kann man
Wi+...+ W, =W

als die Summe von Wjy,..., W, bezeichnen. Wie in Teil b) gezeigt, ist Wy + ... + W, der
Durchschnitt aller Untervektorrdaume W/ C Vmit W; U...UW, C W'.

Eine Variante des gerade behandelten Problems ist folgende:

Gegeben Vektoren vy,...,v, € V, wobei m € IN*. Gesucht ist der kleinste Untervektor-
raum W C V, der vy,...,v,, enthilt. Entscheidendes Hilfsmittel ist folgendes: Ein Vektor
v € V heifst Linearkombination von vy,...,v,, wennes Ay, ..., A, € K gibt so dass

v=MAM01+ ...+ An0n.
Offensichtlich ist ein Untervektorraum W C V abgeschlossen unter Linearkombinatio-
nen, d.h. fiir

Ul,...,vaW und Al,...,AmeK gilt A101+...+)\m0m€w.

Die Menge
Spany (v1,...,0m) = {AMov1+ ...+ Apvy 2 Ay, A €K}

aller Linearkombinationen von vy, ..., vy, heifst der von vy, ...,v;, aufgespannte Raum.
Diese Bezeichnung ist gerechtfertigt durch den

Satz In einem K-Vektorraum V seien vy, ..., v, € V gegeben. Dann gilt
a) W :=Spang(vy,...,v,) C V ist Untervektorraum.
b) W ist der kleinste Untervektorraum von V, der vy, ..., vy, enthalt.

Beweis a) Ausv=Y[";Ajv; € Wund w =Y.' ; y;v; € W folgt

m
vtw=Y (A +pi)vi € W.
i=1

AuBerdem gilt A\v =AY Ao, =Y (AA)v; € WL
b)v;=0-v14+...4+40-0,_1+1-0;4+0-v;11+...+0-0,, € W.

Ist W' C V ein Untervektorraum mit vy,...,v,, € W/, dann ist jede Linearkombination
von v1,...,70; und somit auch W in W’ enthalten. [ |
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Man kann auch noch den Fall m = 0 zulassen und formal

Spang (2) := {o}

setzen.

2.1.4 Lineare Unabhingigkeit

Nach Definition hat jeder Vektor v € Spany (vy,...,v,) C V eine Darstellung als Linear-
kombination
U:A1v1+...+/\nvn mit /\1,...,/\;161(.

Sehr wichtig ist die Frage, ob die Skalare Ay,...,A,; durch v eindeutig bestimmt sind.
Dann kann man ndmlich v weitgehend ersetzen duch das n-Tupel (A4,...,A,) € K",
denn die Abbildung

K" — SpanK(vl,...,vn), ()\1,...,)\”) — A1+ ...+ Aoy,

ist dann nicht nur surjektiv, sondern auch injektiv und somit bijektiv. Das wird sich als
hochst niitzlich erweisen, denn mit den Vektoren im K" kann man einfacher rechnen als
in einem beliebigen V.

An dieser Stelle sieht man auch, dass es wichtig sein kann, die Vektoren vy,...,v; in
einer festen Reihenfolge anzugeben.

Wir beginnen mit dem Nullvektor v = o, er hat die sogenannte triviale Darstellung

0=0-v1+...40-0,.

Es kann aber auch andere Darstellungen geben. Ist etwa v1 = o, so ist
o=1-0v74+0-v0+...40-0,. (1)
Im Falln > 2 und v, = Avq ist
o=—-Av1+1-904+0-v34+...40-0,. (2)
(1) und (2) sind nicht triviale Darstellungen des Nullvektors, da jeweils ein Skalar 1 # 0

auftritt. Die Frage, ob der Nullvektor eindeutig darstellbar ist, ist Grundlage fiir die
folgende

Definition Ein n-Tupel (vy,...,v,) von Vektoren aus einem K-Vektorraum V heifdt linear
unabhingig, wenn aus

0=Mv1+... + A0, folgt, dass A =...=A,=0€K.

Anders ausgedriickt: Der Nullvektor hat nur die triviale Darstellung.
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Das n-Tupel (vy,...,v,) heift linear abhingig, wenn es nicht linear unabhéingig ist,
d.h. wenn es eine nicht triviale Darstellung des Nullvektors gibt.

Da eine Summe unabhingig von der Reihenfolge der Summanden ist, hangt auch die
lineare Unabhéngigkeit eines n-Tupels (vy,...,v,) nicht von der Reihenfolge ab. Ein
einziger Vektor v ist nach der Rechenregel c) aus 2.1.1 genau dann linear unabhangig,
wenn v # o.

Beispiel 1 In V = IR3 betrachten wir die zwei Vektoren v; = (1,2,3) und v, = (4,5,6).

Die Bedingung
1 4 0
() ()G
3 6 0

ergibt drei lineare Gleichungen fiir A1, Ay:

A +4A,=0 1 4
2AM1 +5A =0 mitderMatrix A=[2 5.
3A1 4+ 64, =0 3 6

Durch elementare Zeilenumformungen von A erhilt man

1 4
A=|(0 -3],
0 0

also A1 +4A; =0 und —3A; = 0. Daraus folgt A, = 0 und A; = 0, also ist (v1,v;) linear
unabhingig. Somit ist Spang (v1,v2) C R? eine Ebene durch o.

Beispiel 2 In V = IR3 betrachten wir die drei Vektoren
v =(1,2,3),v2 = (4,5,6),v3 = (7,8,9).
Die Bedingung A1v1 + A2v; + A3v3 = o ergibt drei lineare Gleichungen fiir A1, Ay, A3:

Al +4A, +7A3=0 1 4 7
2A1 +5A, +8A3=0 mitderMatrix A=[2 5 8].
3M +6A2 +9A3=0 3 6 9

1 4 7
A=[0 -3 -6,
0 0 0

also Ay +4Ay +7A3 =0 und 31, 4+ 6A3 = 0. Nach den Regeln aus 0.5.3 kann man A3 =1
setzen, dann folgt A, = —2 und Ay = 1. Also ist v1 — 20 + v3 = o und (vy,vp,03) ist
linear abhéngig. Weiter folgt

Daraus erhilt man

v3 =20y — vy, also Spang(v1,vp,v3) = Spang(v1,72).
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Das ist die gleiche Ebene im IR wie in Beispiel 1.
Beispiel 3 In V = IR? betrachten wir die drei Vektoren
v1=(1,2),v2=(3,4),v3=(5,6).

Wie in den obigen Beispielen findet man leicht heraus, dass v; — 2v; + v3 = 0. Also ist
(v1,v2,v3) linear abhingig, es gilt

Span]R(vllv2/Z)3) = Span]R(z)l,vz) = Rz

Beispiel 4 In V = K" betrachten wir die n Vektoren

e1 =(1,0,...,0),e2=(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1).
Aus der Bedingung Aqe; + ... + Aye, = o folgt sofort ohne weitere Rechnung
A1 == A, =0. Also ist das n-Tupel (e, ..., e,) linear unabhingig.

Ganz analog kann man im Vektorraum M(m x n;K) (Beispiel 7 in 2.1.1) die Matrizen

mit einer 1 in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte, und sonst lauter Nullen als Eintrage
betrachten. Diese insgesamt m - n Matrizen Ef sind linear unabhéngig.

Beispiel 5 Schon bei der Losung linearer Gleichungssysteme in 0.5.3 hatten wir Ma-
trizen in Zeilenstufenform betrachtet. Das sind (m x n)-Matrizen der Form

ﬂl'l

a i

r

mit 0 < r < m, von Null verschiedenen Pivotelementen A1jy,- -, Ay, und lauter Nullen
unterhalb der Stufenlinie. Bezeichnen vy, ...,v, € K" die Zeilenvektoren von A, so gilt:

(v1,...,0,) ist linear unabhéngig.

Zum Beweis nehmen wir Aqv; + ... + A, v, = 0 an. Das bedeutet
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In der Spalte j1: Aya1;, =0, also Ay =0daay; #0.
In der Spalte jp: Aayj, =0,da Ay =0, also Ay =0 da ayj, #0.

In der Spalte jr: Aya,, =0,daA; =... =7, 1 =0,also A, =0daa,; #0.
Insgesamt folgtalso Aj =... = A, = 0.

Diese Tatsache wird sich noch ofters als niitzlich erweisen. Ganz analog kann man zei-
gen, dass die r Pivotspalten linear unabhdngig sind.

Beispiel 6 Sind v1,v; € R" von o verschieden und senkrecht aufeinander, so sind sie
auch linear unabhingig.

Die Annahme A1 + A2v2 = o wird skalar mit v; multipliziert. Das ergibt
0 = (v1,A101 + A02) = A1 (01,01) + A2(v1,02).

Da (v1,v1) # 0 und (v1,v2) = 0 folgt A; = 0. Analog erhilt man durch skalare Multipli-
kation mit vy, dass A, = 0.

Analog zeigt man, dass von o verschiedene paarweise senkrechte Vektoren vy,...,v, im
R" linear unabhangig sind.

Beispiel 7 Im Vektorraum V = R[X] der Polynome mit reellen Koeffizienten betrach-
ten wir fiir beliebiges n € IN die Monome

xV=1x'=x, x> ..., X"

Die Bedingung Ag + A1 X + ... + A, X" = o bedeutet, dass dieses Polynom das Nullpo-
lynom ist. Ein Polynom
f=ay+mX+...+a,X"

ist aber genau dann das Nullpolynom, wenn ag = a1 = ... = a, = 0. Also folgt
A=A=...=A,=0,
d.h. (XO,Xl,. .., X") ist linear unabhingig.

Man beachte, dass bei diesem Nachweis ein Polynom als formaler Ausdruck und nicht
als eine Funktion behandelt wird.

Beispiel 8 Im Vektorraum C(RR,IR) der stetigen Funktionen betrachten wir spezielle
,Hiitchenfunktionen” fy,..., f;. Dabei ist f; gegeben durch

0 fur x <0.5,
2x —1 fir0.5<x <1,
—2x+3 firl<x<15,
0 flirx > 1.5,

fi(x) =
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fl / \\fz

und allgemein
0 furx <k—0.5,
2x —2k+1 firk—05<x <k,
—2x+2k+1 firk<x<k-+0.5,
0 firx >k+0.5.

fr(x) =

Offensichtlich ist f; stetig mit fi (k) = 1.
Wir behaupten nun, dass (f1,..., fu) fiir beliebiges n € IN* linear unabhéngig ist.

Angenommen Ajf; + ... + Ay fy = o, wobei die Null rechts die Nullfunktion mit
o(x) =0 € R fiir alle x € R bezeichnet. Dann gilt

/\1f1(3€) + ...—i—)\nfn(x) =0

fiir alle x € R. Setzt man x =1 ein, so folgt A; -1+ 0+ ... +0=0, also A; =0, denn
f2(1) =...= fu(1) = 0. Analog folgt A\ = ... = A, = 0.

Beispiel 9 Die Funktionen 1,cos,sin aus dem Vektorraum aller auf ganz R analyti-
schen Funktionen sind linear unabhéngig. Denn angenommen

A1+ Ay -cos+Ajz-sin=o.
Diese Relation zwischen Funktionen bedeutet, dass
A-14+Ap-cosx+ Az -sinx =0

fiir alle x € R. Nun gentigt es, fiir x geeignete Werte einzusetzen:

AM-14+Ap-1 +A3-0=0
Ml4+A-0  +A3-1=0
)\1'1—|—)\2'(—1)+)\3'0:0

R R R
|
il

Das ergibt ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir A1,A5, A3 mit der Koeffizien-

tenmatrix
11 0 1 1 0
1 0 1), umgeformtauf [0 -1 1].
1 -1 0 0 0 2
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Alsoist A = Ay = A3 = 0 die einzige Losung.

Ganz analog kann man zeigen, dass die Funktionen 1,sinx,sin2x linear unabhéngig
sind.

Beispiel 10 Ein allgemeineres Beispiel fiir linear unabhingige differenzierbare Funk-
tionen erhdlt man mit einfachen Hilfsmitteln der Analysis. Sind a4, ...,a, € R beliebige
paarweise verschiedene Zahlen, so sind die Funktionen

XX LM X QX
7 ad

MY e ..,e

linear unabhédngig. Das kann man durch Induktion iiber n beweisen. Der Fall n = 1 ist
klar, denn ¢*1* # o fiir beliebiges &1 € R. Sei also

MM+ A, e e =0 (*)

mit Ay,...,Ay € R. Dae™** £0 fiir alle x € R kann man (*) mit diesem Faktor multipli-
zieren, das ergibt

Agela=an)x 4 A jelfamm)y Ly — o, (%)
Differenziert man (xx), so folgt
n — e\t o (o — _pe\tnm1TEnt = o,
(a1 — ) Agela =) (tn—1 — ) Ayt —om)x

Da auch die Faktoren (a1 — ay),..., (2y—1 — an) paarweise verschieden sind, folgt aus
der Induktionsannahme

(w1 —ap)A=...=(ay_1 —an)A,_1 =0.
Da die Faktoren (aq — ay),...,(0y_1 — y) von Null verschieden sind, muss
M=...=A, 1 =0
sein. Aus (x*) folgt dann auch A, = 0.

Insbesondere folgt, dass die Funktionen 1, e* Le2x e fiir jedes n € IN linear unabhan-
gig sind. Um einen Beweis durch Induktion zu ermdglichen, ist es von Vorteil, zunéchst
die allgemeinere Aussage zu beweisen.

Beispiel 11 Der Korper R ist ein Vektorraum tiber dem Korper Q. Die ,Vektoren”
1, V2 € R sind tiber Q linear unabhéngig. Denn angenommen es ist

M-14+A-vV2=0=0 mitA;, A €Q.

Wire Ay # 0, so wiirde 2 = — j\% € Q folgen. Das ist ein Widerspruch zur Bemerkung
aus 0.1.1. Aus A, = 0 folgt aber A1 -1 =0, also A; =0.

Nach diesen Beispielen geben wir noch etwas andersartige Charakterisierungen von
linearer Unabhéngigkeit und Abhéngigkeit.
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Lemma 1 Ein n-Tupel (vy,...,v,) aus einem K-Vektorraum V ist genau dann linear unab-
hiingig, wenn jedes v € Spany (vy,...,vy) eine eindeutige Darstellung als Linearkombination

v=M0v1+... + A0y,

besitzt.

Beweis Wenn jedes v eine eindeutige Darstellung besitzt, dann auch v = 0. Das bedeutet
aber die lineare Unabhéngigkeit.

Die umgekehrte Richtung besagt, dass aus der Eindeutigkeit bei v = o die Eindeutigkeit
fiir beliebige v folgt; das muss man nachrechnen. Sei also v € V und

v=MU01 4+ ...+ AUy = U101 + oo U Op
Bildet man die Differenz, so folgt
o=(M—m)vr+...+ (A — pn)0n.
Wegen der linearen Unabhiangigkeit folgt A; — y; =0, also A; = y; firi =1,...,n. |

Lemma 2 Ein n-Tupel (vy,...,0,) aus einem K-Vektorraum V ist genau dann linear
abhingig, wenn mindestens einer der Vektoren Linearkombination der anderen ist, d.h. es gibt
mindestens eini € {1,...,n}, so dass

v; € Spang (v1,...,Vi—1,Vit1,--,Vn)-

Beweis Ist (vy,...,v,) linear abhédngig, so gibt es eine Darstellung
0=Av]+...+ A0,

mit mindestens einem A; # 0. Zur Vereinfachung der Schreibweise nehmen wir i =1 an.
Dann folgt

also vy € Spang (vy,...,v,).
Setzen wir umgekehrt vy € SpanK(vz,. ..,Un) voraus, so folgt

v1=A0o+ ...+ A0, also o=1-v1 —Ayup —... — A,0y,.
Also ist (vy,...,v,) linear abhédngig. [ ]
Nach Lemma 2 ist also (v1,...,v,) genau dann linear unabhingig, wenn kein v; Line-
arkombination der anderen ist. Diese Bedingung erscheint plausibler als die Definition,

sie ist aber in Beweisen schlechter zu handhaben. Die oben ausgefiihrten Beispiele sind
eine erste Bestdtigung dafiir.
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2.2 Basis und Dimension

2.21 Erzeugendensysteme und Basen

Nachdem wir den Unterschied zwischen linearer Abhédngigkeit und Unabhéngigkeit er-
lautert haben, kann man nun ein Maf3 fiir die ,Grofie” eines Vektorraums angeben, die
,Dimension”. Die dazu erforderlichen technischen Details hatte schon H. GRASSMANN
in seiner Ausdehnungslehre [GR] beschrieben. Aber das war ziemlich unbeachtet ge-
blieben. Erst um 1930 wurde in der Gottinger Schule der Algebra daran angekniipft, et-
wa von SCHREIER-SPERNER [S-S]. Zunéchst benotigt man den entscheidenden Begriff
der Basis, wir beschrianken uns hier auf den endlichen Fall.

Definition Ist V ein K-Vektorraum, so heifit ein n-Tupel B = (vy,...,v,) von Vektoren aus
V eine endliche Basis von V iiber K , wenn folgendes gilt:

B1 Spany(vy,...,v,) =V.

B2 (vy,...,v,) ist linear unabhingig.

Nach Lemma 1 aus 2.1.4 kann man die beiden Bedingungen B1 und B2 ersetzen durch

B Jedes v € V hat eine eindeutige Darstellung v = Avy + ... + Ayv, mit Ay,..., Ay € K.

Anders ausgedriickt bedeutet das, dass die Abbildung
K'"—V, (/\1,...,/\,1) = Ao+ ..+ Aoy,

bijektiv ist. Es wird sich zeigen, dass man dann V weitgehend ersetzen kann durch den
K", in dem man besonders einfach rechnen kann.

Folgende weitere Namen sind tiblich und niitzlich als abkiirzende Redeweisen:

Man nennt das n-Tupel (vq,...,v,) ein endliches Erzeugendensystem von V, wenn
Spany (vq,...,v,) = V.

V heifSt endlich erzeugt, wenn es ein endliches Erzeugendensystem von V gibt.
Standardbeispiel ist der Vektorraum K": Die n Vektoren
e1 =(1,0,...,0),...,¢;=(0,...,0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)

sind ein linear unabhdngiges Erzeugendensystem. Man nennt K := (e1,...,en) die
kanonische Basis oder Standardbasis von K".
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Da wir hier nur endliche Basen betrachten, werden wir zur Abkiirzung im folgenden
nur von einer Basis sprechen. In dieser Sprechweise ist eine Basis dann ein linear unab-
héngiges Erzeugendensystem.

Ist B= (v1,...,v) eine Basis von V, so nennt man die Zahl n die Linge der Basis. Dabei
ist n € IN; fiir n = 0 spricht man von der leeren Basis. In diesem Fall ist

V = Spany () = {o}

der Nullvektorraum. Nun ist es naheliegend, als , Dimension” von V die Lange einer
Basis von V zu erkldren. Dabei treten zwei entscheidende Fragen auf:

1) Hat jeder Vektorraum V eine endliche Basis?
2) Haben je zwei endliche Basen von V gleiche Lange?
Frage 2) werden wir anschlieflend positiv beantworten.

Aus Bedingung B1 folgt, dass V endlich erzeugt ist. Eine negative Antwort auf Frage 1)
ergibt sich somit aus den folgenden Beispielen.

Beispiel 1 Der Vektorraum K[X] der Polynome ist nicht endlich erzeugt.

Beweis Es gentigt zu zeigen, dass fiir endlich viele Polynome f1, ..., f, stets

Spang (fi,...,fn) € K[X].

Wir kénnen n > 1 und f; # 0 fiir alle i annehmen. Jedes Polynom f; hat einen Grad
d; € N, wir setzen d := max{dy,...,d,}. Ist

fi=Mfi+...+Aufn €Spang(fi,..., fu),

so ist offensichtlich der Grad von f hochstens gleich d. Alle Polynome hoheren Grades
konnen keine Linearkombination von fi, ..., f, sein. [ |

Beispiel 2 Der Vektorraum R ist iiber Q nicht endlich erzeugt.

Beweis Angenommen es gébe x1,...,x,; € R so dass
R = SpanQ(x1,...,xn).
Dann wire die Abbildung
Q" =R, (A,...,. ) = Axg + ..o+ Apxy

surjektiv. Das ergibt einen Widerspruch zum Satz aus 1.1.4, denn mit Q ist auch Q"
abzdhlbar; R ist dagegen tiberabzahlbar. |
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Nach der Definition einer Basis ist jeder Vektorraum mit endlicher Basis auch endlich
erzeugt. Umgekehrt zeigen wir nun, dass jeder endlich erzeugte Vektorraum auch eine
endliche Basis besitzt. Das ist eine eingeschrankt positive Antwort auf die oben formu-
lierte Frage 1). Genauer gilt:

Basis-Auswahlsatz Ist V ein K-Vektorraum und gilt
V = Spang(vy,...,0n),
so gibt es ein m € IN mit 0 < m < n und Indizes iy,...,im € {1,...,n} derart, dass
B:= (vil,...,vim)

eine Basis von V ist.

Will man Doppelindizes vermeiden, so kann man die Nummerierung so gewé&hlt den-
ken, dass iy =1,...,i;; = m. Dann ist

B:=(v1,...,0m)
eine Basis von V.

Aus dem Basis-Auswahlsatz folgt sofort das

Korollar Jeder endlich erzeugte Vektorraum hat eine endliche Basis. |

Beweis des Basis-Auswahlsatzes Ist (vy,...,v,) linear unabhéngig, so ist m = n.
Ist (v1,...,v,) linear abhéngig, so ist nach Lemma 2 aus 2.1.4 einer, etwa v,,, Linearkom-
bination der anderen, also

Spany (v1,...,v,) = Spang (vy,...,v,—1) = V.

Nun priift man nach, ob (vy,...,v,_1) linear unabhingig ist. Wenn ja ist man fertig,
andernfalls kann man

Spany (vq,...,04-2) =V

annehmen. Diese Iteration fiihrt nach hochstens n Schritten zum Ziel. Denn ist man bei
Spany (v1) = V angekommen, so ist v; # 0 oder v; = o. Im ersten Fall ist m = 1, im
zweiten m = 0 und

Span, (o) = {o}. ]

Ist V = Spany (vy,...,v,) C KN, so kann man in jedem Schritt durch Losung eines linea-
ren Gleichungssystems entscheiden, ob die verbliebenen Vektoren linear unabhéngig
sind.
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In Beispiel 2 aus 2.1.4 mit v1,v5,v3 € R3 hatten wir v; — 20, + v3 = o erhalten. Also kann
man bei V = Spang, (v1,v5,v3) jeden der drei Vektoren weglassen; die beiden verblei-
benden bilden eine Basis von V.

Im Abschnitt 2.2.4 beschreiben wir ein Verfahren mit weniger Rechenaufwand, bei
dem allerdings im allgemeinen andere Vektoren wy, ..., w;,, bestimmt werden, so dass
(w1,..., W) eine Basis von V ist.

2.2.2 Dimension eines Vektorraums

Nun zum zweiten Problem, bei dem die Langen verschiedener Basen verglichen wer-
den. Dazu verwendet man ein schon von GRASSMANN [GR] angegebenes und von
STEINITZ [ST] spéter wieder beschriebenes Verfahren des Austauschs von Vektoren. Da-
her wird das folgende Ergebnis oft als Satz von STEINITZ bezeichnet.

Basis-Austauschsatz [m K-Vektorraum V seien eine Basis B = (vq,...,v,) sowie ein
linear unabhingiges System (wy,..., Wy, ) gegeben. Dann muss m < n sein, und man kann
i1,...,im € {1,...,n} finden, so dass in der Basis Viysen e, 0jy, durch wy, ..., wy ersetzt werden
konnen.

Ist die Nummerierung so gewihlt, dass iy = 1,...,i, = m, so ist
/
B' = (w1,...,Wm, Upi1,---,0n)

wieder eine Basis von V.

Man beachte, dass die Ungleichung m < n keineswegs selbstverstandlich ist. Im K" hat
man die kanonische Basis (ey,...,e,). Also kann es nach dem Austauschsatz hichstens
n linear unabhéngige Vektoren in K" geben. Im IR? oder IR® ist das geometrisch klar.
Aber bei 1001 Vektoren im R'% gibt es kein anschauliches Argument fiir die lineare
Abhangigkeit.

Wir vermerken zunéchst die wichtigste Folgerung:

Korollar 1 Je zwei endliche Basen eines Vektorraums haben gleiche Linge.

Beweis des Korollars Sind B = (vy,...,v,) und B’ = (w9, ...,wy) Basen von V, so kann
man den Austauschsatz in beiden Richtungen anwenden. Es folgt m <n und n <m,
alsom = n. [ |

Mit Hilfe von Korollar 1 kann man nun die Idee fiir die Definition der ,,Dimension”
eines Vektorraumes als Lange einer Basis umsetzen.
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Definition Sei V ein K-Vektorraum. Ist V endlich erzeugt, so gibt es nach dem Basisauswahl-
satz in 2.2.1 eine endliche Basis B = (vy,...,v,) und man definiert die Dimension von V iiber
Kals

dimg V := Linge von B = n.

Ist V nicht endlich erzeugt, so setzt man formal dimg V := co.

Ist klar, welches K gemeint ist, schreibt man kiirzer dim statt dimg.

Eine weitere direkte Folgerung aus dem Austauschsatz ist

Korollar 2 Gibt es fiir jedes m € IN linear unabhingige Vektoren wy,...,wy € V, so ist
dimV = co. [ |

Beispiel 1 Im K" hat man die kanonische Basis K = (ey,...,e,), also ist
dimK K" =n.

Das scheint ziemlich selbstverstdandlich. Aber es gibt natiirlich viele andere Basen des
K™ und es ist keinesfalls offensichtlich, dass sie alle auch die Lange n haben.

Beispiel 2 Wir betrachten die Korper R C C. Als R-Vektorraum hat C die Basis (1,1),
also ist dimg C = 2. Dagegen ist dim¢ C = dimc C! = 1.

Beispiel 3 Fiir Q C R ist dimg R = o0, denn nach Beispiel 2 aus 2.2.1 ist IR iiber Q nicht
endlich erzeugt.

Beispiel 4 Fiir den Vektorraum K[X] der Polynome mit Koeffizienten aus dem Korper
K gilt
dimg K[X] = oo.

Das folgt sofort aus Beispiel 1 von 2.2.1, denn eine endliche Basis muss insbesondere ein
endliches Erzeugendensystem sein. |

Beispiel 5 Fiir den Vektorraum C(IR,R) der stetigen Funktionen f : R — R gilt
dimp C(R,R) = 0.

Das kann man leicht aus Beispiel 4 folgern, denn Polynome sind stetige Funktionen. Ein
anderes Argument erhilt man mit den in Beispiel 8 aus 2.1.4 benutzten stetigen Funk-
tionen fi: Angenommen, es gébe eine endliche Basis (g1,...,4x) von C(R,R) tiber R.
Die Funktionen (fi,..., f,+1) aus C(R,R) sind nach obigem Beispiel linear unabhingig;
das ergibt sofort einen Widerspruch zum Basis-Austauschsatz. u

Bevor wir den Austauschsatz beweisen, geben wir noch eine weitere Folgerung an, die
sehr niitzlich ist fiir die Konstruktion von Basen.



2.2.2 Dimension eines Vektorraums 193

Basis-Erginzungssatz Ist der K-Vektorraum V endlich erzeugt und (wq,...,wy) in 'V
linear unabhiingig, so gibt es Vektoren vy, 11, ...,v, in 'V derart, dass

B = (wll"-/wmlvm+],-..,vn)

eine Basis von V ist.

Beweis des Basis-Ergiinzungssatzes Da V endlich erzeugt ist, gibt es ein Erzeugendensys-
tem (v1,...,v5). Nach dem Basis-Auswahlsatz kann man ein # < N finden so dass

B = (v1,...,v,) Basis von V ist.

Damit folgt die Behauptung durch Anwendung des Basis-Austauschsatzes. u

Beispiel 6 Sei V =R?,m =1und wy = (x1,x2) # (0,0).

Ist x1 # 0 und x, # 0, so kann man v = e; oder v = e, wihlen; in jedem Fall ist (wy,v)
eine Basis von IR2.

Im Fall x; = 0 geht es mit v = ¢;, im Fall xp = 0 mit v = ey.

Beispiel 7 Sei allgemeiner V = K",0 <m <nund k := n — m. Dann kann man zu linear
unabhingigem (wy,...,wy,) nach dem Basis-Ergédnzungssatz Indizes iy, ..., i finden, so
dass

B:= (wy,...,wn,e,...,e)

eine Basis von K" wird. Wie man geeignete Indizes ij,...,i; aus den wy,...,w;; durch
Rechnung erhalten kann, wird in 2.2.4 erldutert.

Beispiel 8 Im IR ist zu linear unabhingigen Vektoren wy, w, eine Basis gegeben durch
B = (wq,wy,wy X wy)
Man benutze dabei Lemma 2 aus 0.3.7.
Beim Beweis des Basis-Austauschsatzes werden schrittweise einzelne Vektoren ausge-
tauscht. Wie ein einzelner Schritt aussieht wird geregelt durch das
Austauschlemma Sei B = (vy,...,vy,) Basis von V und w € V mit
W= Y101 + ... + Un0p.
Ist y; # 0, so kann man v; gegen w austauschen, d.h.
B = (v1,...,0;_1,W0,0i41,.-.,0n)

ist wieder eine Basis von V.
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Beweis des Austauschlemmas Wir nehmen i = 1, also y1 # 0 an und zeigen zunéchst B1,
d.h. V = Spany (B').

,C"” Istv € V,sohat man eine Darstellung v = Avq + ... + A, v,. Aus der Darstellung
von w folgt
1
1= —W— &ZJZ — ... &Un.
M1 M1 M1

Setzt man das in die Darstellung von v ein, so erhdlt man

A A A
v—1w+(2—m>vz+...+(/\n— 1””)2}”.
H1 M1 M1

Also ist v € Spang (B’).
, D" Folgt sofort aus
V=MwW+ A0+ ... + Ay = AMpao1 + (A2 + Mp)va + oo+ (A + Apn)vn. (%)
Zum Nachweis der linearen Unabhingigkeit von B’ sei Ayw + Ayvp + ... + A, v, = 0. Da
B linear unabhéngig ist, folgt aus (x), dass
Mpr=Ar+ My =...=Ay + Auy, =0.

Wegen 11 # 0 folgt Ay = 0 und somitauch Ay =... = A, =0. |

Nach diesen Vorbereitungen kann man den Beweis des Basis-Austauschsatzes durch wie-
derholte Anwendung des Austauschlemmas, genauer durch Induktion nach m fiihren.
Man beachte dabei einen entscheidenden Punkt: Die Ungleichung m < n wird nicht
vorausgesetzt, sie muss bewiesen werden!

Fiir m = 0 ist m < n immer erfiillt, es gibt nichts auszutauschen. Fiir m = 1 folgt aus
w1 # o dass V # {o}, also ist # > 1 und die Behauptung ist die Aussage des Aus-
tauschlemmas.

Ist nun (wy, ..., wy,) linear unabhingig gegeben, so ist auch (wy, ..., wy,_1) linear unab-
hédngig. Nach Induktionsannahme ist m —1 <, also m <n 41 und

B = (wy,..., Wy _1,9m,...,0n)

ist eine Basis. Um m < n zu zeigen muss nur noch der der Fall m — 1 = n ausgeschlossen
werden. Dann wiére aber (wy, ..., wy,) linear unabhéngig und (wj, ..., w,,_1) Basis. Das
ist unmoglich, denn wenn w,, € SpanK(wl, .., Wy—1), so gibt es eine Darstellung

Wy = AMw1 + ...+ Ay W1, also — Aqwy — ... — Ay qWy—1 + 1wy = o0,

d.h. (wy,...,wy) ist linear abhdngig. Also ist m < n nachgewiesen.
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Nun muss noch wy, eingetauscht werden. Da B’ eine Basis ist, gibt es eine Darstellung
Wy = P11 + oo + Y- 1Wi—1 + YmOm + ... + UnOn-

Der Fall yy, = ... = pp = 0 kann nicht eintreten, denn (wy, ..., wy,) ist nach Vorausset-
zung linear unabhingig. Daher gibt es ein i € {m,...,n} mit y; # 0; wir konnen i = m
annehmen. Nach dem Austauschlemma kann man also v,, durch w,, ersetzen, was zu
zeigen blieb. |

Um zu sehen, ob ein Erzeugungssystem eine Basis ist, kann folgende Aussage helfen:

Korollar 3 IstdimV =n und V =Span(vy,...,v,), soist(vy,...,v,) eine Basis von V.

Beweis Es bleibt zu zeigen, dass (v1,...,v,) linear unabhéngig ist. Wenn nicht, so kénnte
man nach dem Basis-Auswahlsatz eine Basis (vil, .. -/Uim) mit m < n auswahlen. Das ist
ein Widerspruch zu Korollar 1. |

Es sei noch bemerkt, dass man das entscheidende Korollar 1 auch ohne den Basis-
Austauschsatz mit Hilfe der in Kapitel 0 im Fall K = IR bewiesenen, aber fiir beliebige
Korper giiltigen Aussagen {iber lineare Gleichungssysteme erhalten kann. Man benutzt
dazu das folgende

Lemma Gegeben sei ein Vektorraum V mit V = Span(vy, ..., vy, ) sowie Vektoren
wy,..., Wy € V. Istn >m, sosind (wy,...,wy) linear abhingig.

Beweis Um eine nicht-triviale Linearkombination
/\1w1+"’+/\nu)n:0 (*)

zu finden, stellen wir ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir A = (Aq,...,A,) auf.
Da (vy,...,um) ein Erzeugendensystem ist, gibt es eine Matrix A = (a;;) € M(m x n;K)
derart, dass

m
wj = Zaijv,- fur j=1,...,n
i=1

Durch Einsetzen und Umordnung der Summanden erhilt man

2/\ ;= 2/\ @aﬁv,-) -y (:zlaijAj> o

i=1

Daraus folgt, dass jedes beliebige Losung A des homogenen Gleichungssystems
n
Zal‘]‘)\]’ :0, i= 1,...,111,
=1

eine Linearkombination (x) ergibt. Im Fall m < n gibt es nach 0.5.4 wegen rang A <m
nicht-triviale Losungen A, also sind (wy, ..., wy) linear abhédngig. [ ]
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Der Leser moge sich tiberlegen, wie obiges Korollar 1 auch aus diesem Lemma folgt.

2.2.3 Charakterisierungen einer Basis

In 2.2.1 hatten wir eine Basis erklart durch die Bedingungen B1 und B2 als ein linear
unabhéngiges Erzeugendensystem. Manchmal ist es niitzlich zu wissen, dass man diese
Bedingungen etwas variieren kann. Das ist sehr einfach ohne Benutzung der Sitze aus
2.2.2 zu sehen.

Lemma 1 Ein n-Tupel (vy,...,v,) von Vektoren aus dem K-Vektorraum V ist genau dann
eine Basis von V, wenn gilt:

B1 (vy,...,vy,) ist ein Erzeugendensystem von V, d.h. V = Spany (vy,...,v5).

B2* Das Erzeugendensystem (vy,...,vy,) ist unverkiirzbar , d.h. fiir jedes i € {1,...,n} ist
(v1,...,0i-1,0i41,-..,0n) kein Erzeugendensystem meht.

Man beachte, dass damit nichts tiber die Lange von moglichen ganz anderen Erzeugen-
densystemen ausgesagt ist.

Beweis Es ist zu zeigen, dass B2 < B2* gilt, falls B1 vorausgesetzt wird.
B2 = B2*: Ist (vy,...,v,) verkiirzbar, so konnen wir annehmen, dass

1 =AU+ ...+ Ayuy, alsol v — Ay — ... — Ayu, = 0.
Alsoist (vy,...,v,) linear abhédngig.

B2* = B2: Ist (vy,...,v,) linear abhingig, so kann man nach Lemma 2 aus 2.1.4 anneh-
men, dass
vy € Spany(vy,...,Up).

Dann ist aber (v1,...,v,) verkiirzbar. ]

Lemma 2 Ein n-Tupel (vy,...,v,) von Vektoren ist genau dann eine Basis von V, wenn gilt:
B1* (vy,...,vn) ist unverlingerbar linear unabhingig, d.h. fiir jedes v € V ist (vy,...,vn,0)
linear abhingig.

B2 (vy,...,0y,) ist linear unabhingig.

Man beachte den Unterschied zum Basis-Austauschsatz: Dort werden die Langen belie-
biger linear unabhangiger Tupel verglichen; hier geht es nur darum, ein festes n-Tupel
zu verldangern.
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Beweis Es ist zu zeigen, dass Bl < B1* gilt, falls B2 vorausgesetzt wird.
B1 = B1*: Ist V = Spang(vy,...,7,) so hat jedes v € V eine Darstellung

v=M01+ ...+ Ay, als0l-v— Ao —... — Ayu, =05
also ist (vq,...,v,,v) linear abhingig.

B1* = B1: Esist V =Spany(vy,...,v,) zu zeigen. Fiir jedes v € V ist nach Voraussetzung
(v1,...,04,0) linear abhéngig, d.h. es gibt eine nicht triviale Darstellung

0=Av1 + ...+ Ao, + Av.

Da (v1,...,v,) linear unabhingig ist, muss A # 0 sein. Also folgt

) 3 vy € Spang (vy,...,0,). ]

Korollar Sei W C V ein Untervektorraum. Ist V endlich erzeugt, so ist auch W endlich er-
zeugt und es gilt
dimW < dimV.

AusdimW =dimV  folgt W =V.

Vorsicht! Die zweite Aussage gilt nicht mehr, wenn dimW = dim V' = co. Einfache
Beispiele erhdlt man in V = Abb(I,IR) (Beispiel 3 in 2.1.2).

Beweis Angenommen W wire nicht endlich erzeugt. Dann geniigt es zu zeigen, dass
es in W fiir jedes m € IN ein m-Tupel (wj,...,w;;) von linear unabhéngigen Vekto-
ren gibt. Da dim V' < co widerspricht das dem Basis-Austauschsatz. Seien in W schon
(w1,...,wy—1) linear unabhingig gefunden. Wenn W nicht endlich erzeugt ist, muss

Spany (w1, ..., Wy—1) G Spang W
gelten. Es gibt also mindestens einen weiteren Vektor w;, € W, so dass

Spany (w1, ..., Wy—1) G Spang (wy, ..., Wy—1, W)

Mit dem gleichen Argument wie im Beweis von B1* = Bl in obigem Lemma 2 er-
gibt sich daraus, dass auch das m-Tupel (wy, ..., wy,) linear unabhingig ist. Also ist ge-
zeigt, dass W endlich erzeugt ist. Der Rest folgt direkt aus dem Basis-Austauschsatz. Ist
(w1, ..., wy) Basis von W und (vy,...,v,) Basis von V, so muss m < n sein. Ist m = n, so
ist (wy,...,wy ) nach dem Basis-Erganzungssatz auch Basis von V, alsoist W = V. [ |

Vorsicht! Die in den letzten beiden Abschnitten bewiesenen Aussagen klingen alle
recht plausibel. Man sollte sich allerdings klar machen, dass an mehreren Stellen in
den Beweisen durch Skalare dividiert wurde. Man kann analog zu Vektorraumen auch
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Moduln definieren, da stammen die Skalare nicht mehr aus einem Korper sondern nur
noch aus einem Ring. Dass da alles komplizierter wird, wollen wir durch ganz einfache
Beispiele andeuten.

Im K-Vektorraum V = K hat jedes unverkiirzbare Erzeugendensystem die Lange 1. Hat
man in K zwei erzeugende Elemente A, und ist A # 0, so folgt

K
= A
=2
Also ist das Erzeugendensystem (A, ) von K verkiirzbar.

Der Ring Z wird erzeugt von 1, aber auch von 2 und 3, denn jedes n € Z lasst sich
darstellen als

n=k-2+1-3 mit kleZ.
Aber das Erzeugendensystem (2,3) von Z ist unverkiirzbar!

Aufierdem muss — im Gegensatz zu obigem Korollar fiir Vektorrdaume tiber einem Kor-
per K — ein Untermodul eines endlich erzeugten Moduls iiber einem Ring R nicht mehr
endlich erzeugt sein. Wir skizzieren ein

Beispiel Sei R der Ring aller Folgen (a,) rationaler Zahlen, wobei Addition und Mul-
tiplikation gegeben sind durch

(an) + (bn) == (an +by) und (ay)- (by) = (an - by).

R ist ein Modul tiber sich selbst, erzeugt von der einen konstanten Folge (1). Nun defi-
nieren wir

a:={(a,) €R : esgibtein N € Nsodassa, =0fiirn > N}.
Offensichtlich ist (a,4) C (R, +) eine Untergruppe und es gilt
(an) 6 a, (bn) E R = (bn) N (an) E a.

Daher ist a C R ein Untermodul (anders ausgedriickt ein Ideal in R). Fiir endlich viele
Folgen (a,)", ..., (a,)® € asei

d:=R-(a,)V +...+R-(a,)¥ ca
die Menge aller Linearkombinationen. Ist nun a,(f) =0 fiir n > N}, so folgt
o C{(by) €R : by, =0 fiir n >max{Ny,...,N¢}} S a.

Also ist a nicht endlich erzeugt. In der Terminologie der ,hoheren” Algebra ist R nicht
noethersch.
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2.2.4 Praktische Verfahren zur Bestimmung einer Basis
Wir behandeln in diesem Abschnitt die praktische Losung der folgenden Probleme:

Problem 1 Gegeben seien Vektoren vy, ...,v, € K”. Sind sie linear unabhédngig?

Problem 2 Gegeben seien Vektoren vy, ...,v, € K".
Gesucht ist eine Basis von Spany (v1,...,0n).

Problem 3 Gegeben sind linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v, € K".
Gesucht sind Vektoren vy, 4,...,v, € K" derart, dass

(01,--,Om, Vi1, - --,0n) €ine Basis von K" ist.

Die Losung von Problem 1 kann man auf die Losung eines linearen Gleichungssystems
zuriickfiihren.

Beispiel 1 Istetwan =3,v; = (1,1,1), v = (1,3,5), v3 = (2,4,6) € R?, so erhilt man
aus

1 1 2 A+ Ay +2A3 ' 0
M1 +A|3]+A314 =AM +3A+4A3 =10
1 5 6 A +5A +6A3 0

das homogene lineare Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix

11 2 1 1 2
1 3 4], auf Zeilenstufenform gebracht | 0 |2 2
1 5 6 0 0O

Also ist (A1,A2,A3) = (1,1,—1) eine Losung, d.h. v + v, — v3 = 0. Daraus folgt, dass
v1,0p,03 linear abhdngig sind. In diesem Beispiel kann man nattirlich schnell direkt se-
hen, dass v3 = v1 + v, aber das angegebene Verfahren fiihrt immer zum Ziel.

Es gibt eine Alternative zu dem gerade beschriebenen Verfahren, das auch bei den ande-
ren Problemen niitzlich ist. Es beruht auf den immer wieder benutzten Umformungen
einer Matrix; daran wollen wir zunédchst in allgemeinerem Rahmen erinnern.

Bezeichnen vy, ...,v,, die Zeilen der Matrix A, so betrachtet man die folgenden elemen-
taren Umformungen, wobei i # j:

Typ (1) Vertausche v; mit v;.
Typ (2) Ersetze v; durch v; + Av; bei beliebigem A € K.
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Grundlegend ist das folgende

Lemma Sei A aus A durch endlich viele elementare Zeilenumformungen entstanden, und
bezeichne wy, ..., Wy, die Zeilen von A, so gilt

Spany (w1, ..., wn) = Spang (v1,...,Vm).

Anders ausgedriickt: Der von den Zeilen aufgespannte Unterraum des K" dndert sich
bei elementaren Umformungen nicht.

Beweis Es gentigt einen einzigen Schritt zu betrachten. Typ (1) ist klar, denn bei Linear-
kombinationen ist die Summe unabhéngig von der Reihenfolge der Summanden.

Bei Typ (2) nehmen wir zur Vereinfachung der Bezeichnungen i = 1 und j = 2 an. Sei
also

V :=Spany(v1,v2,03,...,0) und V :=Span(v1,0; + Av1,03,...,0m).

Davy,v3,...,0m €VNV, geniigt es die zweite Stelle zu vergleichen:

VCV: vyeV,dennvy = —Avy + (vp + Avg).
VcV: vy+Avy € VistKlar. [ ]

Nach dem in 0.5.4 beschriebenen Verfahren kann man jede Matrix A durch elementare
Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform A bringen. An A kann man wichtige Infor-
mationen ablesen:

Satz Ausvy,...,vy € K" erhilt man die Matrizen

01 w1
A=]| : und auf Zeilenstufenform gebracht A =

Um Wm
Dabei sei r mit 0 < r < max{m,n} die kritische Zahl so dass
Wi,..., Wy 0, Wyy1=...= Wy =O.
Dann ist (wy, ..., w;) eine Basis von Spany (v1,...,v,) C K"

Insbesondere folgt, dass die Zahl r = dimSpany (v1,...,vy) durch die Matrix A eindeutig
bestimmt ist, d.h. unabhingig von den Wahlmoglichkeiten im Umformungsverfahren ist.

Weiter folgt: (vy,...,vm) linear unabhingig < r = m.
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Beweis Es gilt Spany(vy,...,v,) = Spang(wy,...,wy) = Spang(wy,...,w;) nach dem
obigen Lemma und da die Nullvektoren nichts beitragen. Wie wir in Beispiel 5 aus 2.1.4
gesehen hatten, ist (w1, ...,w,) linear unabhingig; demnach ist (wy, ..., w,) eine Basis.

Die beiden Folgerungen sind klar nach den in 2.2.2 bewiesenen Aussagen {iiber die
Dimension eines Vektorraums. u

Beispiel 2 Mit Hilfe der letzten Folgerung aus dem obigen Satz kann man Beispiel 1
noch einmal behandeln:

111 111
A= |1 3 5], auf Zeilenstufenform gebracht | 0|2 4 | =A.
2 46 0 00

Hier ist m = 3 und r = 2, also r < m; demnach ist (vq,v,v3) linear abhingig.

Eine Losung von Problem 2 kann man nach der Methode des Basis-Auswahlsatzes aus
2.2.1 erhalten. Man priift nach, ob vy,...,v), linear unabhangig sind; wenn nicht lasst
man einen geeigneten Vektor weg. Nach hochstens m solchen Schritten hat man eine
Basis erhalten.

Beispiel 3 Wir wihlen die Vektoren v1,v,,v3 € R3 aus Beispiel 1. Dort hatten wir
U1+0U—03=0

erhalten. Also ist v1 = v3 — v, vp = v3 — v und v3 = v1 + vp. Daher kann man vy, v,
oder v3 weglassen, die beiden verbleibenden Vektoren bilden eine Basis.

Das Verfahren nach dem Basis-Auswahlsatz kann mehrere Schritte erfordern. Eine Basis
(w1, ..., wy) von Spany (vy,...,vy ) kann man direkt mit Hilfe des obigen Satzes erhalten.

Beispiel 4 Wir wihlen wieder die Vektoren vq,v;,v3 € R3 aus Beispiel 1. Dann ist

1 11 1 11
A= |1 3 5], auf Zeilenstufenform gebrachtzu A= | 0|2 4 |.
2 4 6 0 00

Dann bilden w; = v1 und w, = (0,2,4) eine Basis von Spany (v1,v,,v3). Es gilt

V1 =Wy, Uy =wi+ Wy U3=2wWi+ Wy



202 2 Vektorraume und lineare Abbildungen

Zur Losung von Problem 3 gibt es das folgende

Rezept Gegeben linear unabhingige Vektoren vy,...,v, € K". Trage sie als Zeilen in
eine Matrix A ein, bringe A auf Zeilenstufenform B, und betrachte die Pivotpositionen

1<ji<p<..<jm<n
in B. Es verbleiben k = n — m Nicht-Pivotpositionen
1§i1<i2<...<ik§7’l.

Dann ist A := (v1,...,0m,€,...,¢; ) eine Basis von K".

Beweis Beschreiben wir die Matrizen durch ihre Zeilenvektoren, so ist

(1 wy by;
A= : und B= : =

Um Wm by jim

Da B durch Zeilenumformungen enstanden ist, folgt

1

Span(wy, ..., wy) = Span(vy,...,Um). (%)

Fiigt man zu B noch die Zeilen ¢; , .. .,€j, an, so erhilt man eine quadratische Matrix B/
und daraus durch Zeilenvertauschungen eine Matrix B* in Zeilenstufenform. Also ist

B:= (wi,...,wm,ej,...,e;)

eine Basis von K". Aus (x) folgt K" = Span(.A), und etwa aus Korollar 3 in 2.2.2 folgt,
dass A auch Basis ist. ]

Beispiel 5 Gegeben v; = (1,2,3) und v, = (2,4,9) € R3. Sie sind Zeilen der Matrix

3
)-s

Die Pivotpositionen von B sind j; =1 und j, = 3; j = 2 ist keine Pivotposition. Daher
ergdnzen wir mit e; = (0,1,0) und erhalten:

O N

1 2 3 . 1
A= (2 4 9>, auf Zeilenstufenform gebracht ( 0

123 12 3
B'={ 00 3], B°=|[ 010
010 00 3
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Dass (v1,e2,07) eine Basis von R3 ist, kann man auch noch einmal direkt durch Zeilen-
umformungen priifen:

123 1 2 3
0 1 0], auf Zeilenstufenform gebracht | 0|1 0
2 49 0 0]3

Der Leser moge zur Ubung nachpriifen, dass in diesem Bespiel auch e;, nicht aber e3
zur Ergdnzung geeignet ist.

2.2.5 Summen und direkte Summen

Sind in einem Vektorraum V Untervektorraume Wy,..., W, C V gegeben, so ist der
Durchschnitt Wy N ... N Wy C V wieder ein Untervektorraum, die Vereinigung dage-
gen nur in trivialen Ausnahmefillen (vgl. Bemerkung 1 in 2.1.3). Ein Ersatz dafiir ist die
Summe

Wi+ ...+ Wi:={veV :esgibtw € Wy,..., wy € Wysodassv =wy + ... + wy}.

Wie man leicht sieht, ist W; 4 ... + W) C V ein Untervektorraum, und da Basen der
Wi, ..., Wy zusammengenommen die Summe erzeugen, ist

Im Fall k = 2 kann man leicht sehen, wie weit diese Ungleichung von einer Gleichung
abweicht.

Dimensionsformel fiir Untervektorrdaume Fiir endlich dimensionale Untervektorriume
Wi, W, C V gilt

dim (W; + W,) = dim Wy + dim W, — dim (W N W,).

Beweis Wir starten mit einer Basis By := (v1,..., vy ) von Wi N W, und ergénzen sie nach
2.2.2 zu Basen

By:=(v1,...,0m,w1,...,wr) von Wy und
By := (v1,...,0m,u1,...,u;) von Wy.

Dann geniigt es zu zeigen, dass

B:= (vl,...,vm,wl,...,wk,ul,...,ul) Basis von Wy + W,
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ist. Der Beweis der Gleichung W; + W, = Spang(B) ist ganz einfach und wird dem
Leser zur Ubung empfohlen. Um die lineare Unabhingigkeit zu zeigen, nehmen wir
an, dass

AU+ F AU + . Wi+ pquy 4 ..+ pjiy = o. (%)
Setzt man v := Aoy + ... + Ao + 1wy + ... + ppwy € Wi, so folgt
—v=p1u; +... +pju; € Wy, alsov € Wy N W,.

Da By bzw. By Basen von Wy N W, bzw. Wj sind, folgt 1 = ... = py = 0. Setzt man das
in (%) ein, so folgt Ay = ... = Ay, = p1 = ... = p; =0, denn B; ist linear unabhédngig. ™

Besonders ausgezeichnet ist der Fall V = W; + W, und W; N W, = {o}. Dafiir gibt es
einen eigenen Namen.

Definition Gegeben sei ein Vektorraum V mit Untervektorridumen Wy, Wy C V. Man sagt,
V ist direkte Summe von Wy und Wy, in Zeichen

V=W oW,
wenn V =Wy + Wp und Wy N W, = {o}.
Vorsicht! Man beachte den Unterschied zu dem in Beispiel 6 aus 2.1.1 eingefiihrten
direkten Produkt: Dort sind beliebige Vektorrdume Vj,...,V;, vorgegeben, die auch

gleich sein konnen. Die direkte Summe wird aus Untervektorrdumen eines geeigneten
Vektorraums gebildet!

Beispiel Sei V = K" mit der kanonischen Basis (e, ...,e;) und
Wi :=Spany/(ey,...,ex), Wy :=Spang(eci1,.--,€n)-
Dann ist K" = W; @ W, und es gilt dim K" = dim Wy + dim W;.
Im endlich-dimensionalen Fall kann man direkte Summen auch allgemeiner durch Ba-

sen und Dimensionen charakterisieren.

Lemma 1 IstdimV < oo, so sind fiir Untervektorriume Wy, Wy C V folgende Bedingungen
gleichwertig:

) V=W eW,.
ii)  Sind Basen (wy, ..., wy) von Wy und (uy,...,u;) von Wy gegeben, so ist

B:= (wy,...,wg,uy,...,u;) eine Basis von V.

i) V. =W; + W und dimV = dim W; + dim W5.
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Beweis i) = ii) ergibt sich sofort aus dem Beweis der Dimensionsformel, da die leere
Menge eine Basis von W3 N W, = {o} ist.

ii) = iii) Da BB Basis von V ist, folgt V = W; 4+ W,, und weiter dimV =k + I.
iii) = i) Aus der Dimensionsformel folgt dim(W; N W,) =0, alsoist Wy "W, = {o}. &

Wie man direkte Summen auch ohne Basen und Dimensionen charakterisieren kann,
zeigt

Lemma 2 Fiir Untervektorriume Wy, W, C V sind folgende Bedingungen gleichwertig:

i) V=W e W,
ii) Jedes v € V ist eindeutig darstellbar als v = w1 + wy mit w1 € Wy und wy € Wa.
iif) V=W + Wy und aus wy + wy = o mit w; € Wy und wy € W, folgt w; = wp = o.

Beweis i) = ii) : Ist v = wy + wy = w] + w), so folgt wy — w} = wh — wy € Wy N W, also
wy = wj und wp = w).

ii) = iii) : w1 + wy) =0 =0+ o0, also w; = wy = o.

iii) = i) : Angenommen, es gibt ein 0 # v € W; N W,. Dann folgt 0 = v + (—v), im
Widerspruch zu iii). |

In der Eigenwert-Theorie in Kapitel 4 benétigen wir eine Verallgemeinerung der
direkten Summen auf mehr als zwei Summanden Wjy,..., W, C V. Die Bedingung
W1 N W, = {o} vom Fall k = 2 kann man dabei nicht ersetzen durch W; N W; = {o}
fuir i # j. Das sieht man schon am Beispiel von drei verschiedenen Geraden durch o im
IR,

Wy

w1

T

w3 W>
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Hier gibt es Vektoren o # w; € W; mit wy 4+ wy 4+ w3 = 0. Die Bedingungen ii) und iii)
aus Lemma 2 sind einfacher zu verallgemeinern.

Bemerkung Fiir Untervektorriume Wy,...,W, C V sind folgende Bedingungen
gleichwertig:

i) Jedes v € V hat eine eindeutige Darstellung
v=wy+ ... +wpmitwy € Wy,..., wi € Wg.
ii) V=W +...4+ Wpund aus wy + ... + wy = o mit wy € Wy, ..., wx € W folgt

Wi =...=W=0.

Beweis i) = ii) ist offensichtlich. Zum Nachweis von ii) = i) sei
V=W + ...+ W = W) + ... + W}, mit w;, W, € W,

Daraus folgt
o= (wy —wj)+...+ (wx — wy), also w; — w; = o. |

Definition Gegeben sei ein Vektorraum V mit Untervektorriumen Wy, ..., Wy C V derart,
dass V.= Wy + ... + Wy. Diese Summe heifit direkt, in Zeichen
V=W ...a W,

wenn eine der dquivalenten Bedingungen der obigen Bemerkung erfiillt ist.

In diesem Fall nennt man V direkte Sume von Wi,...,W;, die W; heiflen direkte
Summanden von V. Einer solchen Zerlegung von V entspricht auch eine Zerlegung ei-
ner Basis. Genauer gilt eine Verallgemeinerung des obigen Lemma 1:

Satz Ist dimV < oo, so sind fiir Untervektorraume Wi,...,Wy C V folgende Bedingungen
gleichwertig:

DV=W®...0W, | |
ii) Ist fiir jedes i € {1,...,k} eine Basis B; = (vgl),. . .,vé?) von W; gegeben, so ist
B.— ( (1) (1) (k) (k)

V1 eV e, 0y ,...,vdk> eine Basis von V.

iii) V=Wj+...+ Wi und dimV = dim W + ... + dim W,.

Beweis ii) < iii) folgt sofort aus den Eigenschaften von Basen.
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i) =ii) : Da V=W + ... + W, ist B ein Erzeugendensystem von V. Zum Beweis der
linearen Unabhingigkeit nehmen wir an, es sei

Ao+ Aol AP Aol =, (+)

wobei /\](.i) € K. Setzen wir w; := /\gi)vgi) +...+ Ag) vt(;) € W;, so bedeutet (x), dass

1

w1+ ...+ wg=o.

Nach Definition der direkten Summe folgt daraus w; = ... = wy = o. Also ist fiir
i=1,...,k
Ao 2D — o,

Da B; eine Basis von W; ist, folgt Agi) =...= /\L(;)

alle )\](i) =0.

) =0, und das gilt fiir alle i. Also sind
ii) = i) : Gegeben seien w; € W; mit

w1+ ...+ wg =o. (%)

(i) (i)

Waihlt man fiir jedes i eine Basis B; = (01 seees Uy ) von W;, so ist

1

w; = Agi)vgi) + ...+ A[(;;)véo

1

mit /\](.i) € K. Da B eine Basis von V ist, folgt aus (x*), dass alle Koeffizienten )\](.i) =0
sind. Also gilt w; = ... =w; = o. u

Beim Beweis der Dimensionsformel fiir Untervektorrdume zu Beginn dieses Abschnitts
hatten wir die Existenz von passenden Basen benutzt. Fiir praktische Rechnungen hat
man das folgende

Problem Im K" seien Untervektorraume
V =Span(vy,...,v¢) und W =Span(wy,...,w;)
gegeben. Gesucht sind Basen von V + W und von V N W.

Eine Basis von V 4 W ist leicht zu finden, fiir V N W ist es schwieriger. Fiir eine ge-
meinsame Losung gibt es ein geschicktes Rechenverfahren. Man schreibt die gegebenen
Vektoren als Zeilen in eine Matrix der Form

01 01
A= (A1, A) = Z,’;Zif e M((k+1) x 2n;K).
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Offensichtlich gilt fiir die in 2.2.6 erkldrten Zeilenrdume ZR(A1) =V + W und
ZR(A3) = V. Durch Zeilenumformungen bringt man A auf Zeilenstufenform

u Uq
Uy ul,
Pk Upy1 U
A= (A, A) = " T
;
ur+d ur.l,-d
o o
o o
Dabei sind die Teilmatrizen
/
i U
und :
Ur Uy i
auf Zeilenstufenform mit u, #0, u, 1 =+ =u, . y=0, u,, ,#0.Da ZR(A;) =ZR(Ay)

folgt sofort, dass
B:= (uy,...,uy) Basisvon V + W
ist. Etwas Sorgfalt ist notig um zu sehen, dass
B:=(u;,,...,u;,,) BasisvonVNW

ist. Zunichst ist klar, dass (u; e u; " d) linear unabhéngig ist, denn die entsprechende
Matrix ist auf Zeilenstufenform. Im néachsten Schritt zeigen wir

/ /
Upiq,eo g EVNIV

Jede Zeile von A ist Linearkombination von Zeilen von A. Also hat man fiir jedes i die
Darstellung

U = Ao1 + -+ Ao+ pwn o pgoy und ug = Aoy e At
Firi=r+1,...,r+distu; = o, also uf € VN W. Es bleibt zu zeigen, dass
VW =Span(uy,q,...,u,, ;).

Sei also u € V. N W. Wir zeigen zunéchst, dass (o,u) € ZR(A). Dau € V und u € W gibt
es Darstellungen

k !
u=Y pi= Yo,
i—1 =1
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mit p;,0; € K. Aus diesen beiden Darstellungen folgt
k l l

(Zpivi — Zajwj, Zpivi) = (o,u) € ZR(A).

i=1 j=1 i=1
Da ZR(A) = ZR(A), folgt (o,u) € ZR(A). Also gibt es eine Darstellung

n r , d )
(0,1/!) - (Z“l”i/ Z“iuz + Z.B]ur—&-])
i=1 i=1 j=1
mit a;, B; € K. Aus }_a;u; = 0 folgt wegen der linearen Unabhéngigkeit von (u1, ..., ur),
dass g = -+ = &, = 0. Somit ist
u:Z}i:l,Bju;H. m

Beispiel
Aq Az
I I
1 2 3|1 2 3
01 2,01 2
2 3 110 00
12 0|0 00

N
@

o O O =
RIS
1
a1
1
N
1
B
1
(o))

1 2 2
0 1 0
0 0 3|]-2-3+4
0 0 O 1 1 1
Il Il
Ay Az

Geometrisch gesehen schneiden sich in diesem Beispiel zwei Ebenen V, W C IR? in einer

Gerade V N W. Die Zahlen sind so gewdéhlt, dass das Ergebnis

V+4W=R> VNW=R-(1,1,1)

schon ziemlich direkt zu sehen ist; dann kann man gespannt beobachten, wie es der

Algorithmus schrittweise produziert.
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Das eben beschriebene Verfahren wird manchmal ZASSENHAUS-Algorithmus genannt.
Allerdings scheint keine Quelle in den Arbeiten von HANS ZASSENHAUS (1912-1991)
bekannt zu sein. Es gibt aber eine nette Assoziation. Die Firma Zassenhaus baut seit
langer Zeit klassische Kaffeemiihlen und der Algorithmus ist eine Art von Kaffeemdtihle:
Man wirft oben in den Trichter die Erzeugendensysteme ein, dreht geniigend oft die
Kurbel, und nimmt anschliefSend aus der kleinen Schublade unten die Basen heraus.

ZASSENHAUS

2.2.6 Der Rang einer Matrix

Beim Eliminationsverfahren in 0.5.4 hatten wir die Koeffizientenmatrix auf Zeilenstu-
fenform gebracht. Von den anfianglichen m Zeilen waren dabei r von Null verschiedene
Zeilen {ibrig geblieben, und diese Zahl r war entscheidend gewesen fiir die Anzahl der
Losungen. Es war dabei offen geblieben, ob die Zahl r von den verschiedenen Wahlmog-
lichkeiten bei der Elimination unabhangig ist. Mit den Ergebnissen der vorhergehenden
Abschnitte tiber Basen ist das leicht zu zeigen.

Bei der theoretischen Behandlung von Gleichungssystemen in 2.3.5 wird sich tiberdies
zeigen, dass man neben den Zeilen auch die Spalten der Matrix betrachten muss. Man
konnte eine Spaltenstufenform berechnen und dabei eine analoge Zahl ' von verblei-
benden nicht verschwindenden Spalten erhalten. Nicht nur auf den ersten Blick ist eine
Beziehung zwischen r und ' wenig offensichtlich. In diesem Abschnitt wollen wir zei-
gen, dass stets r =1’ gilt, diese Zahl heifit dann ,,Rang” der Matrix. So wie die Dimension
eines Vektorraums ist der Rang ein Maf3 fiir die Reichhaltigkeit einer Matrix.

Zunéchst ist es niitzlich, einige Bezeichnungen und Begriffe einzufiihren. Ist K ein Kor-
per und A = (a;;) € M(m x n;K) eine Matrix, so bezeichnen wir mit

v1,...,0m €K, v;=(ap,...,a;) die Zeilenvektoren und mit
alj
wy,...,w, € K™, wi=| : die Spaltenvektoren von A.

amj
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Die zu A transponierte Matrix 'A ist erklért durch ‘A = (aj;) € M(n x m;K). Demnach
sind die Zeilenvektoren von ‘A die Spaltenvektoren von A und umgekehrt. Eine wei-
tere Transposition fiihrt zuriick zu A, in Zeichen ‘(A) = A. Man nennt eine Matrix
A € M(n x n;K) symmetrisch, wenn 'A = A.

Weiter sei

ZR(A) := Spang(vy,...,v,) C K" den Zeilenraum von A und
SR(A) := Spany (wy,...,w,;) C K™ den Spaltenraum von A, und
(A) :=dimZR(A) den Zeilenrang von A,

(A) :=dimSR(A) den Spaltenrang von A.

zr

(72}

T

Aus den Definitionen erhdlt man sofort die Abschédtzungen
0<zr(A) <min{m,n} und 0<sr(A)<min{m,n}.
Auflerdem ist offensichtlich
ZR(*A) =SR(A), also zr(*A) = sr(A) und
SR(*A) = ZR(A), also sr('A) = zr(A).
Zur Berechnung des Zeilenrangs (und mit Hilfe der Transposition auch des Spalten-

rangs) kann man den Satz aus 2.2.4 benutzen: Man bringt die Matrix A auf Zeilenstu-
fenform A mit  von o verschiedenen Zeilen. Dann ist zr(A) = r.

Beispiel 1 Seim =1 und n > 1 beliebig. Dann ist
A= (ay,...,a,) und 0<zr(A)sr(A) <1
Ista; =...=a, =0,s0 folgt zr(A) =0 =sr(A).
Ist mindestens ein a; # 0, so ist ZR(A) C K" eine Gerade und SR(A) = K!, also
zr(A) =1=sr(A).
Man beachte dabei, dass ZR(A) und SR(A) ganz verschiedene Vektorraume sind. Den-
noch haben sie in jedem der beiden moglichen Fille die gleiche Dimension.

Beispiel 2 Seim = n = 2. Durch Zeilenumformungen erhalten wir

21 2 1 pe
A—<6 2) <0 _1>—A, also zr(A) =2,

2 6) <L\;?>:tﬁ, also zr('A) =sr(A) =2.
)~
)~

2

—
N
OIN

B

also zr(B)=1,

N

)}
o
o

N

o5 ]
|
A~/ N -~ N -~/
[o)N \S]
W -

) 5
) ='B, also zr('B)=sr(B)=1.

1 3 00
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Bei A und B stimmen demnach Zeilenrang und Spaltenrang tiberein. Bei B ist zu bemer-
ken, dass Zeilenraum und Spaltenraum im Fall K = IR beide Geraden sind, allerdings
sind sie verschieden.

ZR('B)

(2,6) = (a,ua)
ZR(B)

(6,3) = (pa, ub) + #(1,3)=(b,ub)

"(21) = (@)

7

Eine allgemeinere Form ist mit a # 0

= (1 1)~ <M>:B,

ua ub 0 0
a pa a upa 5
B ﬁ)”co;3)=® denn (b, ub) = b (a,pa).

Auch in diesem Fall ist zr(B) = 1 = sr(B).

Wir iiberlassen dem Leser den Rest des Beweises, dass auch im Fall m = n = 2 stets
Zeilenrang gleich Spaltenrang ist.

Nach diesen beiden Beispielen ist das folgende allgemeine Ergebnis vielleicht nicht
mehr ganz so verwunderlich.

Rang-Satz  Fiir beliebige Zahlen m,n € IN* und Matrizen A € M(m x n;K) iiber einem
Korper K gilt
zr(A) =sr(A).

Kurz ausgedriickt: Zeilenrang = Spaltenrang.

Benutzt man dieses anschlieSend bewiesene Ergebnis, so kann man den Rang einer
Matrix A erkldren als ihren Zeilenrang oder Spaltenrang, in Zeichen

rang(A) :=zr(A) =sr(A).

Mit Hilfe der Satze iiber Basis und Dimension erhilt man
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Bemerkung Fiir jedes A € M(m x n;K) gilt:

rang(A) = Maximalzahl linear unabhingiger Zeilen von A
= Maximalzahl linear unabhingiger Spalten von A.

Man hat die Abschiitzung 0 < rang(A) < min{m,n}.

Will man den Rang einer gegebenen Matrix ausrechnen, so gentigt es, sie auf Zeilenstu-
fenform zu bringen. Dann ist der Rang bestimmt durch die Anzahl r der verbleibenden
von Null verschiedenen Zeilen.

Der entscheidende Schritt im Beweis des Rangsatzes ist enthalten in folgendem

Lemma Fiir die Matrix A € M(m x n;K) gebees eini € {1,...,m} derart, dass die i-te Zeile
Linearkombination der restlichen Zeilen ist. A € M((m — 1) x n;K) sei die Matrix, die aus A
durch Streichen der i-ten Zeile entsteht. Dann gilt:

a) ZR(A) = ZR(A), insbesondere zr(A) = zr(A).
b) sr(A) =sr(A).

Beweis Wir bezeichnen mit v,...,v,, € K" die Zeilenvektoren und mit wy,...,w, € K™
die Spaltenvektoren von A. Zur Vereinfachung der Bezeichnungen nehmen wir i = m
an. Dann besagt die Voraussetzung, dass

Uy € Spang (v1,...,0y—1) = ZR(A) = Spany (vy,...,vm) = ZR(A) C K%;
daraus folgt sofort a). Dagegen wird der Spaltenraum verdndert: Es ist

SR(A) C K™ aber SR(A)cC K™ 1.

Den Ubergang von A nach A kann man geometrisch sehen. Bezeichnet
T K" — Ky = (X1, Xm) = T= (X1, ., X 1),

die ,,Projektion”, so ist SR(A) = 7(SR(A)). Wir wollen nun zeigen, dass auf Grund der
gemachten Voraussetzung

Om = P01+ ..+ Up—10m—1 (+)
die Dimension von SR(A) durch die Projektion nicht verdndert wird, d.h.

dim 7t(SR(A)) = dimSR(A), also sr(A) =sr(A).

Wegen (+) ist SR(A) enthalten im Untervektorraum

Wi={(x1,...,xm) €K™ : Xy = 131+ ... + pyy—1Xm—1} C K™.
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Nach dem Basis-Auswahlsatz konnen wir annehmen, dass

(w1, ..., ws) eine Basis von SR(A) ist, wobei 0 < s = sr(A) < min{m,n}.

Nun gentigt es zu zeigen, dass

(1, ...,s) eine Basis von SR(A) c K™ !

ist. Erzeugendensystem ist klar. Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit sei

s
MW+ ...+ Asws =0, d.h ZA]ul]:0 fir i=1,....m—1. (%)
=1

Mit Hilfe von (+) zeigen wir nun, dass sich diese Relation () in die m-ten Komponenten
Ay, ..., Ams VON W1, ..., ws fortsetzt, d.h. 25:1 )tjamj = 0. Das folgt mit Hilfe der Umord-
nung einer doppelten Summe von insgesamt (m — 1)s Summanden:

m—=1 m—1
Myt + o+ Asms = A < Z Viaﬂ) +...+As < 2 Viais>
j i=1

i=1

s s
= ( 2 )\j&lu) R o TP (2 )\]’am_w’)
i=1 =1

]
:]/l10—|—+]/lm_1020
Also folgt Mqywy + ... + Asws =ound Ay = ... = A, =0. [ ]

Wer von den vielen Summenzeichen verwirrt ist, moge den Beweis im Spezialfall
m — 1 = s = 2 mit den vier Summanden zum besseren Verstandnis direkt aufschreiben.
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Ein kundiger Leser wird sofort bemerken, dass dieser Beweis kiirzer gefiihrt werden
kann, wenn man benutzt, dass die Projektion

7: W — K™ ! und ihre Einschriankung 7’ : SR(A) — SR(A)
bijektive lineare Abbildungen sind.
Das folgt daraus, dass jedes ¥ = (x1,...,X;,—1) € K"~ ! genau ein Urbild
X = (X1, X1, H1X1 + oo + Hp—1Xm—1)

in W hat. Also ist 71" ein Isomorphismus und nach den anschliefend in 2.3.2 bewiesenen
Aussagen folgt, dass
dimSR(A) = dimSR(A).

Beweis des Rang-Satzes Nach dem Basis-Auswahlsatz kann man so lange Zeilen strei-
chen, bis die verbleibenden r Zeilen mit 0 <r < min{m,n} eine Basis von ZR(A) bilden.
Wir bezeichnen mit

A" e M(r x n;K)

die verbleibende Matrix. Durch wiederholte Anwendung des Lemmas erhilt man
zr(A) =zr(A")=r und sr(A)=sr(A).
Da SR(A’) C K" folgt sr(A’) < r. Damit ist also gezeigt, dass fiir jede Matrix A die Be-

ziehung
sr(A) <zr(A), dh. Spaltenrang < Zeilenrang

gilt. Das kann man auch auf ‘A anwenden, daraus folgt
zr(A) =sr(*A) < zr(*A) = sr(A);

insgesamt ist also zr(A) = sr(A). [
Als unmittelbare Folgerung erhilt man das

Korollar Fiir jede Matrix A € M(m x n;K) gilt

rang’A = rang A.
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2.3 Lineare Abbildungen

2.3.1 Definitionen und Beispiele

Der Gesamtpreis einer Ware hangt ab vom Einzelpreis und der Menge. Ist im einfachs-
ten Fall a der Preis pro kg und x das Gewicht in kg, so berechnet sich der Preis als
f(x) = ax. Eine derartige Funktion f heif$t ,linear” beziiglich x. Die Realitit ist meist
schon komplizierter: Es kann ein Grundpreis b dazukommen, dann ist f(x) = ax + b
und der Preis a pro kg kann fiir grofe Gewichte x niedriger werden. Aber immerhin
ist eine lineare Funktion in vielen Féllen eine brauchbare erste Approximation fiir den
genauen Wert. Das ist ein wesentlicher Grund fiir die Bedeutung der linearen Algebra.

Hat man statt einer einzigen Ware n verschiedene Waren mit Einzelpreisen ay,...,a,
und Mengen x1, ..., Xy, so berechnet sich der Gesamtpreis als

f(x1,..,xp) =a1x1 + ...+ anxy. (%)

Die charakteristischen Eigenschaften einer derartigen Abbildung

fR" R, x=(x1,...,%1) — f(x),

sind folgende:

1) f(x+x") = f(x)+ f(x') fiir x,x" € R" und
2) f(Ax) =Af(x) firx e R" und A € R.

Dass eine Abbildung f der Form (x) diese beiden Eigenschaften hat, rechnet man ganz
leicht nach. Hat umgekehrt f die Eigenschaften 1) und 2), so definiert man

a;:= f(ei),
wobei ¢; € R" den kanonischen Basisvektor bezeichnet. Dann ist

x=(x1,...,%;) = x161 + ... + xpep

und nach 1) und 2) folgt

f(x) = f(xrer + ...+ xnen) = f(x1e1) + ... + f(xnen)
=x1f(e1) +... +xnf(en) =a1x1 + ...+ anxy.

Also ist f von der Form ().

Diese Vortiberlegung motiviert die allgemeine
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Definition Sind V, W Vektorriume iiber einem Korper K, so heift eine Abbildung F : V. — W
linear, oder genauer K-linear wenn sie folgende Eigenschaften hat:

L1 Fiirv,v' € V gilt F(v+v') = F(v) + F(¢').
L2 Fiirve V und A € K gilt F(Av) = AF(v).

Man sollte sich diese beiden Bedingungen niher ansehen: Die Summe v + v’ wird in
V gebildet, die Summe F(v) + F(v') dagegen in W; genau genommen miisste man hier
zwei verschiedene Zeichen + verwenden. Aus dieser Sicht bedeutet Bedingung L1, dass
F mit den beiden Additionen in V und W ,,vertraglich” ist; analog bedeutet L2 die Ver-
tréglichkeit von F mit den beiden Multiplikationen mit Skalaren. Aus diesem Grund
wird eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdaumen auch Homomorphismus genannt,
das bedeutet allgemein , vertrdglich mit den gegebenen Strukturen”.

Beispiel 1 Im Fall V = K" und W = K" benutzen wir eine Matrix
A= (ﬂ,‘]‘) € M(m X n;K)
und wir definieren mit der Konvention aus 0.5.2

F(x) = Ax.

Dabei sind x = {(xq,...,x,) € K" und F(x) = (y1,...,ym) € K™ als Spaltenvektoren ge-
schrieben. Ganz explizit bedeutet das

n
Yi= Zal’]’x]' furi=1,...,m. (%)
=

Diese Summenschreibweise sollte man sich gut einpragen. Man kann sie auch so veran-
schaulichen:

aip - A1 A
X1

aijp v ip N
Xn

Am1  *°° Amn Ym

Istx’ =f(x},...,x},) und F(x') =(y},...,y}), so gilt
n n
yi= Zaijx;, also y;+y;= a;(x; + x}).
=1 =1
Daraus folgt F(x + x") = F(x) + F(x). Fiir A € K hat man

n

n
Y aij(Axj) =AY aix; = Ay;,
b= =
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also gilt auch F(Ax) = AF(x); somit ist die aus der Matrix A erhaltene Abbildung F
linear. In 2.4.2 werden wir sehen, dass jede lineare Abbildung F : K" — K™ auf diese
Weise entsteht.

Wir wollen noch die Bilder der kanonischen Basisvektoren eq,..., e, € K" unter der
durch A beschriebenen Abbildung F berechnen. Nach der oben angegebenen Regel (x)
fiir die Berechnung von Ax erhélt man

0
a4y oo 0 ayj
1 p—t
a e a . o a 0 a .
ml mj mn mj
0

Bezeichnet (/) den j-ten Spaltenvektor von A, so bedeutet das F (ej) = al). Das kann
man auch als Summe schreiben. Bezeichnen (e, ...,e,) und (¢}, ..., e},) die kanonischen
Basen von K" und K™, so ist

m
F(ej):Zaiie; furj=1,...,n. (%%)
i=1

Man beachte die verschiedenen Summationen in den Formeln (%) und (xx). Eine ein-
pragsame Merkregel in Worten ist:

Die Spaltenvektoren sind die Bilder der kanonischen Basisvektoren.

Diese Regel sollte man sich gut einpragen, sie wird immer wieder auftauchen!

Einen Spezialfall von solchen linearen Abbildungen hatten wir schon in Kapitel 0 bei der
Parametrisierung von Geraden oder Ebenen durch o € R” benutzt. Das waren lineare
Abbildungen

F:R>R,A—=Aw und F:R?>—R" (j\\l)HAlwl + Apwy,
2

wobei w # o und (wq,w;) linear unabhingig vorausgesetzt war. In diesem Fall ist F
gegeben durch die Matrix mit w als der einzigen Spalte, und F, durch die Matrix mit
zwei Spalten wy und wy.

Sehr wichtig ist der Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen.
Ist A € M(m x n;K) und b € K™, so gilt offenbar

Los(A,b) = F1(b) C K",
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d.h. der Losungsraum des linearen Gleichungssystems Ax = b ist gleich dem Urbild
von b bei der aus A wie oben erhaltenen Abbildung F. Weiter ist die in 0.5.3 konstruierte
Abbildung
%
@:RF 5 Los(A0), | 1 | Adwy + ...+ Agawg,
Ag
linear und bijektiv. Diesen Zusammenhang werden wir in 2.3.5 wieder aufgreifen.

Beispiel 2 Sei D der R-Vektorraum aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen
f:R — R. Dann ist die durch die Ableitung erklédrte Abbildung

D:D—D, f—D(f):=f,
linear, denn wie man in der Analysis lernt, ist

(f+8) =f+¢ und (Af) =Af"

Beispiel 3 Ist Z der R-Vektorraum aller auf einem Intervall [2,b] C R integrierbaren
Funktionen, so ist die Abbildung

I—>]R,fn—>/ﬂbf(x)dx,

linear. Das folgt aus den entsprechenden Rechenregeln fiir Integrale.

Beispiel 4 Wir geben drei verschiedene lineare Abbildungen des Vektorraums K[X]
der Polynome {iber einem Korper K der Charakteristik char(K) = 0 in sich an. Analog
zu Beispiel 2 hat man die Differentiation

D:K[X] = K[X], f=ay X"+ ...+ a1 X +ag+— f =na, X" 1+ ... +ay.
Die Integration von Polynomen ergibt
I:K[X] = K[X], f=an X"+ ...+ ;X +ag— I(f) := 20 X" 4 +apX.
I(f) ist eine Stammfunktion von f.
Ist g € K[X] ein fest gewéhltes Polynom, so hat man eine Multiplikation mit g
g : K[X] = K[X], f — fg.
Nach den Rechenregeln im Polynomring (vgl. 1.4.2) gilt

(fi+f)g=hg+ g und (Af)g=A(fg).
Also ist die Abbildung i, linear.

Spezialféllen von Beispiel 1 mit K = R und kleinen Dimension n und m werden wir
spdter wieder begegnen im Rahmen der ,linearen Geometrie”. Die Vektorrdume aus
Beispiel 2, 3 und 4 haben unendliche Dimension; sie sind ein weiterer Hinweis auf die
Bedeutung der linearen Algebra in der Analysis.
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2.3.2 Elementare Eigenschaften linearer Abbildungen

Ist F: V — W eine lineare Abbildung, so betrachtet man neben dem Bild von F
F(V):={w € W : es gibt mindestens ein v € V mit F(v) =w }
auch den Kern von F
Ker(F):={veV : F(v)=0}=F (o) C V.
Zundchst stellen wir einige elementare Eigenschaften linearer Abbildungen zusammen:
Bemerkung Fiir eine lineare Abbildung F : V. — W zwischen K-Vektorrdumen V und W
qilt:

a) F(o)=o0 und F(v—1") =F(v) — F(V) fiir v,o' € V.
b) Fiirvy,...,vn € Vund Aq,..., Ay € K gilt

F(All)l + ...+ Aoy = /\11:(7]1) T oos AR /\nF(Un).

Kurz ausgedriickt: F respektiert Linearkombinationen.

¢) Ker(F) C V und F(V) C W sind Untervektorriume.

d) Ist V =Span(vy,...,vy), so folgt F(V) = Span(F(v1),...,F(vn)).

e) Sind (v1,...,0n) linear abhingig in V, so sind (F(v1),...,F(vy)) linear abhingig in W.

f) Sind (wy,...,wy) linear unabhingig in F(V) und vy,...,v, € V mit F(v;) = w;, so sind
(v1,...,0n) linear unabhingig in V.

Q) Ist F injektiv und sind (vy,...,vy,) linear unabhingig in V, so sind (F(v1),...,F(vy,)) linear
unabhingig in W.

h) dimF(V) <dimV und dimF(V) < dimW.

Beweis a) F(o) =F(0-0) =0-F(o) =0 und
Flo—v)=F(w+ (-1)v")=F(v) + (-1)F(v') = F(v) — F(v').

b) Folgt durch wiederholte Anwendung der Regeln L1 und L2 mit Hilfe der Assoziati-
vitdt der Addition. Wer ganz prézise sein will, kann auch eine Induktion nach # laufen
lassen.

c) Nach a) ist o € Ker(F), also Ker(F) # @. Ist F(v) = F(¢v') = o, so ist auch
F(v+v)=F(v)+F(@)=0 und F(Av)=AF(v)=A-0=o.
Ebenfalls nach a) ist o € F(V). Ist w = F(v) und w’ = F(¢'), so ist

w+w =F(v)+F(©')=F(v+9) und Aw=AF(v)=F(Av).

d) und e) folgen sofort aus b).
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f) folgt aus d), denn wiren (v, ...,v,) linear abhingig, so wéren auch (wy, ..., wy) linear
abhéngig.
g) Angenommen A1F(v1) + ... 4+ A, F(v,) = 0. Aus der Linearitit von F folgt
F(Mop+ ...+ Apvy) =0 €W folgt Moy +...+Aop=0€V,
da F injektiv ist. Alsoist A =... = A, =0.

h) folgt sofort aus f), zusammen mit dem Basisaustauschsatz aus 2.2.2, sowie dem
Korollar aus 2.2.3. [ ]

Nach Aussage h) kann die Dimension bei einer linearen Abbildung nicht erhoht wer-
den. Fiir stetige Abbildungen ist das falsch, Gegenbeispiele sind etwa die PEANO-
Kurven! Das sind stetige surjektive Abbildungen des Intervalls I = [0,1] C R auf ein
Quadrat I x I ¢ R? (vgl. etwa [PE3] und [HIy]).

0 1
l

Beispiel 1 Sei F : R> — R? gegeben durch die Matrix A = (1 1) .

x1 - x2 ,also F(ey) = 1 und F(ep) =

- J,L

Offensichtlich sind F(e;) und F(e;) linear unabhéngig, also ist

F(V) = Span(F(e1),F(e2)) = R*.
Fiir x € Ker(F) muss x; + x = 0 und x, = 0 sein, also ist Ker(F) = {o}.

Dann ist F

Beispiel 2 Sei F : R> — R? gegeben durch die Matrix A = ( 2 _1) .

-2 1
) 1\ _ [ 2x1—xp (2 _ (1
Dann ist F<x2) = <2x1 . xz)' also F(e1) = <2> und F(ep) = ( 1 >
F(R?)
F(Ez) |
o
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Da F(ey) = —2F(ey), sind F(e1) und F(e) linear abhéngig, also ist F(V) = SpanF(e;)
eine Gerade.

Fiir x € Ker(F) muss 2x; — xp = 0 und —2x7 + x = 0 sein. Also ist auch

Ker(F) = Span (;) eine Gerade.

Beispiel 3 Im Vektorraum K[X] aller Polynome mit Koeffizienten aus einem Korper
der Charakteristik char(K) = 0 betrachten wir fiir jedes n € IN den Untervektorraum

K[X]n:={f € K[X] : degf < n}.

Eine Basis von K[X], ist (1,X,...,X") also ist dimg K[X], = n + 1. Die in Beispiel 4 aus
2.3.1 betrachtete Ableitung D konnen wir auf K[X], einschridnken, das ergibt

D:K[X]y — K[X], an X" + ... + a1 X 4+ ag — na, X" L+ ... +ay.
Da D(X*) = kX*1 fur k > 1 ist
D(K[X],) = Span(nX"!,...,1) = K[X],,_1.
Weiter ist Ker(D) = Span(X?). Fiir die Dimensionen gilt
dimD(K[X],) =n und dimKer(D)=1.

Der Leser mdge zur Ubung Bild und Kern der beiden anderen Abbildungen I und
von Beispiel 4 in 2.3.1 bestimmen.

Beispiel 4 SeiZ der R-Vektorraum aller stetigen Funktionen
f:lab] =R
und [ : 7 — R gegeben durch I(f) := fabf(x)dx.

Die Abbildung I ist linear; da konstante Funktionen integrierbar sind, ist I(Z) = IR. Wir
behaupten nun, dass

dimKer(I) = oo.
Dazu geniigt es, eine Folge fi, f»,... von Funktionen f € Ker(I) zu konstruieren, so dass
fiir jedes n € IN* die Funktionen f, ..., f, linear unabhéngig sind. Wir skizzieren eine
von vielen Moglichkeiten, wobei [a,b] = [0,2].

fi(x) f2(x) f3(x

A WA MM
VY

ol
ol

N|—
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Entscheidend sind die positiven Nullstellen dieser Funktionen. Nach Konstruktion ist
A1) =0, £(1) = f2(3) =0, 3(1) = f3(3) = fa(3) =
Allgemeiner gilt
fi(3) =0fiirl <k und fi(q) #0fiirl > k.
Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit von (fy,..., f,) sei
M+ +Afu=0,dh A1 fi(x)+ ...+ Aufu(x) =0 fiir alle x € [0,2].
In diese Beziehung werden nun geeignete Werte von x eingesetzt. Fiir x = % hat man
Ai(3)#0 und fo(3) =...= fu(3) =0;
daraus folgt A; = 0. Fiir x = 1 hat man
f(3)#0 und fi(3)=...=fulz) =
daraus folgt A» = 0. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhélt man schlieflich
M=A=...=A,=0. [
Ganz analog kann man beweisen, dass die Funktionen
sinx,sin2x,sin4x,...,sin2"x
fiir jedes n € IN linear unabhédngig sind.
Allgemein gilt, dass fiir jedes n € IN* die Funktionen
1,cosx,...,cosnx,sinx,...,sinnx

linear unabhingig sind. Das ist eine Grundlage der Theorie der FOURIER-Reihen
(vgl. etwa [FO1, §23]). Der ganz einfache Spezialfall n = 1 wird in Beispiel 9 aus 2.1.4
behandelt.

2.3.3 Spezielle lineare Abbildungen

In 1.1.3 hatten wir die Komposition (oder Hintereinanderschaltung) von Abbildungen
erklédrt. Im Fall linearer Abbildungen benotigt man die elementare

Bemerkung 1 Sind U, V,W Vektorriume tiber dem selben Korper K, und sind
F:V—=W und G:U—=V

lineare Abbildungen, so ist auch F o G : U — W linear.

Die drei beteiligten Abbildungen kann man in ein kleines Diagramm einzeichnen:
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u FoG e
G\\ /
\%

Beweis Fiir u,u’ € Uund A € K gilt

(FoG)(u+u')=F(G(u+u'))=F(G(u)+ G(u')) = F(G(u)) + F(G(«))
= (FoG)(u) + (Fo G)(u') und
(FoG)(Au) = F(G(Au)) = F(AG(u)) = AF(G(u))
= A(Fo G)(u).

Fiir spezielle Eigenschaften linearer Abbildungen sind besondere Namen {iblich. Eine
lineare Abbildung F : V — W die auch Homomorphismus genannt wird, heifst

Monomorphismus, wenn sie injektiv ist,
Epimorphismus, wenn sie surjektiv ist,
Isomorphismus, wenn sie bijektiv ist,
Endomorphismus, wenn V = W ist und
Automorphismus, wenn sie im Fall V = W bijektiv ist.

Der Leser sollte nicht erschrecken vor dieser Ansammlung von Fremdworten, wir wer-
den sparsam davon Gebrauch machen. Oft benutzt wird der Begriff Isomorphismus.
Zwei Vektorraume V und W heifien isomorph (das kann man etwa mit , strukturgleich”
iibersetzen), wenn es einen Isomorphismus F : V — W gibt. Dieser Begriff erfordert noch
etwas Erlduterung.

Eine lineare Abbildung
f:R—=R, x—ax,

ist genau dann bijektiv, wenn a # 0; in diesem Fall ist die Umkehrabbildung
f1:R — R gegeben durch y — x = %y,

also auch wieder linear. Dass dies ganz allgemein fiir Isomorphismen zutrifft, zeigt das
folgende

Lemma 1 Ist F:V — W eine bijektive lineare Abbildung, so ist auch die Umkehrabbildung
FL:W—V

linear.
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Beweis Seien w,w’ € Wund A € K. Da F bijektiv ist, gibt es eindeutig bestimmte v,0’ € V
mit F(v) = w und F(v') = ', also ist F~!(w) = vund F~!(w’) = v'. Da F linear ist, und
da F~'o F =idy, folgt

Es sei bemerkt, dass diese Aussage nicht selbstverstéandlich ist, ein Analogon fiir stetige
Abbildungen gilt nicht. Als Beispiel betrachte man die Abbildung

fi02n[=S:={z€C: |z| =1}, t—e".

f ist stetig und bijektiv, aber die Umkehrabbildung
s 10,27

ist an der Stelle 1 € S nicht stetig! Um das zu sehen betrachte man die Bilder unter f~!
von einer Punktfolge, die in S ,,von unten” gegen 1 konvergiert.

Unter den linearen Abbildungen sind auch diejenigen ausgezeichnet, die zwar nicht
bijektiv aber immerhin injektiv sind. Ist ndmlich F : V — W injektiv, so kann man W
verkleinern zum Untervektorraum W’ = F(V), und die so durch Einschrinkung des
Bildes erhaltene Abbildung

F:VsW=FV)cW

ist bijektiv, also ein Isomorphismus. Also ist V isomorph zu einem Untervektorraum
von W.

Die Injektivitdt einer Abbildung F : V — W bedeutet nach Definition, dass jedes
w € F(V) genau ein Urbild hat. Ist F linear, so gilt F(0) = o, also ist bei einer injekti-
ven linearen Abbildung Ker(F) = {o0}. Diese Bedingung ist auch hinreichend, das ist
sehr niitzlich beim Nachweis der Injektivitat:
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Lemma 2 Eine lineare Abbildung F : V. — W mit Ker(F) = {o} ist injektiv.

Beweis Ist F(v) = F(¢') fiir v,0" € V, so folgt
F(v—19')=F(v) — F(v') =0, alsov — v’ € Ker(F).

Die Voraussetzung ergibt v — v/ =0, also v =7’ ]

Geometrisch kann man sich vorstellen, dass eine lineare Abbildung nicht so aussehen
kann, wie die gezeichnete Projektion, bei der V kein Vektorraum ist.

!

(0]

4%

Nach diesen allgemeinen Vorbereitungen liegt es nahe zu fragen, ,,wie viele” lineare
Abbildungen es zwischen zwei Vektorrdaumen V und W gibt. Dazu betrachtet man die
Menge

Hom(V,W):={F:V — W : Fistlinear }.

Das ist offenbar eine Teilmenge des Vektorraums Abb(V, W) aller Abbildungen von V
nach W (Beispiel 2 in 2.1.1). Nun ist es einfach zu sehen, dass

Hom(V,W) C Abb(V,W)

ein Untervektorraum ist. Dazu betrachten wir F,G € Hom(V,W) und A € K. Dass F + G
wieder linear ist, folgt nach der Definition von F + G aus

(F+G)(v+d)=F(v+9)+G(v+7)=F(v)+F@')+ G(v) + G(¥)

(

F(v) +G(v)+ F(v')+G(¥') = (F+G)(v) + (F+ G)(v') und
(
(

G(v
(F + G)(Av) = F(Av) + G(Av) = AF(0) + AG(0)
ME(v) + G(0)) = A(F + G) ().

Analog zeigt man, dass AF wieder linear ist.

Die Frage ,wie viele” Homomorphismen es gibt, kann man nun prézisieren zur Frage
nach der Dimension des Vektorraums Hom(V,W). In 2.4.2, Bemerkung 2, werden wir
sehen, dass

dimHom(V,W) = (dimV) - (dim W).
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Im Spezialfall W = V hat man den Vektorraum
End(V) :=Hom(V,V)

der Endomorphismen von V. Hier hat man eine weitere Verkniipfung, denn nach Be-
merkung 1 gilt
F,G€End(V) = FoG€End(V).

Diese Komposition von Abbildungen kann man als eine Art von , Multiplikation” an-
sehen. Wieder reine Rechenarbeit ist der Beweis von folgender

Bemerkung 2  Fiir jeden Vektorraum V ist die Menge End (V') der Endomorphismen zusam-
men mit der oben erklirten Addition von Abbildungen und der Komposition ein Ring mit der
Nullabbildung als Nullelement und der identischen Abbildung idy als Einselement. |

Im einfachsten Fall V = K ist jeder Endomorphismus von der Form
F(x) =ax mita € K.
Also ist der Ring End(K) isomorph zum Korper K.

Im Allgemeinen ist der Ring End(V') nicht kommutativ, das sieht man schon im Fall
V = R?. Ist etwa F eine Drehung um 90° und G eine Spiegelung an der x-Achse, so

erhilt man folgendes Bild:
£ L
G
L)~

Jgj

Offensichtlich ist in diesem Fall G o F = —F o G. Das kann man auch durch Rechnung
mit Matrizen beweisen, darauf kommen wir in 2.4.5 zuriick.

2.3.4 Eine Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

Bei linearen Abbildungen werden im allgemeinen die Dimensionen der beteiligten Vek-
torrdume verdndert. In diesem Abschnitt wird bewiesen, dass es dafiir eine prazise Re-
gel gibt. Diese hat zahlreiche Folgerungen, insbesondere fiir das grundlegende Problem
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der Dimensionen des Losungsraumes eines linearen Gleichungssystems. In Teil h) der
Bemerkung aus 2.3.2 hatten wir gesehen, dass stets dimF(V) < dimV gilt. Diese Aus-
sage kann prazisiert werden:

Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen Ist F:V — W eine lineare Abbildung
zwischen K-Vektorraumen V und W, sei dim V' < co. Dann ist dim F(V) < oo und es ist

dimV = dim F(V) + dimKer(F).

Genauer gilt: Ist (wy,...,w,) eine Basis von F(V), (v4,...,v;) eine Basis von Ker(F) und
seien uy € F~Y(wy),...,u, € F Y (wy) beliebig, so ist B = (uy,...,Ur,v1,...,0;) eine Basis
von V.

Man beachte, dass die Dimension von W in dieser Formel nicht vorkommt. Sie kann
beliebig viel grofer sein, als die Dimension von F(V).

Im Spezialfall k = r = 1 kann man sich F als senkrechte Projektion zwischen zwei Ebenen
vorstellen.

Von den zahlreichen Folgerungen vermerken wir zunédchst ein Analogon zum ,, Apfel-
Lemma” fiir endliche Mengen aus 1.1.3.
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Korollar Fiir eine lineare Abbildung F : V. — W sind im Fall dimV = dim W < oo folgende
Bedingungen dquivalent:

i) F ist injektiv, ii) F ist surjektiv, iii) F ist bijektiv.
Beweis des Korollars i)=-ii) Aus dimKer(F) = 0 folgt dimV = dimF(V), also F(V) =W
nach Korollar 3 aus 2.2.2.

ii)=iii) Aus dimF(V) = dimW folgt dimKer(F) = 0. Also ist F auch injektiv nach

Lemma 2 aus 2.3.3.
iii)=-i) ist klar. ]

Beweis der Dimensionsformel Zunéchst zeigen wir, dass V = Span(B). Zu v € V gibt es
Ui, ..., tr € K, so dass

F(v) = prwy + ... + prwy.  Seiv’ = pquy + ... + pyliy.
Dann ist F(v') = F(v), also v — v € Ker(F) und es gibt A4,...,Ax € K so dass

v—0 = Ao1 + ...+ Ao
Daraus folgt v ="+ (v — ') = pyug + ... + prtiy + A01 + ... + Ag0g.
Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit von B sei
iUy + ..o+ Uty + A0 .+ AU = 0. (*)

Anwendung von F auf diese Relation ergibt

o= F(u) + ...+ u,F(uy) + 0 = pqwy + ... + pywy,

also folgt 1 = ... =y, = 0. Setzt man das in () ein, so folgt A = ... = Ay = 0. ]

2.3.5 Lineare Gleichungssysteme

Mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse dieses Kapitels {iber Basis, Dimension und linea-
re Abbildungen kénnen wir nun das Problem der Losung linearer Gleichungssysteme
noch einmal von einem hoheren Standpunkt betrachten und dabei die in 0.5.4 offen
gebliebenen Fragen beantworten. Entscheidend ist folgender offensichtlicher Zusam-
menhang.

Zu einem linearen Gleichungssystem

Ax="b mit A € M(m x n;K) und b € K"
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gehort eine durch A bestimmte lineare Abbildung (Beispiel 1 in 2.3.1)
Fp:K"— K", x+— Ax,
und fiir den Losungsraum von Ax = b gilt offensichtlich
Los(A,b) = {x € K" : Ax=b} =F,'(b),

d.h. er ist das Urbild von b unter der linearen Abbildung F4. Insbesondere gilt fiir ein
homogenes System
Los(A,0) =Ker(Fu).

Bevor wir diese Spur weiter verfolgen, ein ganz einfaches
Beispiel 1 Im Fall K= und n = 2,m =1 hat man eine einzige Gleichung
amx1+axxp =0,

die Losungsmenge ist eine Gerade in IR?. Die zugehorige lineare Abbildung ist
F:R>— R, (il) — a1X1 + azxp.
2

Ist etwa a; =1 und a, =2, so ist F(IR?) =R und Ker(F) ist eine Gerade Ly C R? durch o.

die zu Ly parallele Gerade durch (g) Insbesondere gilt fiir die Dimensionen der betei-

ligten Raume und die Koeffizientenmatrix A = (1,2), dass
l=dimLy=n—rangA=2—-1.

Dass diese Beziehung allgemein gilt, besagt das zentrale
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Lemma Ist A € M(m x n;K) die Koeffizientenmatrix eines homogenen linearen Gleichungs-
systems, so ist der Losungsraum

Los(A,0) ={x€ K" : Ax=0} CK"
ein Untervektorraum, und fiir seine Dimension gilt

dimLos(A,0) =n —rang A.

Beweis Wie schon zu Beginn dieses Abschnitts ausgefiihrt, ist
Los(A,0) =Ker(Fy), also dimLos(A,0)=n—dimF4(K")
nach der Dimensionsformel aus 2.3.4. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass
dim F4 (K") = rang A. (%)

Nach Teil d) der Bemerkung aus 2.3.2 wird das Bild F4(K") erzeugt von den Bildern
Fy(e1),..., Fa(en) der kanonischen Basisvektoren des K". Wie in Beispiel 1 aus 2.3.1 aus-
gefiihrt wird, sind das die Spaltenvektoren von A, also ist

dim F4 (K") = Spaltenrang(A) = rang A.

An dieser Stelle ist die in 2.2.6 bewiesene Gleichheit von Zeilenrang und Spaltenrang
entscheidend. Bei der Elimination in 0.5.4 wird der Zeilenrang bestimmt, in der ver-
wendeten Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen tritt der Spaltenrang auf! |

Ist ein lineares Gleichungssystem Ax = b inhomogen, d.h. ist b # o, so kann x = o kei-
ne Losung sein, also ist auch Los(A,b) C K" kein Untervektorraum. Wie wir schon in
den Beispielen gesehen haben, steht er aber in enger Beziehung zum Untervektorraum
Los(A,o0): der wird einfach in passender Weise parallel verschoben. Dafiir ist ein eigener
Name tiblich.

Definition Ist V ein Vektorraum, so heifit eine Teilmenge L C V ein affiner Unterraum,
wenn es einen Untervektorraum Ly C V und ein v € V gibt, so dass

L=U+L0={U+M : MEL()}.

Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, darf sich auch die leere Menge als affiner Unterraum
bezeichnen.

Beispiele fiir affine Unterrdume hatten wir schon in Kapitel 0 kennengelernt: Geraden
und Ebenen im R”. Wie in diesen Spezialfdllen beweist man, dass v € L beliebig gewéhlt
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werden kann, Ly dagegen eindeutig bestimmt ist als Menge der Differenzen aus L (vgl.
die Bemerkung in 0.4.1). Daher kann man die Dimension von L = v + L erklédren als

dim L := dim L.
Affine Unterrdume stehen in engem Zusammenhang mit linearen Abbildungen:
Bemerkung Ist F:V — W linear und w € W, so ist das Urbild F~1(w) C V ein affiner
Unterraum. Ist w € F(V) und v € F~(w) beliebig, so gilt

F~Y(w) = v+ KerF.

Beweis Istw ¢ F(V),soist F~!(w) = @, also affiner Unterraum. Andernfalls gilt fiir jedes
v’ € F~1(w), dass F(v') = F(v), also

v —veKerF und v =v+ (v —v)€v+KerF.
Ist umgekehrt u € Ker F, so gilt

F(v+u)=F(@v)=w, also v+ucF Y(w). ]

Schliefilich ist es von Vorteil, eine einfach zu formulierende Bedingung dafiir zu haben,
dass der Losungsraum Los(A,b) eines inhomogenen Systems nicht leer ist. Bringt man
die erweiterte Koeffizientenmatrix (A,b) durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufen-
form (A4,b), so folgt durch Betrachtung der Zeilenrénge, dass

rang A =rangA und rang(A,b) =rang(A,b). (%)
Betrachtet man nun die Eintrége ETH,. ..,byyvon b, so gilt wie in 0.5 gezeigt, dass

Los(A,b) =Los(A,b) #@ < by =...=by =0. ()
Durch Betrachtung der Spaltenrdnge sieht man sofort, dass
byy1=...=by =0 & rang(A,b) =rangA.
Zusammen mit (x) und (x*) ergibt sich daraus die Bedingung

Los(A,b) #+ @ < rang(A,b) =rang A.

Dabei ist zu bedenken, dass ganz allgemein rang A < rang(A,b) < rang A + 1 gilt.

Insgesamt erhalten wir fiir lineare Gleichungssysteme das folgende abschliefSende Er-
gebnis:
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Theorem Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax = b, wobei A € M(m x n;K) iiber
einem beliebigen Korper K und b € K™. Dann ist der Losungsraum

Los(A,b) ={x € K" : Ax=b} CK"
ein affiner Unterraum. Es gilt
Los(A,b) # @ < rang(A,b) =rangA.

Ist dies der Fall, so folgt
Los(A,b) =v+Los(A,0),

wobei v € Los(A, b) beliebig gewihlt werden kann. Insbesondere gilt

dimLos(A,b) =n —rang A.

Das ist das wichtigste Ergebnis der elementaren linearen Algebra. Es zeigt insbesondere,
dass die bei dem in 0.5.3 angegebenen Verfahren erhaltene Zahl r als Rang von A und
k =n — r als Dimension des Losungsraums eindeutig bestimmt sind und eine préizise
geometrische Bedeutung haben. In 0.5.3 war stets K = R vorausgesetzt gewesen, aber
alle benutzten Argumente bleiben in einem beliebigen Korper giiltig. Wir wollen die
Ergebnisse aus 0.5.3 noch einmal vom Standpunkt linearer Abbildungen beleuchten.

Die Matrix A € M(m x n;K) beschreibt eine lineare Abbildung, die wir zur Vereinfa-
chung mit dem gleichen Buchstaben bezeichnen:

A:K" = K™ x— Ax.
Da A(K") C K™ nach 2.3.1 von den Spaltenvektoren von A aufgespannt wird, ist
AKYY =K ={"y1,.- ., yr,Yri1 - Yym) EK™ : Y1 = ... =y =0},

falls A in Zeilenstufenform mit den Pivotpositionen j; =1,...,j, = r ist. In diesem Falle
kann man wie fiir K = R in 0.5.3 eine Matrix

dq1 dyk

drl drk .
D= P eM(n x kK)

0 0 1

berechnen, so dass fiir die durch D erklérte lineare Abbildung

D:KK— K" A DA,
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das Bild in Ker(A) enthalten ist. Wie man D sofort ansieht, ist rang D = k, also gilt
dimD(K*) =k = n — r = dimKer(A).

Somit ist D(K¥) = Ker(A) = Los(A,0). Daraus folgt, dass der Losungsraum des homo-
genen Systems Ax = o aufgespannt wird von den linear unabhingigen Spaltenvektoren
w1, .., W, von D. Somit ist

(w1, ..., wy) eine Basis von Los(A,0).

Insgesamt erhalten wir zu einer Matrix A in Zeilenstufenform eine Folge linearer Ab-

bildungen

Kk D gn A g

mit folgenden Eigenschaften: D ist injektiv, A ist surjektiv und D(K¥) = Ker(A).
Zur Losung eines inhomogenen Systems Ax = b mit
b= t(bl,...,br,b7+1,...,bm) +0¢e K"

gentigt eine einfache Zusatziiberlegung. Ist — wie schon oben vorausgesetzt — A in
Zeilenstufenform, so liegt b genau dann im Bild A(K") C K™, wenn

br+1:...:bm:0,

und genau dann ist Los(A,b) # @. Ist das der Fall, so kann man wie in 0.5.3 eine spezielle
Losung
v="cy,...,cr,0,...,0) € Los(A,b) C K"

erhalten, indem man A = ... = A, = 0 setzt, und Los(A,b) C K" ist das Bild der Abbil-
dung
¢: K= K", A v+ DA,

Wie man die Transformation der Koeffizientenmatrix auf Zeilenstufenform als lineare
Abbildung interpretieren kann, werden wir in 2.4.7 erldutern.

2.3.6 Quotientenvektorriume*

Ist in der Ebene R? ein Vektor u # o gegeben, so ist Lo := R - u eine Gerade durch o und
fiir jedes beliebige v € R? ist
L'U =0 + LO

eine zu L, parallele Gerade. Wie man sich leicht tiberzeugt, gilt fiir beliebige v,v’ € R?

Ly=Ly, < v —vclL,.
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Nun bezeichnen wir mit M die Menge aller zu L, parallelen Geraden. Man beachte,
dass ein Element L, € M eine Teilmenge L, C R? ist. Mit Hilfe der Vektorraumstruktur
von R2 kann man nun auch M zu einem R-Vektorraum machen. Die Summen von zwei
Geraden und das Vielfache einer Geraden sollen dazu erkliart werden durch

Ly+Ly: =Lyt und A-Ly:=L),,

wobei v,w € R? und A € R. Da der Aufhéngepunkt v einer Geraden L, nicht eindeutig
bestimmt ist, muss man zeigen, dass diese Definitionen unabhingig von den Reprasen-
tanten sind. Seien also

Ly=Ly und Ly=VL,, also v —ov,w —w€ L,.
Da Lo, C R? ein Untervektorraum ist, folgt
(W +w)—(v+w) =@ -v)+ (W —w)eELy und A0 —A-v=A- (0 —0) € Ly,

also ist Ly 4 = Ly und Ly ., = Lj.,. Damit ist gezeigt, dass Addition und Multipli-
kation mit Skalaren in M wohldefiniert sind.

L,

Lo
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Die gerade im IR? beschriebene Konstruktion kann man allgemeiner ausfiihren, wenn in
einem beliebigen K-Vektorraum V ein Untervektorraum U C V gegeben ist. Dann kann
man in V eine Aquivalenz modulo U erkldren durch

v~yd e U —vel

Dass dadurch eine Aquivalenzrelation erklart ist, folgt sofort aus den Eigenschaften
eines Untervektorraums. Auflerdem sieht man leicht, dass die Aquivalenzklasse eines
v € V der affine Unterraum

Ly:=v4+UCV

ist. Nun bezeichnen wir mit V /U (sprich V modulo U) die Menge dieser Aquivalenz-
klassen und mit
0:V—=V/U v— Ly,

die kanonische Abbildung. Ergebnis dieses Abschnitts ist der

Satz iiber den Quotientenvektorraum Ist V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervek-
torraum, so kann man die Menge V /U der Aquivalenzklassen modulo U auf genau eine Weise
so zu einem K-Vektorraum machen, dass die kanonische Abbildung

0:V—=V/Uv—ov+U,
linear wird. Dann ist Ker o = U. Ist dim V' < oo, so gilt

dimV/U=dimV — dimU.

Man nennt V /U den Quotientenvektorraum von V modulo U, oder V nach U. Im Fall
U={o}isto:V — V/{o} ein Isomorphismus

Beweis Wir kénnen uns ganz an dem obigen Beispiel der parallelen Geraden in R?
orientieren. Wenn ¢ ein Homomorphismus werden soll, so bedeutet das

o(v+w) =0(0) +o(w), also (v+w)+U=(+U)+(w+U) und
o(A-v)=A-0(v), also A-v—i-ué)t-(v%—ll).
Die einzig mogliche Definition unter der vorgegebenen Bedingung ist also
(v+U)+ (w+U):=(v+w)+U und A-(v+U):=A-v+U.

Wie im Beispiel der Geraden sieht man, dass dadurch Addition und Multiplikation
wohldefiniert sind. Der Nachweis der Vektorraumaxiome ist ganz einfach, denn die
Regeln tibertragen sich miihelos von V nach V/U. Nullelement in V /U ist der Unter-
vektorraum U C V, denn

U=o0+U, also U+ (v+U)=(o+U)+(v+U)=0v+U.
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Dav+U=U<xve U ist Kero = U. Aus der Dimensionsformel in 2.3.4 folgt im Fall
dimV < o0

dimV =dimo(V) + dimKero = dimV /U + dim U. |

Da diese allgemeine Konstruktion sehr abstrakt aussieht, wollen wir zunéchst einmal
den Quotientenvektorraum R%/L, mit Lo, = R - u aus obigem Beispiel noch einmal
genauer ansehen. Dazu wiahlen wir einen von u linear unabhingigen Vektor u’ € R?
und betrachten die Gerade

L'=R-u mit L'NL,={o}.

Lo
L,

Jede Gerade L, € R?/L, hat mit L’ genau einen Schnittpunkt v’ € L’; das ergibt eine
Abbildung
0:R?>/Lo =L, Ly~ =L,NL.

Offensichtlich ist o bijektiv, und da L, = L fiir alle v € R?, ist ¢ nach der Definiti-
on der Vektorraumstruktur in IR?/L, sogar ein Homomorphismus, insgesamt also ein
Isomorphismus. Unser mit etwas Miihe konstruierter Vektorraum ist also isomorph zu
einer anderen Geraden L' C IR?; allerdings ist L nicht eindeutig bestimmt, weil es viele
Moéglichkeiten fiir die Wahl von u’ gibt.

Da Quotientenstrukturen mit Aquivalenzklassen als Elementen erfahrungsgemif} ge-
wohnungsbediirftig sind, wollen wir den Zusammenhang zwischen der Menge par-
alleler Geraden und den Restklassen von Z modulo m aus 1.1.5 auch geometrisch
illustrieren. Dazu gentigt es, die ganzen Zahlen nicht in einer Geraden, sondern auf
m parallelen Geraden anzuordnen. Im Fall m = 3 sieht das so aus:

-7 —4 -1

2 5 8 U 5.5y
-8 -5 -2

1 4 7 LI
-9 -6 -3 o 3 6 9

3Z



238 2 Vektorraume und lineare Abbildungen

Man beachte, dass es in diesem Fall mit Ausnahme von m = 1 keine Untergruppe
G C Z und einen Isomorphismus Z/mZ — G gibt. Das folgt sofort aus dem Lemma
tiber die Untergruppen von Z in 1.2.5. Quotientenvektorraume sind wichtig in der Ana-
lysis beim Studium von Funktionenrdumen. Dafiir geben wir ein einfaches

Beispiel Im Vektorraum IR" hatten wir in 0.3.1 als Maf fiir die Lange eines Vektors

v=(x1,...,x,) die Norm
o]l = \/x3+...+ 22

eingefiihrt. In den unendlich-dimensionalen Vektorrdumen von Funktionen ist eine sol-
che einfache Definition einer Norm nicht moglich. Als Beispiel betrachten wir ein Inter-
vall [a,b] C R und den Vektorraum

F(la,bR) = {: a,b] > R}

aller auf [a,b] definierten reell-wertigen Funktionen. Auf dem Untervektorraum
C C F([a,b];R)

der stetigen Funktionen kann man fiir f € C eine Maximums-Norm

I£1l:= max{|f(x)] = x € [a,b]}

erkldaren. Wie man leicht sieht, hat diese Norm die Eigenschaften

I/l Z0und [|f =0& f=o, [A-fll=I[Al-lIfl, If+el <IAI+Illgll N

fir f,g€Cund A € R.
Ein groflerer Unterraum als C ist
L:={f:]a,b] >R : fistintegrierbar },

wobei die Grofie von £ davon abhingt, ob man das Integral im Sinn von RIEMANN oder
LEBESGUE zugrunde legt. Dann kann man als Maf fiir die Grofle von f das Integral

1= [ 1f0) e

ansehen. Die Abbildung I : £ — Ry kann nicht linear sein, denn Ry ist kein
R-Vektorraum. Nach den Rechenregeln fiir Integrale gilt jedoch

IA-f)=|A-I(f) und I(f+g) <I(f)+I(g) fir f,g€L und A€R.

Es kann aber I(f) = 0 sein, ohne dass f = o ist. Das sind die Funktionen, die ,fast
tiberall” verschwinden, etwa die Sprungfunktion von DIRICHLET

0 falls x irrational,
D(x) = .
1 falls x rational.
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Sie ist LEBESGUE-integrierbar und | ub D(t)dt = 0 fiir alle Intervalle [a,b].

Um aus der Funktion I : £ — IR eine Norm zu machen, betrachtet man den Untervek-
torraum

N:={feLl :I(f)=0}CL

der fast tiberall verschwindenden Funktionen. Nun gehen wir zum Quotientenvektor-
raum

L:=L/N

tiber. Dabei kommen zwei Funktionen f,g € £ in die gleiche Aquivalenzklasse, wenn

f—geN,dh. f = g fast iiberall.

Nun konnen wir eine Norm auf L erkliren. Ist
0L L/N=L frsolf)=f+N,

der kanonische Homomorphismus, so definieren wir

(N == I(f)-

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn ist o(f) = o(g) fiir f,g € £, so weil man aus
der Analysis (vgl. etwa [FO3, §4, Satz 10 c]), dass I(f) = I(g). Die Norm einer Aquiva-
lenzklasse ist also das Integral iiber den Betrag eines Reprédsentanten. Die Null in L ist
die Restklasse V, also gilt

le(HII=0 & 1(f) =0 & feN < o(f) =N,
Zusammenfassend hat die Abbildung
111 L= Ry, f 4+ N = 1(f),

die oben angegebenen Eigenschaften (N) einer Norm. Diese kann man benutzen um
die Giite einer Approximation von Funktionen zu messen. In diesem Fall gibt es keinen
fiir die Analysis brauchbaren Untervektorraum L' C £ derart, dass die Beschrankung
o' : L' — L von ¢ ein Isomorphismus ist.
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24 Lineare Abbildungen und Matrizen

Zwischen Matrizen und linearen Abbildungen besteht ein enges Wechselspiel. In Bei-
spiel 1 aus 2.3.1 hatten wir jeder Matrix A € M(m x n;K) eine lineare Abbildung
F: K" — K™ zugeordnet, und in 2.3.5 hatten wir gesehen, wie niitzlich diese Interpretati-
on einer Matrix bei der Losung linearer Gleichungssysteme sein kann. In den folgenden
Abschnitten wird der Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen Abbildungen
bei endlich-dimensionalen Vektorraumen im allgemeineren Rahmen studiert.

Allgemein kann man die Matrizen in der linearen Algebra als eine Art von , Buchhal-
tern” betrachten. Das Wechselspiel mit der allgemeinen Theorie ist niitzlich fiir beide:
Mit Matrizen kann man Vieles iibersichtlich ausrechnen, und die Operationen mit Ma-
trizen erhalten durch die Theorie ein klare Interpretation.

2.4.1 Erzeugung linearer Abbildungen

Zur Definition einer Abbildung f : M — N zwischen Mengen muss man eine Vorschrift
angeben, wie zu jedem x € M ein Bild f(x) € N erhalten wird. Solch eine Vorschrift kann
ziemlich kompliziert sein. Lineare Abbildungen zwischen Vektorrdaumen sind dagegen
durch relativ wenige Vorgaben zu erklaren.

Beispiel Um eine lineare Abbildung F : R? — IR? festzulegen kann man zunéchst die
Bilder einiger Punkte vorgeben. Fiir o € R? gibt es keine Wahl, es muss F(0) = o sein.
Fiir ein v; # o dagegen kann man F(v;) ganz beliebig wihlen. Kommt ein v, dazu,
entsteht das erste Problem:

e Ist vy = Avy, so muss F(vp) = AF(v7) sein, eine andere Wahl gibt es nicht.

e Istv; ¢ R - v1, so kann man auch noch F(v,) beliebig wéhlen.

Hat man schliefllich v1,v;,v3 mit v1 # 0 und v, ¢ R - v1, so sind (v1,v,) eine Basis von
R?, also muss

v3 =Av1 +Avp und  F(v3) = A\ F(v1) + A2F(v7)

sein. Also ist F auf ganz IR? durch die Werte F(v1) und F(v;) festgelegt. Eine prizise
Begriindung dafiir liefert der folgende

Satz iiber die Erzeugung linearer Abbildungen Gegeben seien K-Vektorrdume V und
W, sowie Vektoren vy,...,v, € V und wy,...,w, € W. Dann gilt:

1) Sind (vy,...,v,) linear unabhéngig, so gibt es mindestens eine lineare Abbildung

F:V—-W mit F(y;))=w; fir i=1,...,n
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2) Ist B = (vy,...,v,) eine Basis von V, so gibt es genau eine lineare Abbildung
F: V=W mit F(v;)=w; fir i=1,...,n.

Fiir dieses F gilt:
a) F(V) = Spang (wy,...,wy).
b) F injektiv < (wy,...,w,) linear unabhingig.

¢) FIsomorphismus < (wy,...,w,) Basis von W.

Beweis Teil 1) folgt aus Teil 2): Man kann (v1,...,v,) nach 2.2.2 zu einer Basis
(v1,---,0n,0541,-..,ON) voOn V

ergdnzen. Zu den vorgegebenen wj, ..., w, kann man noch beliebige w;,1,...,wy € W
dazunehmen und nach 2) gibt es genau ein lineares

F: V=W mit F(v;)=w; fir i=1,...,N.

Daran kann man auch erkennen, wie weit das gesuchte F von der Eindeutigkeit entfernt
ist: ein Maf3 dafiir ist die Zahl dimV — n.

Ad 2) Zunichst zeigt man, dass es hochstens ein solches F gibt. Da B eine Basis von V
ist, hat jedes v € V eine eindeutige Darstellung

v=A0v1+ ...+ A0y
Da F linear sein soll, muss wegen F(v;) = w;
F(v) =AF(v1) + ... + AuF(vn) = Mwy + ... + Aywy

sein. Zum Beweis der Existenz von F benutzt man die so erhaltene Bedingung als
Definition:

F(v) :=Mwy + ...+ Aywy. (%)
Dadurch ist F ,wohldefiniert”, weil die Ay, ..., A, durch v eindeutig bestimmt sind. Als

kleine Fleiffaufgabe muss man noch nachrechnen, dass die durch (x) definierte Abbil-
dung F linear ist. Fiir

v =Moo+ ...+ A0, st
Flo+0")=F((AM+ADv1+ ...+ (An +A0)vn) = (A + ADwr + ...+ (Ap + A wy,
=MWy + ... + Agwy + Ajwy + ...+ Ajw, = F(v) + F(2).
F(Av) = F((AA)v1 4 ... + (Adn)on) = (AA)wy + ...+ (AAy)wy,
=AMwy + ... + Aw,) = AF(v).
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Zusatz a) folgt aus Teil d) der Bemerkung in 2.3.2. Aus Teil g) der selben Bemerkung
folgt ,=" in Beweis b). Zum Nachweis von ,,<" sei F(v) = o. Ist

v=MAv1+...+ A0y, sofolgt o=F(v) =AMwi+...+ Awy,
also Ay =... = A, = 0. Somit ist Ker(F) = {0} und F injektiv.

Zusatz c) folgt aus a) und b). [ |

Grundlage fiir die Beziehung zwischen linearen Abbildungen und Matrizen ist das

Korollar Ist V ein K-Vektorraum mit einer Basis B = (vy,...,v,), so gibt es dazu genau
einen Isomorphismus

Op:K"—=V mit ®gle) =v; fir j=1,..,n

Man nennt ®3 Koordinatensystem von V beztiglich B. Ist
v=x101+ ...+ X0y, sogilt Dg(xy,...,x,)=0.
Die Skalare x1,...,x, € K heiflen entsprechend Koordinaten von v beztiglich B.

Dass die xq,...,x;, beziiglich B durch v eindeutig bestimmt sind, folgt schon aus der
Definition einer Basis. Der Fortschritt ist nun die Einsicht, dass die bijektive Abbildung
@ sogar ein Isomorphismus von Vektorrdaumen ist. Somit ist gezeigt, dass V ,struktur-
gleich” ist mit dem einfacher zu handhabenden Vektorraum K”".

2.4.2 Die darstellende Matrix einer linearen Abbildung

Von dem Wechselspiel zwischen Matrizen und linearen Abbildungen hatten wir schon
einige Eindriicke bekommen: Eine Matrix A € M(m x n;K) definiert eine lineare Abbil-
dung

Fy:K" = K", x— A-x,

(Beispiel 1 in 2.3.1), damit kann man die Losungsrdaume linearer Gleichungssysteme
beschreiben (2.3.5).

Um den Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen besser zu ver-
stehen behandeln wir zunéchst den Fall der Standardraume.

Bemerkung 1 Zu jeder linearen Abbildung F : K" — K™ existiert genau eine Matrix
A € M(m x n;K), so dass F = Fu, d.h.

F(x)=A-x fiiralle xeK".
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Beweis Ist F := F4, so haben wir in Beispiel 1 aus 2.3.1 gesehen, dass F(ey), ..., F(e,) die
Spaltenvektoren von A sind. Also gibt es hochstens ein solches A. Damit erhdlt man
auch die Existenz einer Matrix A zu gegebenem F: Trage die Bilder

alj
Fej))=| : fur j=1,...,n

amj

in eine Matrix A = (a;;) ein. Da dann F(ej) = A - ¢j ist F = F4 nach Teil 2) des Satzes aus
24.1. [ ]

Damit hat man die linearen Abbildungen zwischen Standardraumen mit Hilfe der ka-
nonischen Basen beschrieben. Im Prinzip geht das analog fiir beliebige Vektorraume mit
beliebigen Basen. Da sind nur etwas mehr Buchstaben notig.

Darstellungssatz fiir lineare Abbildungen Gegeben seien K-Vektorrdaume V und W
mit einer linearen Abbildung F : V — W. Zu beliebigen Basen

A= (vy,...,v5)vonV und B=(wy,...,wy,)von W
gibt es genau eine Matrix A = (a;;) € M(m x n;K) so dass
F(vj)=a1jw1+...+am]-wm fur j=1,...,n. ()

Das ergibt ein Diagramm linearer Abbildungen

v—E . w
Dy T [ P
K" A K™

mit F o ® 4 = ®p o A. Dabei bezeichnen ® 4 und ®p die durch A und B gegebenen
Koordinatensysteme, die Matrix A wird als lineare Abbildung betrachtet.

Man nennt dieses A die darstellende Matrix von F beziiglich der Basen A und B und
schreibt daftir

M4 (F) := A = (a;;) € M(m x n;K).

Das obige Diagramm linearer Abbildungen heifit kommutativ, weil auf allen verschie-
denen Wegen mit gleichem Start und Ziel (in diesem Fall nur K" und W) die gleiche
Abbildung entsteht. Solche Diagramme konnen Sachverhalte tibersichtlicher darstellen,
als Rechnungen mit vielen Indizes.
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Beweis des Darstellungssatzes Da BB eine Basis von W ist, sind fiir jeden Basisvektor v; die
Skalare a;; € K der Linearkombinationen

F(U]‘) = A1jW1 e Ay W

eindeutig bestimmt. Also ist die Matrix A eindeutig bestimmt, und sie definiert eine
lineare Abbildung. Nach Teil 2) des Satzes aus 2.4.1 geniigt es, die Beziehung

Fod =PgoA

auf den Basisvektoren ¢; von K" zu iiberpriifen:
(Foq)A)(ej) :F(CDA(e] Zaqwz/

(®po A)(e]) =dp (t(ﬂlj/---ramj)) = ;aijwi.

Das kann man noch einmal durch ein Diagramm deutlich machen:

’U]' S Zai]-wi
t
ej ———>(ayj,..., am;) -

Den gerade bewiesenen Darstellungssatz kann man analog zur Regel aus 2.3.1 auch
kurz so formulieren:

Die Spaltenvektoren der darstellenden Matrix sind die Koordinaten der Bilder der
Basisvektoren.

Fiir die Rechnung mit der darstellenden Matrix A einer linearen Abbildung F sollte
man sich zwei verschiedene Summenformeln merken. Zunéichst gilt fiir die Beziehung
zwischen den Basisvektoren

m
F(vj) =) ajw; firj=1,..,n
=i

Betrachtet man dagegen die Koordinatenvektoren
x="'(xq,...,xy) €EK"vonov und y= t(yl,...,ym) € K" von F(v),
d.h.

v=>4(x Zx]] und F(v) Zylwl,
j=1

so gilt
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n
yi:Zaijxj fur1=1,,m
j=1

Als Eselsbriicke kann man sich merken, dass rechts immer tiber den Index summiert
wird, der links nicht steht.

Beispiel 1 Im K" und K™ hat man die Standardbasen K und K’, in diesem Fall sind
die Koordinatensysteme ®x und ® die identischen Abbildungen. Ist F : K" — K" eine
lineare Abbildung, so gibt es nach der Bemerkung aus 2.4.2 genau eine Matrix

AeM(mxn;K) sodass F(x)=A-x
fiir alle x € K". In diesem Fall ist offensichtlich
MEK,(F) = A,

d.h. die darstellende Matrix beziiglich der kanonischen Basen ist gleich der Matrix mit
der F beschrieben wurde.

Der Fall von linearen Abbildungen F : K" — K™ wird erst interessanter, wenn man an-
dere als die kanonischen Basen verwendet. Darauf kommen wir in 2.5.2 zurtick.

Beispiel 2 Im R-Vektorraum Abb(IR,R) betrachten wir den Untervektorraum
V := Spang (1, cos,sin).

Nach Beispiel 9 aus 2.1.4 ist B := (1, cos,sin) eine Basis von V. Wir betrachten nun die
durch Differentiation erkldrte Abbildung

D:V—=V,f—f.
Differenziert man die Basisvektoren, so erhidlt man
D(1)=0, D(cos)=—sin und D(sin)= cos.

Daraus erhilt man die Spalten von

0 0 O
MEMD)=[0 0 1
0 -1 0
Rechnet man in Koordinaten, so folgt aus
X1 0
f=x1 +xycos4x3sin, dass D(f)=x3cos—xpsin, dh. ME(D)- | xo | = x3

X3 —X2
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Man kann den Darstellungssatz fiir lineare Abbildungen noch von einem abstrak-
teren Standpunkt betrachten. Zu Vektorrdaumen V und W hat man den Vektorraum
Hom(V,W) aller linearen Abbildungen F von V nach W (vgl. 2.3.4). Haben V und W
endliche Basen .4 und B, so ist die darstellende Matrix M“é‘(F ) ein Element des Vektor-
raums M(m x n;K) der Matrizen (Beispiel 7 aus 2.1.1).

Bemerkung 2 Sind A und B Basen der Lingen n und m der Vektorriume V und W, so ist
die Abbildung
M# : Hom(V,W) = M(m x n;K), F+— M#(F),

ein Isomorphismus von Vektorriumen. Insbesondere gilt

dimHom(V,W) = (dim V) - (dim W).

Beweis Sei A = (vy,...,04) und B = (wy,...,wy ). Um die Linearitit von M“é zu zeigen,
betrachten wir F,G € Hom(V,W) und A € K. Ist

Mg(F)=A=(a;) und Mg(G)=B= (b;),

so folgt
m m m
(F + G)(Uj) = F(U]‘) + G(ZJ]‘) = Zaijw,' + Zbijwi = Z(ﬂi]‘ + bl’]‘)wi.
i=1 i=1 i=1
Also folgt M# (F 4+ G) = A+ B = M# (F) + M#(G). Aus
m m
(/\F) (Z)]) = /\F(vj) =A- Zaijwi = Z(/\aij)wi folgt
i=1 i=1
M“g()\F ) =AA = AM?(P ). Dass M“é bijektiv ist, folgt mit Hilfe des Satzes tiber die
Erzeugung linearer Abbildungen aus 2.4.1. Ist F € Ker M, so folgt
m
F(vj))=) 0-wi=o0
i=1
fur alle j, also ist F = 0. Ist A = (a;;) € M(m x 1;K), so ist durch

m
F(U]‘) = Z al-]-wl-
i=1

ein F € Hom(V, W) erklart und nach Definition von F ist A = M’é(F )- |
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2.4.3 Multiplikation von Matrizen

Wie wir in 2.4.2 gesehen haben, ist jede lineare Abbildung F : K" — K™ durch eine Matrix
A € M(m x n;K) beschrieben, d.h.

F(x) :A~x:t(y1,...,ym) €K™ fur x="'(xy,...,x,) €K".

Daher ist die Bezeichnung F = F4 niitzlich. Wir betrachten nun die Komposition von
zwei linearen Abbildungen zwischen Standardraumen:

KT’ FB K'rl FA Km
21 X1 W1
Zy Xn Ym

Dabei ist B € M(n x r;K) und Fg(z) = B - z. Die Abbildung
FpoFp: K" — K™

wird durch eine Matrix C € M(m X r;K) beschrieben, d.h. F4 o Fg = F¢, und es gibt
das offensichtliche Problem, wie man C aus A und B berechnen kann. Das wollen wir
zundchst in ganz einfachen Spezialfillen explizit ausfiihren.

ImFallr=n=m=1ist A= (a), B=(b),also C = (a-D).
ImPFallr =n=m=2ist

ap; a Y1 = a11x1 +apx;
A= ( H 12), also
a1 a Yo = dp1X1 + axpxy,

B— (bll blz)’ dso T bi1z1 + b1pzp
by1 b Xp = by1z1 + by 2o.

Durch Finsetzen erhilt man
y1 = a1 (bizi + b1ozo) + a1 (baiz1 + bozp
= (a11bi + a1zbz1)z1 + (a11b12 + arnbx

)

)

y2 = a1 (b11z1 + b1az2) + an (b1 + bxnz)
= (az1b11 + a22br1)z1 + (a21b12 + axbxn)z.

22,

Fir C = (CH c12) folgt
€21 C22

c11 = apby + apby, c12 = ayibip + apbyp,

o1 = ay1byy + axnby, 22 = az1bip + axnbiy.
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Man bezeichnet C = A - B als Produkt von A und B.

Ganz allgemein hat man

n r
yi:Zaijxj firi=1,...,m und Xj= ijkzk furj=1,...,n.
=1 k=1

Durch Einsetzen und Umordnen der Summe ergibt sich
n

n r r
yi=) ai- <ijkzk> =) <Z”i]‘bjk> 2
=1 k=1 k=1 \j=1

= 7=

Daraus folgt fiir die Matrix C = (cj) € M(m x r;K), dass

n
Cik = Zaijbjk furi=1,....mund k=1,...,r.
j=1

Anders aufgeschrieben ist ¢, das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der k-ten
Spalte von B, also

by
it = (@i, .-, ai,) -
bnk

Entscheidend dabei ist, dass die Zahl der Spalten von A mit der Zahl der Zeilen von B
tibereinstimmt. Schematisch kann man die Situation so illustrieren:

bk
n

bnk

ai] Ain Cik
m

n r

Damit haben wir genug Motivation fiir die folgende
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Definition Ist K ein beliebiger Korper, so ist fiir Matrizen A € M(m x n;K) und
B € M(n x r;K) das Produkt

n
A-B=(ci) €M(m x1;K) definiert durch cj:=) _ a;ibjy.
=1

Im wichtigen Spezialfall quadratischer Matrizen A, B gleicher Grofie (d.h. m = r = n)
ist A - B wieder quadratisch. Eine unmittelbare Folgerung aus unserer Konstruktion der
Produktmatrix ist der

Satz Sind Fu : K" — K™ und Fg : K" — K" beschrieben durch
AeM(m xn;K) und BeM(n xr;K),

so ist die Komposition Fp o Fp : K" — K™ beschrieben durch A - B € M(m x r;K). Kurz ausge-
driickt F5 o Fp = Fa.p, oder als kommutatives Diagramm

K" Fap K"

K" [ ]

Aus dieser Beziehung erhilt man ganz einfach eine Abschitzung fiir den Rang der
Produktmatrix.

Korollar 1 Ist A € M(m x n;K) und B € M(n x r;K), so gilt

rang(A - B) < min{rang A,rang B}.

Beweis Zunichst ist rang(A - B) = dimF4.p(K"). Es ist Fg(K") C K" und nach dem obi-
gen Satz gilt
Fo.p(K") = Fa(Fp(K")) C Fa(K").

Also folgt
rang(A - B) < dimF4(K") = rang A.

Mit Hilfe von Teil h) der Bemerkung aus 2.3.2 folgt
rang(A - B) =dimF,4 (Fg(K")) < dim Fg(K") = rangB. |

Eine Produktregel wie in obigem Satz gilt nicht nur fiir lineare Abbildungen zwischen
den Standardrdumen, sondern allgemeiner.
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Korollar 2 Gegeben seien Vektorriume U,V,W mit endlichen Basen A,B,C, sowie lineare
Abbildungen
F:V—W und G:U—V.

Dann gilt fiir die darstellenden Matrizen Mé“(P 0G) = Mg(P) . M?(G) [

Setzt man A := M5 (F), B:= M# (G) und betrachtet man Matrizen ohne Unterscheidung
der Bezeichnung auch als Abbildungen zwischen Standardrdumen, so erhélt man das
folgende kommutative Diagramm:

FoG
u G %4 F 4%
Dy T‘DB dc
K" B K" A K™
A-B

Beispiel Bei einer Drehung F des R? um den Winkel « ist

F(el)_(c"s"‘) und F(ez)_<‘sm"‘>.

sinu

cos«

Also wird F beschrieben durch die Matrix

A — [cosw —sina
sine  cosa )’
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Eine weitere Drehung G um den Winkel g ist beschrieben durch
B (cos B —sinp
~\sinp  cosB )’
Offensichtlich ist F o G eine Drehung um den Winkel « + f und da a« + 8 = 8 + «, ist
auch F o G = G o F. Fiir die beschriebenen Matrizen bedeutet das

A B (Coszxcosﬁ — sinasin B —(smoccosﬁ—l—coszxsm‘[%)) _B.4A

sinacosf + cosasinff  cosacosp — sinasinf

In dieser Beziehung sind die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen ent-
halten:

cos(a + B) = cosacos f — sinasin B,

sin(a + B) = sinacos B + cosasin B.

2.4.4 Rechenregeln fiir Matrizen

Bei der Multiplikation von Matrizen gibt es manche Uberraschungen. So ist etwa im
Fall quadratischer Matrizen gleicher Grofse

(06 5)-( o) e
506 9-C )

Daran sieht man sofort, dass die Multiplikation in M(2 x 2;K) fiir jeden Korper K nicht
kommutativ ist, und dass es Nullteiler gibt! Indem man die obigen Matrizen durch
Nullen vergroBert, erhdlt man analoge Beispiele in M(n x n;K) fiir n > 2. Der Leser
moge sich zur Ubung tiberlegen, was dieses Beispiel fiir die entsprechenden linearen
Abbildungen des K? bedeutet.

Entscheidend fiir das Rechnen mit Matrizen ist das

Lemma Die Multiplikation von Matrizen ist fiir jeden Korper K assoziativ. Genauer: Ist mit
m,n,r,s € IN*

AeM(mxn;K), BeM(nxr,K) und CeM(r X s;K),

so folgt
(A-B)-C=A-(B-C) in M(m xs;K).
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Beweis Man kann diese Gleichung direkt nachrechnen, das ist allerdings etwas miithsam
und erfordert grofie Préazision im Umgang mit den Indizes. Viel einfacher geht es, wenn
man den Zusammenhang von Matrizen und linearen Abbildungen ausnutzt; schlieslich
war der Definition der Multiplikation in 2.4.3 schon etwas Rechnung vorausgegangen.

Wir betrachten die zu den gegebenen Matrizen gehorigen linearen Abbildungen

L L N R )

Wie wir in 1.2.2 gesehen hatten, gilt das Assoziativgesetz fiir Abbildungen, also ist
(FAoFg)oFc=F4o0(FgoFc).

Nach dem Satz aus 2.4.3 werden die Abbildungen auf beiden Seiten der Gleichung be-
schrieben durch
(A-B)-C und A-(B-C).

Da die Abbildungen gleich sind, miissen auch die beschreibenden Matrizen gleich sein.
|

In der Sprache der Matrizenprodukte kann man den Satz aus 2.4.3 so formulieren: Fiir
jede Spalte z = (zy,...,z,) ist

A-(B-z)=(A-B) -z

Das ist gerade die Aussage des Assoziativgesetzes fiir den Spezialfall s = 1, also
C =z € M(r x 1;K). Der obige Beweis zeigt, wie man den allgemeinen Fall auf diesen
Spezialfall zuriickfiihren kann.

Besondere Bedeutung fiir die Multiplikation haben die Einheitsmatrizen:
Fiir jedes n € IN* ist
1 0

E,:= € M(n x n;K)
0 1

die Matrix mit Einsen in der Diagonale und sonst lauter Nullen.

Wir notieren einige fiir Matrizen laufend benutzte

Rechenregeln Ist K ein Kirper, so gilt fiir alle A, A" € M(m x n;K), B,B" € M(n x r;K)
und A € K

1) A-B+B)=A-B+A-B,(A+A")-B=A-B+A"-B. Distributivgesetze
2) A-(AB)=(AA)-B=A(A:B).
3) E,-A=A-E,=A. Neutralitiit der Einheitsmatrizen

4) (A-B)="'B-‘A.
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Beweis 1) Ist A = (a;;), B = (bj) und B = (b;k), so folgt die erste Behauptung sofort aus
2 aij(bjic + by) = D _aijbje + Y aijby
i j j
Analog priift man die zweite Behauptung.

2) Folgt aus Z] a,]()Lb]k) = E](/\az])b]k = AZ] Il,’jb]'k.

3) Hier hat man die Grofsen der Einheitsmatrizen zu beachten: Der Eintrag an der Stelle
i,jvon Ey, - Aist
ay j

(O,...,O,%,O,...,O)' aij :{11']',
Position i :
Lln]'

also ist E;; - A = A. Analog sieht man A - E, = A. Schematisch kann man das im Fall
m < n so skizzieren:

E,

En En-A A A-Ey,

4) Zunichst muss man tiberlegen, wie sich die transponierten Matrizen multiplizieren
lassen. Da

AeM(mxn;K) und BeM(nxrK), folgt
'AeM(n x m;K) und ‘B e M(r x m;K).

Also ist ‘B - 'A definiert ("A - B im Allgemeinen nicht). Um die behauptete Gleichheit zu
zeigen, muss man geeignete Bezeichnungen wahlen.

Ist A = (a;;) und B = (bj;), so wird
A= (aj;) mitaj; = a;; und 'B= (by;) mit by; = bjy.

Weiter ist A - B = (cjx) mit cjx = Y;a;;bjx, also {(A - B) = (c};) mit c}; = cj. Nach der
Formel fiir das Produkt gilt

tB . tA = (dkl mit dkl Zbk] i = Zb]klll] Zal]b]k = Cik = C;(i'
]
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Daraus folgt die Behauptung. Schematisch kann man die Gréflen der beteiligten Matri-
zen wieder skizzieren:

‘B 'B-1A

Aus den gerade bewiesenen Rechenregeln folgt im Fall quadratischer Matrizen der

Satz Fiir jeden Korper K und jedes n € IN* ist die Menge M(n x n;K) zusammen mit der
Addition und der in 2.4.2 erklirten Multiplikation ein Ring. Nullelement ist die Nullmatrix,
Einselement die Einheitsmatrix E,,.

Fiir n > 2 und jeden Korper K ist M(n x n; K) nicht kommutativ.

Beweis Nach den Regeln fiir die Multiplikation von Matrizen ist fiir A,B € M(n x n;K)
auch A - B € M(n x n;K). Die Ringaxiome folgen aus den oben bewiesenen Rechenre-
geln. Man beachte, dass dabei nur die Assoziativitdt der Multiplikation nicht offensicht-
lich ist. Ein Beispiel fiir A - B # B - A in M(2 X 2;K) hatten wir schon zu Beginn von 2.4.4
gegeben. |

In Bemerkung 2 aus 2.3.3 hatten wir gesehen, dass fiir jeden Vektorraum V die Menge
End(V) aller Endomorphismen zusammen mit der Addition und der Komposition ein
Ring ist. Aus dem Satz in 2.4.3 folgt sofort das

Korollar 1 Fiir jeden Korper K und jedes n € IN* ist die Abbildung
M(n x n;K) — End(K"), A — Fy,

ein Isomorphismus von Ringen. u

Benutzt man die Bemerkung 2 aus 2.4.2 und Korollar 2 aus 2.4.3, so erhélt man

Korollar 2 Ist V ein K-Vektorraum mit dimV = n < oo, so ist fiir je zwei Basen A und B
von V die Abbildung
End(V) — M(n x n;K), F — M#(F),

ein Isomorphismus von Ringen.
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2.4.5 Die allgemeine lineare Gruppe

Im Satz aus 2.4.4 hatten wir gesehen, dass quadratische Matrizen die Struktur eines
Ringes haben. In der allgemeinen Theorie der Ringe sind diejenigen Elemente beson-
ders ausgezeichnet, die ein multiplikatives Inverses besitzen. Im Spezialfall des Ringes
von Matrizen fithrt das zu folgender

Definition Eine Matrix A € M(n x n;K) heifit invertierbar, wenn es ein B € M(n x n;K)
gibt, so dass
A-B=B-A=E,.

Diese Bedingung an A kann man auch anders fassen, dabei ist Korollar 1 aus 2.4.4 sehr
hilfreich:

Lemma Fiir eine Matrix A € M(n x n;K) sind folgende Bedingungen gleichwertig:
i) A ist invertierbar,

ii) rangA =mn,
iii) Die durch A erklirte lineare Abbildung Fy : K" — K™ ist ein Isomorphismus.

Beweis i) = ii) Mit den durch A und B erkldrten linearen Abbildungen F4 und Fp erhal-
ten wir

LN RN

Da Fj o Fg = Fo.p = Fg, = idg» folgt, dass F4 surjektiv sein muss, also ist rang A = n.
ii) = iii) folgt sofort aus dem Korollar in 2.3.5.

iii) = i) Die Umkehrabbildung F;l wird beschrieben durch eine Matrix B, d.h. F, ! = F.
Aus FA-B = FA o FB = id[(n fOlgtA -B=E,, aus FBAA = FB o FA = idKn fOlgt B-A=E,. nm
Dem aufmerksamen Leser wird nicht entgangen sein, dass wir beim Beweis von

i) = ii) nur die Bedingung A - B = E;; benutzt haben; somit kann B - A = E,, daraus
gefolgert werden. Das ist nicht in allen Ringen der Fall (vgl. [F13, Beispiel 5 in II 1.4]).

Der Beweis des Lemmas zeigt auch, dass die Matrix B zu einer invertierbaren Matrix
A durch die Bedingung A - B = E;, eindeutig bestimmt ist, denn B beschreibt die Ab-
bildung Fgl. Statt B kann man daher A~! schreiben, das nennt man die zu A inverse
Matrix; sie ist charakterisiert durch
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A-Al=A1.A=E,.

Zunichst ist es angebracht, die Gesamtheit aller invertierbaren Matrizen in M(n x n;K)
zu betrachten. Grundlegend ist der folgende

Satz Fiir jeden Korper K und jedes n € IN* ist

GL(n;K) := {A e M(n x n;K) : A ist invertierbar }

mit der Multiplikation von Matrizen als Verkniipfung eine Gruppe.
Fiir jeden Korper K und jedes n > 2 ist GL(n; K) nicht abelsch.

Man bezeichnet GL(#;K) als allgemeine lineare Gruppe (GL steht fiir , general linear”).

Beweis Zunichst ist zu zeigen, dass fiir A,B € GL(n;K) auch A - B € GL(1;K) ist. Am
einfachsten sieht man das mit Hilfe der linearen Abbildungen F4 und Fp: Sind F4 und
Fp Isomorphismen, so ist auch F4.5 = F4 o Fp ein Isomorphismus.

Man beachte, dass GL(#; K) nicht abgeschlossen ist unter der Addition:
E,,—E, € GL(n;K), aber E,+ (—E,)=o0¢GL(1;K).

Die Multiplikation von Matrizen ist assoziativ im Ring M(n x n;K), also auch in
GL(n;K). Einselement ist E,;, das Inverse zu A ist A1,

Dass GL(1;K) fiir n > 2 nicht abelsch ist, sieht man mit Hilfe von invertierbaren Matri-
zen, die nur 0 und 1 enthalten:

e )G oGy Go)la)-Gr)

Wir notieren noch zwei einfache und oft benutzte
Rechenregeln Fiir A,B € GL(n;K) gilt
(A-B)y'=B1- A7l und (fA)71=fA"1).

Insbesondere ist damit die Bezeichnung 'A~" gerechtfertigt.

Beweis Die erste Regel gilt allgemein in Gruppen, denn
(B 'A Y (AB)=B (A 'A)B=B'B=E, und
(AB)(BT'A™)) = A(BBH)A '=AA"'=E,.
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Fiir die transponierte Matrix gilt nach der Rechenregel 4) aus 2.4.4

AA Y =4 ATTA) ="E,=E, und (A DA=Y(AAY)='E,=E,. n

Nach der allgemeinen Theorie stellt sich natiirlich die Frage, wie man die Eintrdge von
A~1 aus denen von A berechnen kann. Ein Verfahren, das auch fiir grofSe n relativ
wenig Rechenaufwand erfordert, beschreiben wir in 2.4.6. Man kann auch Determinan-
ten verwenden, das ist von mehr theoretischem Interesse (vgl. 3.3.1). Vorweg behandeln
wir die ganz einfachen Félle n = 1,2.

Beispiele Im Fall n =1ist A= (a) und rang A = 1 bedeutet a # 0. Dann ist
ATt =(1).

a

A:(ﬂ b) und A_lz(xl x3>,
c d X2 Xy

wobei die Eintrdge xq,...,x4 von A~1 noch unbekannt sind. Die Gleichung AAT1=E,
ergibt fiir die beiden Spalten von A~! die getrennten linearen Gleichungssysteme

Im Fall n = 2 sei

axy +bxy, =1 axs +bxy =0

cx1+dxy; =0 cxg +dxg =1.
Die zugehorigen homogenen Systeme haben beide die Koeffizientenmatrix A und man
weif (etwa mit Hilfe des Lemmas aus 0.3.6, das offenbar fiir einen beliebigen Korper

richtig bleibt), dass
rangA =2 < ad — bc#0.

Mit etwas Rechnung oder mit Hilfe der in 3.1.1 erlduterten CRAMERschen Regel erhilt
man durch Losen der beiden Gleichungssysteme

1 d —b
_1_
4 _ad—bc<—c a )

Zur Kontrolle sollte man noch einmal nachpriifen, dass AA™! = A~1A = E, gilt.

Eine Verallgemeinerung dieser Methode folgt in 2.4.7.

2.4.6 Elementarmatrizen

In der linearen Algebra kann man viele Rechnungen iterativ durchfiihren, d.h. durch
viele kleine und einfache Einzelschritte. Ein wichtiges Hilfsmittel dabei sind Umfor-
mungen von Matrizen, das wurde schon bei der Losung von linearen Gleichungssyste-
men und zur Bestimmung von Basen in 2.2.4 benutzt. Dabei hatten wir fiir eine Matrix
A folgende Umformungen betrachtet:
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(1)  Vertauschung der Zeilen i und ;.

(2)  Addition der A-fachen Zeile i zur Zeile j, wobei A € K beliebig und i # j ist.

Will man etwa die Pivot-Eintrdge auf 1 normieren, so benutzt man eine weitere Umfor-
mung:

(3)  Multiplikation der Zeile i mit A € K*.

Analog kann man die entsprechenden Spaltenumformungen vornehmen. Aus den in
2.2.6 bewiesenen Eigenschaften des Ranges einer Matrix folgt sofort die

Bemerkung Ist A aus A durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen von Typ (1),
(2) und (3) entstanden, so gilt
rang A = rang A.

Zundchst wollen wir kldaren, wie sich diese Umformungen auf die Einheitsmatrix Ej,
auswirken.

Typ (1)  Bei Vertauschung der Zeilen i und j oder der Spalten i und j erhélt man aus
E,; die Matrix

i j
A A
1 | |
| |
;| |
- - -0 - - — 1 — — — | «i
o |
Pulif) == | |
| 1
- - -1 - - -0 - - —
| 1
| |
| |
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Typ (2) Bei Addition der A-fachen Zeile i zur Zeile j entsteht aus E;; die Matrix

Q/\,m(irj) =

i
1
|
|
|
- - - 1 = - _—

|
|
|
A
|
|
|

Bei Addition der A-fachen Spalte i zur Spalte j ensteht offensichtlich Q, ,,(j, 7).

Typ (3) Bei Multiplikation der Zeile i oder der Spalte i mit A entsteht aus E,,

Die Matrizen
Pu(i,j), Qam(ij)  und Sy (i)
heiflen Elementarmatrizen . Ist klar, welchen Wert m hat, so schreibt man einfacher
P(i,j), Qalij) und = Sp(i).

Entscheidend ist ihre Wirkung auf eine beliebige Matrix A € M(m x n,K). Anstelle der
wirkungslosen Produkte
Em N A und A ‘ En

kann man auch mit den umgeformten Einheitsmatrizen multiplizieren. Im schon
charakteristischen Beispiel m = 2,7 =1 und j = 2 erhilt man folgende Ergebnisse:
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Typ (1)
(0 l>-(ll11 aln):<a21 a2n)
1 0 az1 ... dopn ain ... din
a4 a1 an
(0 1 _
10/
Ayl Am2 Am2  Aml
Typ (2)
1 0 ) ar ... din _ al a1y
Al ar1 ... Aayp+ay ... Aay, +ax
ain a2 apn +Aayp  ap
10\
. A1 - .
Al Am2 A1 + Aya Ay
Typ (3)
</\ 0)'<all oo A1 >_()\a11 /\aln )
0 1 azr ... dyu ar Aoy
a1 A Aajr ap
(A0
0 1)
A1 Am2 )

Ganz analog sieht man die Wirkung auf eine beliebige Matrix A € M(m x n);K:

Typ(1) Pu(i,j) - A: Zeilen i und j vertauscht.
A-Py(i,5): Spalten i und j vertauscht.

Typ) Qam(ij)-A:  Zeilej+ A Zeilei
A-Quan(i,j): Spaltei+ A-Spalte

Typ(3) Sym(i) - A: A- Zeile i
A - Sy, (i) A- Spalte i

Die bisherige Uberlegungen waren scheinbar nur Spielereien; nun zum Nutzen der Ele-
mentarmatrizen.

Hilfssatz Die Elementarmatrizen sind invertierbar und ihre Inversen sind wieder Elementar-
matrizen.
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Beweis Die Invertierbarkeit ist klar, da die Elementarmatrizen durch Umformungen der
Einheitsmatrix entstanden waren, dabei bleibt der Rang erhalten. Man beachte hierzu,
dass bei Typ (2) i # j und bei Typ (3) A # 0 vorausgesetzt war. Im Fall i = j konnte man
sonst A = —1 wéhlen!

Fiir die Berechnung der Inversen betrachten wir zundchst wieder den besonders einfa-

chen aber charakteristischen Fall n = 2, i = 1 und j = 2. Die folgenden drei Produkte
ergeben jeweils Ej:

(o) (Vo) Ga)Go i) = (39)(

Allgemein gilt:

O >=
=)
N——

P(i, )" =P@i,j),  Qa(i, /)" =Qa(ij) und Sp(i)~"=S5,-(i).

Satz  Sei K ein Korper und n € IN*. Zu jeder Matrix A € GL(n;K) gibt es Elementarmatrizen
By,...,By so dass
A=B;-...-By.

Kurz ausgedriickt: Die Gruppe GL(n; K) wird erzeugt von den Elementarmatrizen.

Beweis Da rang A = n kann man A durch elementare Zeilenumformungen ,,von oben
nach unten” zunichst auf die Form

Al =
0 1
bringen. Diese Zeilenumformungen werden durch Elementarmatrizen Cj,...,C; be-

wirkt, also ist
A =C/-...-Cy- A.

Durch weitere Zeilenumformungen ,,von unten nach oben” kann man A’ zu E, machen;
es gibt also Elementarmatrizen C;4,...,Cy so dass

En=Cp+...oCryq - A'=Cr-... -Gy A, also A=C;'-...-C L

Nach dem Hilfssatz sind auch die Inversen wieder Elementarmatrizen, also ist der Satz
bewiesen. m
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Dieses Ergebnis hat niitzliche Anwendungen, etwa beim Beweis der Eigenschaften von
Determinanten in Kapitel 3. Aufierdem erhélt man mit Hilfe der Elementarmatrizen ei-
ne elegante Begriindung fiir ein klassisches Verfahren einer schrittweisen Berechnung
der inversen Matrix. Es wird oft GAUSS-JORDAN-Verfahren genannt. Dazu ist zu be-
merken, dass der Name JORDAN an den schwéibischen Geometer und Landvermesser
Wilhelm Jordan (1842-1899) erinnert, der die schon von GAUSS angewandte Elimination
zur Losung von linearen Gleichungssystemen ausgiebig benutzte und weiter entwickel-
te.

Nun zur Inversion einer Matrix A € M(n x n;K). Man schreibt A und E,, nebenein-
ander. Durch elementare Zeilenumformungen versucht man A auf E, umzuformen. Ist
rang A = n, so gelingt das; andernfalls stellt man fest, dass A nicht invertierbar ist. Die
gleichen Umformungen fiihrt man an E;, durch. Das ergibt folgendes Schema:

A E,
Cl'A Cl'EVl
En=Cx-...-C1- A CrroooCp-En=A"1

Die elementaren Zeilenumformungen werden bewirkt durch Multiplikation von links
mit Elementarmatrizen. Aus (Cy-...-C;)- A=E, folgt Ci-...-C;=A"L

Beispiel:
A E;
1 I
2110
1101
Qa(L2)
2110
0 -1|-11
51(2)
12110
011 1
Q—l (21 1)
1 0(-1 2
011 -1
I Il
E; Al

Die Elementarmatrix, die den Schritt bewirkt, steht links daneben.

Das Ergebnis stimmt mit dem im Beispiel aus 2.4.5 erhaltenen tiberein, denn det A = —1.
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Um die dreireihige Hilbert-Matrix zu invertieren, rechnen wir nach den Erfahrungen
aus 0.5.5 rational.

A E3
I I
1 3 3 0
1 1 1
2 3 1 1
P o
Q_%(1/3) : Q_%(l,Z)
1 1
5 3 1 0
1 1 -1
12 12
1 4 -1
o 3 3 0
Q.1(2,3) : ;
5 3 1 0
11 1
12 12 2
0 1% oo
S180(3) - S12(2) . "
1 1 0 0
1 1 -6 12 0
0 1 30 -180 180
Q_% (311) ' Q—l (3/2)
o0 9 60 -60
1 0 -36 192 -180
0 1 30 -180 180
Q.%(Zl)
0 9 36 30
1 36 192 -180
0 30 -180 180
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2.4.7 Lineare Gleichungssysteme und Elementarmatrizen®

Bei der Losung von linearen Gleichungssystemen war es hilfreich gewesen, diese mit
linearen Abbildungen in Verbindung zu bringen (vgl. 2.3.5). Wer gerne verstehen moch-
te, wie die in 0.5.4 durchgefiihrten Umformungen der Koeffizientenmatrix aus der Sicht
linearer Abbildungen interpretiert werden kénnen, kann das mit Hilfe der Elementar-
matrizen leicht einsehen.

Gegeben sei also das lineare Gleichungssystem A - x = b mit
AeM(mxmn;K) und beK".
Man betrachtet die Matrix A als lineare Abbildung
Fp:K'"—= K", x— A-x,
die Losungsmenge Los(A,b) C K" ist dann das Urbild von b unter Fy4, in Zeichen
Los(A,b) = F, ' (b).

Beim Eliminationsverfahren nach 0.5.4 wird die erweiterte Koeffizientenmatrix (A,b)
durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform (A, b) gebracht. Hat man
insgesamt | Umformungen vorgenommen, dann gehtren dazu Elementarmatrizen

Ci,...,C;eGL(m;K) mit A=C;-...-C;-A und b=C;-...-Cq-b.
Fasst man die Elementarmatrizen zusammen zu S :=C; - ... - C; € GL(m;K) so ist also
A=S-AcM(mxmK) und b=S-becK™"

Zu den Matrizen A, A und S gehort ein Diagramm

Fa
Kﬂ > Km
Fs
F4
Km

linearer Abbildungen, wobei Fs ein Isomorphismus ist. Insbesondere gilt
Los(A,b) = F; ' (b) = F; ' (b) = Los(A,b).

Ist 7 :=rang A =rang A, so sind die ersten r Zeilen von A linear unabhédngig, die restli-
chen m — r Zeilen sind Null. Daraus folgt fiir das Bild von F; im K™

FA(Kn) = {t(yl/'“/ym) e K" : Yrr1 = -- = Ym :O}
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Daraus folgt das Kriterium fiir die Existenz einer Losung zu gegebenem b und
b=y, B):

Los(Ab)#@ & beF;(K") & b1 =...=b, =0.
Das hatten wir durch direkte Rechnung schon in 0.5.3 bemerkt.

Von diesem Standpunkt aus kann man das GAUSS-JORDAN-Verfahren interpretieren
als simultane Losung von linearen Gleichungssystemen. Fiir eine gegebene Matrix
A € M(n x n;K) betrachtet man, wie schon in 2.4.5 in einem Spezialfall, die Eintrdge
von A~1 als Unbekannte, also

X11 ... X1
ATl =

Xu1 -+ Xun
Die Bedingung A - A~ = E, bedeutet dann fiir jede Spalte x; ={(xy,...,x,;), dass
A- Xj = ¢€j. (])
Nun formt man A nicht nur um auf Zeilenstufenform, sondern weiter bis auf E,,. Also
gibtes ein S € GL(n;K) derart, dass A = S - A = E,,.. Die urspriinglichen , rechten Seiten”

e1,...,en als Spalten von E, werden dabei umgeformt zu S - E,, = S. Die umgeformte
Gleichung (j) lautet dann

Xl]' 51]'
E, - = , d.h. Xij = Sjj-.

xnj Sn]'

Alsogilt A= = 6.

2.4.8 Die LR-Zerlegung*

Wir betrachten den Spezialfall eines linearen Gleichungssystems

A-x=b, wobei Ae€GL(n;K) und beK"

In diesem Fall hat man fiir jedes beliebige b die eindeutige Losung
x=A"1.b

Um den Aufwand fiir die Berechnung von A~! und die damit verbundenen numeri-
schen Instabilitdaten zu reduzieren, kann man ein einfacheres Verfahren anwenden. Wie
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in 2.4.7 erldutert, gibt es Elementarmatrizen Cj,...,C; derart, dass das Gleichungssys-
tem

A-x=0b dquivalentistzu A-x=Db, wobei A=S-A und b=S-b

mit S := C; -...Cy. Diese Beschreibung der elementaren Zeilenumformungen an der
Koeffizientenmatrix gestattet es, A aus A durch A =S~1. A zu rekonstruieren, und aus
beliebigen rechten Seiten b die Ergebnisse b = S - b zu berechnen. Auf diese Weise erhilt
man eine gute Dokumentation der Umformungen.

1 2 -1
A= 01 -4 |.
11 2

Durch elementare Zeilenumformungen erhélt man

Beispiel Sei

A=01(2,3)-Q1(1,8) A= (

o O =
o = N
[
[N QY
\_/

Daraus folgt
1 0 0 1 0 O
S=( 0o 10 und S7'=|0 1 0
-1 1 1 1 -1 1

Ist nun etwa b :=/(1,2,1) gewdhlt, so erhdlt man
b=S5-b='(1,2,2).

Alternativ kann man b wegen b = S~! - b auch mit Hilfe von S~! als Losung des Glei-
chungssystems

n =1
Y2 = 2
i — y2 + y3 =1

,von oben nach unten” berechnen.

Das Gleichungssystem A - x = b lautet ausgeschrieben

X1 + 2x - x3 = 1
X2 — 4X3 =
—x3 = 2,

es hat ,von unten nach oben “ berechnet die Losung x = t(ll, —6, —2).

Alternativ kann man natiirlich in diesem einfachen Fall

-6 5 7
Al=| 4 -3 —4
1 -1 -1
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berechnen. Dannistx = A~ - b.

Fiir die urspriingliche Matrix A hat man die Zerlegung

A=5"1.A
Um eine solche Zerlegung allgemein zu untersuchen, zunéchst tibliche Namen:
Eine Matrix D = (d;;) € M(n x n;K) heifst

obere Dreiecksmatrix, wenn dl-]- =0 fur i>j und
untere Dreiecksmatrix, wennd;; =0 fur i<j.

Es ist leicht zu sehen, dass ein Produkt von oberen bzw. unteren Dreiecksmatrizen wie-
der eine obere bzw. untere Dreiecksmatrix ist, und dass diese Eigenschaften bei der
Bildung von Inversen erhalten bleiben. Somit bilden die invertierbaren oberen bzw. un-
teren Dreicksmatrizen Untergruppen von GL(n;K).

Wir betrachten nun eine Matrix A € GL(n;K) und machen die zusétzliche Vorausset-
zung, dass, wie in obigem Beispiel, bei der Elimination keine Zeilenvertauschungen
noétig sind. Die zugehorigen Elementarmatrizen sind dann von der Form

C=Qu(i,j) mit i<j,
also untere Dreiecksmatrizen mit Eintrdgen 1 in der Diagonalen. Das Ergebnis der Eli-

mation
R::Cl--~--C1-A:S-A:A

ist eine obere Dreiecksmatrix mit den Pivots in der Diagonalen. Mit S ist auch
L:= S~! eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen in der Diagonale, das ergibt schlief-
lich die Zerlegung

A=L-R.
Dabei stehen die Buchstaben L fiir ,links” und R fiir ,rechts”.

Im allgemeinen sind bei der Elimination Zeilenvertauschungen notig und oft auch niitz-
lich. Man kann beweisen (vgl. etwa [L-M, 5.2]), dass diese schon vorweg an A vorge-
nommen werden konnen, d.h. es gibt eine Permutationsmatrix P (vgl. 3.2.3) derart, dass
P - A eine LR-Zerlegung gestattet, also

P-A=L-R.
Damit kann ein lineares Gleichungssystem
(P-A)-x=b
in zwei besonders einfachen Schritten gelost werden:
(P-A)-x=0b bedeutet (L-R)-x=L-(R-x)=0.

Man 16st im ersten Schritt L - y = b von oben nach unten, die Losung y ergibt das umge-
formte b. Im zweiten Schritt 16st man von unten nach oben das System R - x = y.
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2.4.9 Dualitat*

Bei der Losung eines homogenen linearen Gleichungssystems wird zu einer vorgegebe-
nen Matrix A € M(m x n;K) eine Basis des Vektorraums

W:={xeK':A-x=0} =Los(A;0)

berechnet. Schon in 0.2.3 und 0.4.2 hatten wir umgekehrt fiir Geraden im IR? und Ebenen
im R3 passende Gleichungen bestimmt. Das waren ganz einfache Spezialfélle von dem
allgemeinen

Problem Zu einem durch ein Erzeugendensystem gegebenen Untervektorraum
W C K" ist eine Matrix A € M(m x n;K) gesucht, derart dass W = Los(A;0).

Das kann man auffassen als ein ,inverses Problem”: Zu gegebener Losung ist das passen-
de Problem gesucht. So etwas gibt es auch bei der Besetzung von Stellen, die 6ffentlich
ausgeschrieben werden. Will man eine bestimmte Person darauf bekommen, muss man
den Ausschreibungstext mafigeschneidert formulieren.

Um dieses inverse (oder ,duale”) Problem zu losen, benutzen wir einen formal sehr
einfach zu beschreibenden Spezialfall der allgemeinen Theorie von Dualitiit in Vek-
torraumen. Bisher hatten wir Vektoren des K" als Zeilen oder Spalten geschrieben, je
nachdem, was einfacher aufzuschreiben war. In diesem Abschnitt sind Vektoren des K"
Spalten, d.h. wir identifizieren

K" =M(n x 1;K).
Zu diesem Vektorraum gehort der Vektorraum
(K")*:=M(1 x n;K),
seine Elemente sind Zeilen. Ist nun

X1
x= : eK" und a=(ay,..a,) € (K",

Xn

so ist das Matrizenprodukt ein Skalar,

n
a-x=Y aix;e M(1x1L;K)=K.
i=1

Jedes a € (K")* erklidrt also eine lineare Abbildung
a:K" =K, x—a-x,

und alle derartigen linearen Abbildungen entstehen so.
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Ist V ein beliebiger K-Vektorraum, so nennt man eine lineare Abbildung ¢ : V — K eine
Linearform , der Vektorraum
V* := Homg(V,K)

der Linearformen heiflt der duale Vektorraum . In diesem Sinn ist (K")* der duale Vek-
torraum zu K". Die Abbildung

K" — (K", v +— f,

ist ein Isomorphismus. Diese etwas abstrakte Betrachtungsweise hilft nun, zu gegebe-
nen Vektoren x die gesuchten durch Linearformen a beschriebenen Gleichungen zu fin-
den. Somit ist es angebracht, zu dem gegebenen W C K" all die Kandidaten fiir die
Zeilen von A d.h. all die a € (K")* zu betrachten, die auf ganz W verschwinden, das ist
der Untervektorraum

WY={ac (K")*:a-x=0 firalle xeW}cC (K")%,
er heiflt Annulator von W. Nun gilt es, einen Basis von W? zu finden!
Ist W = Span(wy, ..., wg) mit k > r := dim W, so betrachten wir die Matrix
B:= (wy,..,wx) € M(n x k;K) mit rangB=r.
Dann ist die Bedingung a - x = 0 fiir alle x € W gleichwertig mit
a-B=0cM(1xkK) < 'B-a=0eM(kx1;K). (%)

Diese Form der Bedingung ermoglicht es, die gesuchte Basis von W? durch Losung
eines linearen Gleichungssystems zu bestimmen. Ist

V:=16s('B,o) = {'ac K" :'B-'a=0} C K",
so folgt aus den dquivalenten Bedingungen (x), dass
WO =1 C (K")*.
Da die Transposition K" — (K")* ein Isomorphismus ist, gilt
dimW® =dimV = n — rang'B=n —rangB =n — r =: m.

Durch Losung des Systems !B - fa = 0 erhilt man eine Basis (v1, ..., vy, ) von V und daraus
eine Basis (01, ..., ‘o) von WO. Als Zeilen eingetragen ergibt das die Matrix

01

A= € M(m xn;K) mit rangA =m.
b,

Um zu zeigen, dass A das gegebene Problem 16st, vergleichen wir den gegebenen Vek-

torraum W mit

W :={xeK":A-x=o0}.
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EsgiltdimW =n—rangA=n—m=r=dimW.Istx € W,soistv;-x =0fiiri=1,...,m,
also x € W’. Also ist W C W und somit W = W’. Damit ist das gestellte Problem gelst.

Man beachte, dass die Gleichung rang’B = rang B eine entscheidende Stelle im Beweis
ist. u

Beispiel Ist wy = (1,0,2) und w, := (1,—1,—1), so ist W = Span(wy,w,) C R® eine
Ebene. Schon in 0.4.2 hatten wir eine Gleichung von W bestimmt durch das Vektorpro-
dukt

w1 X wp = (2,3,—1) =: (ay,az,a3) = a.

Nach der oben beschriebenen Methode ist

1 0 2
A(l 1 1), also v=(-2,-3,1) = —a.

In diesem Fall ist W0 = R - (2,3, 1), also ist die Gleichung fiir W bis auf einen Faktor
# 0 eindeutig bestimmt.

Die Losung dieses Problems im K" ist nur ein Startpunkt fiir die Theorie der dualen
Vektorraume. Etwas mehr dariiber findet man etwa in [Fiy, 6.1]. Im Fall K = R kann
man W? C (R")* durch das orthogonale Kompliment W- C R” ersetzen. Das wird in
5.3.3 erklart.
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2.5 Transformationen

2.5.1 Basistransformationen und Koordinatentransformationen

Hat man in einem Vektorraum V eine Basis A = (vy,...,v,) so erhidlt man daraus ein
Koordinatensystem

n
q).A (K" — V,e— v, (xl,...,xn) — Zx,-vi.
i=1
Diese Abbildung ist ein Isomorphismus und sie ist sehr niitzlich, denn man kann einen
Vektor u € V durch seine Koordinaten
X = CIDle(u) = (x1,...,x,) € K"

ersetzen, was fiir viele Rechnungen von Vorteil ist. Die Behandlung von geometrischen
Fragen kann oft stark vereinfacht werden, wenn eine Basis gewé&hlt wird, die der Situa-
tion angepasst ist. Daher ist zu kldren, wie der Ubergang von einer alten Basis A zu
einer neuen Basis

n
B=(wiy,...,wy) und @g:K"—=V, (y1,...,yn) — Y_yiw;
i=1

beschrieben werden kann. Insbesondere stellt sich die Frage, wie man die ,neuen”
Koordinaten y aus den ,,alten” Koordinaten x berechnen kann. Wir geben zunéchst zwei
ganz elementare Beispiele.

Beispiel 1 Im Fall dimV =1sei A = (v), B = (w) mitv,w # 0 und

w=s-v mit s€&K*. (%)

Jedes u € V hat die beiden Darstellungen
u=x-v=y-w mit xyek.

Daraus folgtx-v=y-s-v,also x =s -y und
|

Yy=s -Xx. ()

Aus (%) und (xx) sieht man, dass sich die Koordinate mit dem inversen Faktor transfor-

miert wie der Basisvektor. Das ist ganz klar: Ist w doppelt so lang wie v, so geniigt mit
w der halbe Faktor; so wie bei Wahrungskursen und Preisen.
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Beispiel 2 In V = K? betrachten wir die Basen A = (ey,e;) und B = (wy,w;) mit
wy = e1 + e und wy = 2¢y + ey. Fiir jeden Vektor u € K? hat man zwei verschiedene
Darstellungen

U= xier + X202 = Y11 + 2wy = yi(er + e2) + ya(2e1 + e2)
= (1 +2p2)er + (y1 +y2)ea.
Also folgt x1 = y1 + 2y und x2 = y1 + 2.

Das Ganze kann man auch in Matrizen beschreiben. Ist

S.— S11  S12 o 1 2
T S21 S22 11
die Matrix mit den Vektoren von B als Spalten, so wird ~®p: K2 — K>  beschrieben

durch S, d.h.

2
w/ = Zsijei fur ] = 1,2 (*)
i=1

Aus der obigen Rechnung folgt

X1 _ 1 2 ) n _c.
()= 1) () o s

wenn x und y als Spaltenvektoren angesehen werden. Umgekehrt gilt daher
y= s71.x. ()

Wie wir in 2.4.6 schon ausgerechnet hatten, ist

_ -1 2
S 1:<1 _1>, also Y1 = —Xx1 +2x2, Y2 = X1 — X2.

Durch Vergleich von (x) und (xx) sieht man, dass sich die Uberginge zwischen Basen
und Koordinaten in diesem Fall durch die inversen Matrizen beschreiben lassen. Wir
wollen nun zeigen, dass dies allgemein gilt.

Gegeben sei also ein K-Vektorraum V mit zwei Basen
A= (v1,...,05) und B=(wy,...,wy).

Jeder Vektor w; aus B hat eine eindeutige Darstellung
n
wj = ZSZ']'Z)Z‘ mit Sij € K.
i=1

Diese Skalare kann man zusammenfassen zu einer Matrix

S# := (sij) € GL(1;K)
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mit den zu wy,...,w, gehorenden Skalaren als Spalten. Man kann Sé bezeichnen als
Transformationsmatrix des Basiswechsels von A nach 5. Man betrachtet B als die neue
Basis, sie wird beschrieben durch die alte Basis A.

Weiter gehoren zu A und B zwei Koordinatensysteme
O4:K"-V und Pp:K" V.
Da beides Isomorphismen sind, erhélt man daraus einen Isomorphismus
T§ =@zl o ® 4 : K" — K",
den man als invertierbare Matrix
T§ € GL(1;K)

ansehen kann. Tg‘ heilt die Transformationsmatrix der Koordinaten beziiglich A und
B.Istu € V und

u=>oy(x)=dp(y), sogilt y= Tgl(x).
Mit Hilfe von Tg‘ erhilt man also die neuen Koordinaten aus den alten. Der Zusammen-
hang zwischen S“g und Té‘l ist naheliegend:

Satz Sind A und B zwei endliche Basen eines Vektorraums V, so gilt fiir die oben erklirten
Transformationsmatrizen, dass

T4 = (S§)7Y, also Sf =T5.

Kurz ausgedriickt: Die Koordinaten transformieren sich invers zu den Basen.

Beweis Zum besseren Verstandnis der Situation kann das Diagramm von Isomorphis-
men

A
K" TB > K"
|4

helfen. Da TZ3’4 = @gl o®d 4, geniigtes d 4 o Sé = ®p zu zeigen. Fiir die Gleichheit dieser
beiden Abbildungen von K" nach V gentigt es nach 2.4.1 zu zeigen, dass sie auf den
Basisvektoren ¢; des K" gleiche Werte haben. Das ist leicht zu sehen:

@p(ej) = wj,

(g0 5?)(6’]‘) = @A(Sﬁ(ej)) =@ 4(((s1j,-.-,5n))) = ésijvi = wj.
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Der wichtigste Spezialfall ist der, dass wie in Beispiel 2 im K" statt der kanonischen
Basis K eine andere Basis B gewahlt wird; als Spalten in eine Matrix eingetragen ergibt
das Sg. Da @ die identische Abbildung ist, sieht unser Diagramm dann so aus

K
KVI TB KT’I

R

KT’!

Es folgt fiir diese Abbildungen, als Matrizen angesehen,

Sk =TE=dp, also TK=(S§).

Wer gerne mit Diagrammen spielt, kann sich auch noch {iberlegen, dass die Transfor-
mationsmatrix Té“ eine beschreibende Matrix der identischen Abbildung von V ist, ge-
nauer gilt

Tg = M# (idy) = S5.

2.5.2 Transformationsformel fiir lineare Abbildungen

Ist F: V — W eine lineare Abbildung, so hatten wir fiir Basen A und B von V und W in
2.4.2 eine darstellende Matrix Mé erklirt. Sind nun A’ und B’ weitere Basen, so stellt
sich die Frage nach dem Zusammenhang zwischen

Mfé und M“g,,.
Wir beginnen mit dem extrem einfachen aber schon typischen

Beispiel 1 IstdimV =dimW =1, so hat man A = (v), A’ = (v') mito # v,v' € V und
B=(w),B =(w)mito+ww €W.

Dann gibt es s,t € K* so dass w =s-w' und v =t-9¢'. Fir die entsprechenden
Koordinaten gilt x' =tx und y’ =sy. Istnun F: V — W gegeben durch

Flv)=a-w mit a€k,
so folgt

F@)=Ftto)=t1 Fo)=t"'aw=s-a-t 7w =d o,
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wenn a’ :=s-a -t ! In diesem Fall ist also

M =(d)=s-(a)-t " =s-Mp-t\.

Der allgemeine Fall verlduft ganz analog, nur die beteiligten Matrizen konnen grofier
werden. Am iibersichtlichsten ist die Situation zu beschreiben durch das Diagramm

A

K" MB (F) Km

N, 2
F
T4 1% W TS
q)Ar qDB/
K" / K™
Mg, (F)

wobei n = dimV, m = dimW. Dabei werden die darstellenden Matrizen Mg‘(P ) und
Mgf,/ (F), sowie die invertierbaren Transformationsmatrizen Tﬁ, und Tg,, der Koordina-
ten (vgl. 2.5.1) als lineare Abbildungen der Standardraume angesehen.

Wie wir in 2.4.2 und 2.5.1 gesehen hatten, kommutieren die vier Teildiagramme des obi-
gen Diagramms, also fithren auch je zwei mogliche Wege von K" nach K™ zum gleichen
Ergebnis. Das kann man zusammenfassen in einer

Transformationsformel Ist F: V — W eine lineare Abbildung und hat man endliche Basen
A A von V. und B,B von W,
so gilt fiir die darstellenden Matrizen von F

M (F) =TE - MA(F) - (T4) . n

Das wird vielleicht etwas suggestiver, wenn man weniger Buchstaben verwendet. Setzt
man
!
A:=M#(F), A':= M (F), T:= T und S:=T§,
so hat man das vereinfachte Diagramm

A

K}’l > Kﬂl

P,k

K" A K™

und die Transformationsformel

Al'=S-A-T L
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Im Spezialfall eines Endomorphismus erhilt man das
Korollar Ist F:V — V eine lineare Abbidung und hat man endliche Basen 13, B von V, so

gilt
Mg (F) = Tg, - Ms(F) - (Tg) ™!

Ist wieder A := Mg(F), A’ = Mg/ (F) und S := Tg,, so hat man das Diagramm

K" A K"
s s
K" A K"
und die Transformationsformel
Al=S§-A-571.

In spéteren Beispielen ist oft B = K = (e, ...,e;) die kanonische Basis. Fithrt man eine
neue Basis B’ = (v, ...,0,) ein, so hat man das Diagramm

A

K" = K"
Dy 1 + o .
ki A ko

Da ®p (ej) = v; fur j = 1,...,n erhélt man die Matrix, die S~ = ®p beschreibt, indem
man die Vektoren vy, ..., v, als Spalten eintragt, kurz

Sl=1| v, ... v,

Durch Berechnung der Inversen findet man S, dannist A’ =S - A - s—1.

2.5.3 Eine Normalform fiir darstellende Matrizen

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, wie sich die darstellenden Matrizen beim
Ubergang zu anderen Basen transformieren. Es ist nun naheliegend zu fragen, ob man
zu einer vorgegebenen linearen Abbildung die Basen so wihlen kann, dass die beschrei-
bende Matrix besonders tibersichtlich wird. In diesem Abschnitt werden wir das Pro-
blem fiir Homomorphismen F : V — W 16sen; das ist recht einfach, da man hier zwei
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Basen, ndmlich in V und W, variieren kann. Bei einem Endomorphismus ist es ange-
messen nur eine Basis zu verdndern. Dadurch wird das Problem viel schwieriger, es ist
das zentrale Thema des Kapitels 4 tiber Eigenwerte.

Zunichst ist es ziemlich klar, dass eine (m x n)-Matrix vom Rang r ,besonders iiber-
sichtlich” ist, wenn sie die Form

1 0
B - (E 0
A= 1 _(0 0
0 0

hat. Die durch dieses A beschriebene lineare Abbildung F4 : K" — K™ hat folgende
Eigenschaft: Sind
K=(e,...,en) und K' =(é,...,e,)
die kanonischen Basen von K" und K™, so erkennt man an den Spalten von A, dass
el furj=1,...,r,
Fale)) =17 . J
o furj=r+1,...,n

Allgemeiner hat man den folgenden

Satz Ist F:V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich dimensionalen Vektorriumen
vom Rang v =rangF, so gibt es Basen A von V und B von W, so dass

E, 0
Mé:(& J.

Betrachtet man Matrizen als lineare Abbildungen und verwendet man die Transforma-
tionsformel aus 2.5.2, so erhilt man das

Korollar Zu jeder Matrix A € M(m x n;K) gibt es S € GL(m; K) und T € GL(n;K) so dass

S-A-T 1= <Er 0), wobei r=rangA. |

0 0

Diese transformierte Matrix nennt man eine Normalform der (m X n)-Matrizen vom
Rang r.

Beweis des Satzes Basen der gesuchten Art wurden schon zum Beweis der Dimensions-
formel in 2.3.4 konstruiert. Es gentigt, die Bezeichnungen etwas zu variieren. Eine Basis
(wy,...,wy) von F(V) wird ergénzt zu einer Basis

B = (wy,..., W, Wry1,...,Wy) von W.
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Dazu gibt es, wie in 2.3.4 ausgefiihrt, eine Basis
A= (v1,...,0,,0141,...,04) vonV

derart dass

F(v-)— wj fﬁrjzl,...,r,
! o firj=r+1,...,n

Dann hat M? (F) offensichtlich die angegebene Normalform. u
Vorsicht! Die Basen A und B im Satz und entsprechend die Matrizen S und T im

Korollar sind keinesfalls eindeutig bestimmt. Das sieht man schon im einfachsten Fall
m=n=1und A = (1). Hier kann man

S=T=(A) mit AeK"
beliebig wahlen.

Erfreulicherweise gibt es ein einfaches Rechenverfahren, um eine gegebene Matrix auf
Normalform zu transformieren. Eine formal schone Begriindung des Verfahrens erhilt
man wieder mit Hilfe der Elementarmatrizen.

Sei also A € M(m x n;K) gegeben. Im ersten Teil des Verfahrens wird A durch elemen-
tare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform A’ gebracht. Im zweiten Teil kann man
A’ durch elementare Spaltenumformungen auf die Normalform A” bringen. Diese Um-
formungen fiithrt man im ersten Teil auch an E;;, im zweiten Teil auch an E, durch. Mit
Hilfe von Elementarmatrizen

Bi,...,By € GL(m;K) und Cy,...,C; € GL(1;K)

erhdlt man folgendes Schema

E A
By En By A
By-...-By-Ep By-...-Bj- A=A’ E,
By-...-B1-A-C E,-C
By-....B1-A-Cy+... - C=A" | Ep-Cy-...-C
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Mit Hilfe der so erhaltenen Matrizen

S:=Bj-...-B; € GL(m;K) und
T1:=C;-...-C € GL(1;K)

erhilt man die Normalform A” =S- A - T~

Beispiel 2 Um nicht viel rechnen zu miissen, wahlen wir m = 2,n = 3 und
1 2 3
A= (4 5 6)'

An den Réndern des Schemas stehen die den Umformungen entsprechenden Elemen-
tarmatrizen.

E A
I I
1
1 4
E;
I
Q4(2,1)
1 0 1 2 3 1 0
4 1,10 -3 6|0 1
I 0 0 1
S Q-2(1/2) : Q-3(3/1)
1 0 0 1 -2 -3
0 -3 -6 0
0
Q—2(3I2)
0 -2
0 -3 1 2
0 0
S1(2)
2 3
0 1 %21
0 1 0 -3 2
I 0 0 1
A// ”
T-l

Im Fall eines Endomorphismus F : V — V ist es angebracht, nur eine Basis B von V
zu verwenden. Dann kann man versuchen, die Matrix Mp(F) durch geschickte Wahl
von B moglichst einfach werden zu lassen. Da man hier viel weniger Freiheiten hat,
als bei der Variation von zwei Basen, ist diese Aufgabe weit schwieriger. Im Fall von
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Matrizen kann man eine n x n-Matrix A umformen zu S - A - S~! mit S € GL(n;K). Ist
n=1und A= (A),s0istS=(s)und S-A-S!=A,denns-A-s71 = A Derzu A
gehorende Wert A € K kann also nicht verdndert werden. Das fithrt zur Untersuchung
von , Eigenwerten” und , Eigenvektoren”; dazu benétigt man Determinanten, die im
folgenden Kapitel beschrieben werden.



. in sequentibus docebimus,
determinantem huius formae vocabimus.
CARL FRIEDRICH GAUSS

Kapitel 3

Determinanten

3.1 Motivation

Determinanten treten in der Mathematik an verschiedenen Stellen auf. Wir geben hier
einige elementare Situationen an, in denen man auf Determinanten stofst.

3.1.1 Lineare Gleichungssysteme

Zum ersten Mal tauchen Rechenausdrticke in Form von Determinanten bei der Losung
von linearen Gleichungssystemen auf: bei LEIBNIZ 1683 und spater bei CRAMER 1750.
Am einfachsten sieht man das bei zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten:

(1) anxy +apxy =b Ae (ﬂn ﬂ12)
(2) anx1 +axnx; =b ax| A

Dabei setzen wir rang A = 2 voraus, nach 0.3.6 ist das dquivalent zu a11a22 — a12az1 # 0.
Aus der allgemeinen Theorie weifs man, dass es in diesem Fall genau eine Losung
gibt. Um sie explizit auszurechnen, benutzen wir geeignete Umformungen. Da der Fall
ayy = a1p = 0 durch die Voraussetzung rang A = 2 ausgeschlossen ist, konnen wir die
Gleichung ay, - (1) — a2 - (2) benutzen, sie lautet

axnby — apb;
(11090 — ap1a12)x1 = apby — appby, also x; = ————.
a11a — Az1a12

Analog erhidlt man aus ay1 - (2) —ap; - (1)

a1 by —ax by
(11000 — ap1a12)X2 = ap1by — ag by, also xp = ——————.
a11d2 — d1412



282 3 Determinanten

Das kann man mit Hilfe von Determinanten von (2 x 2)-Matrizen so schreiben:

) ()
o by ax B an by
|= 2 T2/ _ ' 2/

= ’ Xy = .
det (ﬂn ﬂ12> det (011 ﬂ12>
a1 4ax a1 4ax

Diese Formeln nennt man CRAMERsche Regel im Fall n = 2.

3.1.2 Flicheninhalt und Orientierung

Bevor wir die allgemeine Theorie der Determinanten starten, soll in diesem Abschnitt
erst einmal ganz elementar die geometrische Bedeutung im R? beleuchtet werden. Sind
v = (ay,a2) und w = (by,by) € R? gegeben, so tragen wir sie als Zeilen ein in die Matrix

S )
A= ( " bz) .
Wie wir schon in 0.3.6 gesehen hatten, sind v, w genau dann linear unabhéngig, wenn

detA :=ayby — ayby £0.

Die naheliegende Frage ist, was der Wert der reellen Zahl det A bedeutet. Der Betrag
hédngt eng zusammen mit dem von v und w aufgespannten Parallelogramm

P::{/\v+yw6]R2 AUER,0<A,u<1}.

Bezeichnet I(P) den Flicheninhalt von P, so gilt das

Lemma [(P)=|detA|.
Beweis

U+ w
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Nach dem Prinzip von CAVALIERI (man denke an die Verschiebung eines Papierstofles)
gilt
I(P) = Grundlinie - Hohe = ||o| - (||w]| - sin®), (%)

wobei ¢ = £(v,w) € [0, 1] den nicht orientierten Winkel zwischen v und w bezeichnet
(vgl. 0.3.3). Um die Formel (*) mit der Determinante in Verbindung zu bringen, geben
wir zwei Wege an.

1. Mit dem Vektorprodukt Dazu legen wir den R? in den R3, d.h. wir betrachten zu v
und w die Vektoren

v’ = (a1,a,0) und w' = (by,b,,0) € R>.

Dann ist ||¢']| = ||o|| und ||@’| = ||w]||, sowie v" x w’ = (0,0,a1b, — azby). Daraus folgt
[0/ x w'|| = |detAl.
In 0.3.7 hatten wir gezeigt, dass |0/ x w'|| = ||¢/|| - ||&’|| - sind, also ergibt sich insgesamt
1(P) = o] - ]| - sin® = ]| - /]| - sin® = [}o/ x /|| = |det .

2. Mit einem Additionstheorem

Wir kénnen v # 0 und w # 0 annehmen (sonst ist I(P) = 0) und diese beiden Vektoren
normieren zu
1 . 1
v = +— -v = (cosa,sina), w; = — -
[[]]

el w = (cosB,sinp).

Bezeichnet P; das von v; und wq aufgespannte Parallelogramm, so gilt nach den ele-
mentaren Regeln fiir Flicheninhalte

I[(P) = [o[| - [[wl - I(Py).
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Daraus folgt aus () und dem Additionstheorem fiir den Sinus, dass

. . . . cosa sinw
I(P)) =sind = |sin( — a)| = |sinfcosa — cos Bsina| = ‘det<cos‘3 sin/%)

Insgesamt erhélt man daraus

ay ap o]l - cosa ||o| ~sinuc)‘
det = |det -
(bl b2>‘ ’ <|w|| ~cosp [lwl| -sinp
—{llol- ] - cosasing — Jo] - ] - sinaccos

= ol o] - et

cosa sinw
) — o]l - llw]| - 1(Py) = 1(P).

cosf sinf

Nachdem der Betrag von det A als Flacheninhalt nachgewiesen wurde, bleibt die Fra-
ge nach einer Interpretation des Vorzeichens von det A. Grundlegend ist die folgende
Beobachtung: Vertauscht man v = (a1,a2) und w = (by,by), so ist

by b a; a
det (ﬂi 612) =biay — bpay = —(a1by — apby) = —det(bi bi)

Bei Vertauschung der Zeilen dndert die Determinante also ihr Vorzeichen. Diese Eigen-
schaft ist bei der Berechnung der Determinanten ein oft unangenehmes Problem, aber
es hat einen sehr wichtigen geometrischen Hintergrund.

Fiir v,w € R? \ {0} hatten wir in 0.3.3 einen unorientierten Winkel erklart durch

(v,w)
£(v,w) := arccos ——r—— € [0, 7]
' o]l - flwl] ~ ™
Um einen orientierten Winkel zu erklidren, konnen wir ||v|| = ||w|| = 1, also

v = (cosa,sina), w = (cosP,sinf) mit w,p€|0,27]

annehmen. Dann ist
Lo(v,w) =P —a €] —2m,2m|

der orientierte Winkel zwischen v und w. Er misst, wie weit man v entgegen dem Uhr-
zeigersinn drehen muss, bis w erreicht ist. Wie oben erhdlt man aus dem Additions-
theorem fiir den Sinus

sin4o(v,w) = detA, wobei A:= (Cosa sm(x)

cosfB sinf

Man kann den orientierten Winkel modulo 27t so reduzieren, dass £, (v,w) € [0,27].
Dann gilt zwischen orientiertem und nicht orientiertem Winkel die Beziehung

Lv,w) =

Lo(v,w) fiir 4o(v,w) € [0, 7|
2 — 4o(v,w) fir 4o(v,w) € [71,27]
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(v,w) ist genau dann eine Basis von R?, wenn det A # 0. In diesem Fall kann man das
Vorzeichen von A als ,Orientierung” interpretieren. Man nennt die Basis (v, w)

positiv orientiert < detA >0,
negativ orientiert 1< detA <0.

Das ist leicht zu definieren, aber nicht ganz so einfach zu verstehen. Die einfachsten
Beispiele sind

1 0

(e1,€2) mit detA:det(O 1

>:1>0 und

(ep,€1) mit detA—det((l) (1)>——1<0.

Die Bezeichnungen , positiv” und ,negativ” sind keine Wertungen, sondern dienen nur
dem Vergleich mit der Standardbasis (e1,e;). Das kann man gut sehen, wenn man v = ¢;
und w = (cos B, sin ) beliebig wihlt. Dann ist det A = sin f und man kann folgende Fille
unterscheiden:

B=0: sinf=0,

(e1,
B €]0,[: sinp >0, (er,w
(e1,
(e1,

w) linear abhéngig,
positiv orientiert,
Bp=m: sinf=0,

B elm2n[: sinp <0,

e1,w) linear abhéangig,

e1,w

—_ — — —

negativ orientiert.

Man kann sich auch vorstellen, dass die Standardbasis (e1,e;) durch eine lineare Abbil-
dung F: R? — R? in (v,w) abgebildet wird. Diese Abbildung wird beschrieben durch
die Matrix

o . . .
A = <C(.)S C9sﬁ) mit det!A = cosasin — cosBsina = det A.
sinae  sinf

Dann heif3t F

orientierungstreu < detA >0,
nicht orientierungstreu :< detA <O0.

Wie sich eine Figur bei einer solchen Abbildung F mit F(e;) = e; und F(e;) = w &ndert,
sieht man an den folgenden Bildern.

w =ey
A w

F

RN
NIPANIPESPVAN

A

Y
Y

E
Y

w = —ep
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Das Ganze kann man auch ,dynamisch” beschreiben. Jede positiv orientierte Basis
(e1,w) kann aus (ej,ey) erhalten werden, indem man e, stetig nach w dreht, dabei blei-
ben e; und der sich drehende Vektor linear unabhéngig. Will man e; nach —e; drehen,
muss der Winkel 0 oder 7t iiberschritten werden, an diesen Stellen werden die beiden
Vektoren linear abhingig. Ganz allgemein kann man zwei Basen des R" ,gleichorien-
tiert” nennen, wenn sie sich stetig ineinander tiberfiihren lassen und eine Basis heifst
positiv orientiert, wenn sie mit der Standardbasis (e, ..., e,) gleichorientiert ist. Auch
diese Eigenschaft kann durch das Vorzeichen einer Determinante kontrolliert werden
(vgl. etwa [F1q, 3.4]).
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3.2 Berechnung von Determinanten

Die Geschichte der Determinanten ist lange und bewegt; eine ausfiihrliche Schilde-
rung findet man etwa bei [MU]. Es gibt noch immer mehrere Richtungen des Zugangs:
Einerseits kann man sie durch Formeln zur Berechnung erkldren und damit die grund-
legenden Eigenschaften nachweisen. Dazu muss man zur Handhabung der Vorzei-
chenprobleme zunéchst Permutationen untersuchen. Andererseits kann man ganz ein-
fache grundlegende Eigenschaften als Axiome formulieren und daraus die wichtigsten
praktischen Verfahren zur Berechnung herleiten. Um das Ganze zu rechtfertigen, miis-
sen anschlieffend Existenz und Eindeutigkeit bewiesen werden. Dann kann man die
Permutationen nicht mehr umgehen. Jeder dieser Wege hat Vorteile und Nachteile. Wir
haben uns hier fiir die axiomatische Methode entschieden, die wohl ausgehend von
WEIERSTRASS von der Gottinger Schule der Algebra konsequent beschritten wurde
und in den klassischen Texten von SCHREINER-SPERNER [S-S] und VAN DER WAER-
DEN [WA] zu finden ist.

3.2.1 Axiome fiir Determinanten

In diesem ganzen Abschnitt bezeichnet K einen beliebigen Korper und 7 eine nattirliche
Zahl ungleich Null. Ist
A= (a;;) € M(n x n;K)

eine quadratische Matrix, so sei a; := (a;1,...,a;,) der i-te Zeilenvektor. Dann kann man
zur Abkiirzung
m

n
schreiben.
Definition Eine Abbildung
det:M(n x ;K) = K, A+ detA,
heif$t Determinante, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

D1  Die Abbildung det ist linear in jeder Zeile von A. Das bedeutet:

a) Ist die Zeile a; eine Summe, d.h. a; = a} + a}/, so folgt

det| a; | =det| af [ +det| af
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b) Ist die Zeile a; ein Vielfaches von a;, d.h. a; = A - a; mit A € K, so folgt
det| a; | =A-det| a

An den mit Punkten angedeuteten Positionen stehen dabei in allen der auftretenden
Matrizen unverindert die Zeilenvektoren ay,...,a;_1,8;11,...,0,.

D2  Die Abbildung det ist alternierend, d.h. falls A zwei gleiche Zeilen hat, so folgt
detA =0.

D3  Die Abbildung det ist normiert, d.h. detE, = 1.

Der Name ,alternierend” fiir die Eigenschaft D2 ist wenig plausibel, er passt eher fiir

D2 Entsteht A" aus A durch Vertauschung von zwei verschiedenen Zeilen, so ist

detA’ = —detA.

Die beiden Bedingungen D2 und D2’ sind fast, aber nicht ganz, dquivalent:

Bemerkung Unter der Voraussetzung D1a) gilt stets D2 = D2’ und im Fall char(K) # 2
auch D2" = D2.

aj; 11]-

Beweis D2 = D2: Sei A=| : | und A’ = | : |, wobei j # i, kiirzer A = (Z') und
LZ]' a; !

ai
ausreichend. Dann folgt durch Addition von nach D2 verschwindenden Determinanten

und D1la)
det A + det A’ = det <ai) + det <ai) + det (a]-> + det (a]->
{lj aj; aj; LZ]'

o a; 11]- - aj; + 11]- o
= det <ﬂj ¥ ﬂi) + det (ai e aj) = det <11i i =0.

A= (aj . Da die Zeilen aufler i und j unbeteiligt sind, ist die kiirzere Schreibweise



3.2.1 Axiome fiir Determinanten 289

D2" = D2: Hat A zwei gleiche Zeilen, so ist die Vertauschung ohne Wirkung, also ist
det A’ = det A. Nach D2’ folgt aber

detA’ +detA =0, also detA-+detA=(1+1) detA=0.

Wegen 1+ 1 #0in K muss detA = 0 sein. u

Die aufgestellten Axiome sind ganz plausibel, aber Existenz und Eindeutigkeit der
Determinante fiir beliebiges 7 ist gar nicht offensichtlich. Fiir sehr kleine 7 ist der Beweis
ganz elementar, das wollen wir ausfiihren.

Der Fall n = 1 ist ganz offensichtlich. Hier ist A = (a) = a - (1); aus D1b) und D3 folgt,
dass det A = a sein muss. Das zeigt die Eindeutigkeit. Definiert man det A := a, so sind
die Axiome erfiillt.

Im Fall n = 2 zeigen wir zundchst die Eindeutigkeit. Ist

_(a b . _ (ae; +bep
A= <C d> , sogilt A= <C€1 +dez) ,
wobei in der zweiten Darstellung die Zeilenvektoren als Linearkombination der kano-
nischen Basis von K? eingetragen sind. Nach D1 gilt

_ €1 ) e
detA =a-det <cel i dez> +b-det <cel i dez>

—a-c-det<el>+a-d.det(“’1>+b-c-det(62>+b-d-det<e2).
€1 (] €1 €

Nach D2 ist det( 1> = det (22> =0, nach D3 ist det<

e el> =1 und nach D2’ ist
€1 2 €2
€2
det (e ) = —1. Also folgt
1

detA = ad — bc. (*)

Damit ist gezeigt: Wenn es im Fall n = 2 eine Determinante im Sinn der Axiome gibt,
dann muss sie von der Form () sein. Nun konnten aber aus beliebig aufgeschriebenen
Axiomen unsinnige Folgerungen entstehen. Also ist noch die Existenz zu zeigen. Dazu
definieren wir entsprechend (x)

a b
det (c d) :=ad — bc,

und es sind die Axiome D1 bis D3 nachzuweisen.
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D1:

!/ " / 1!
det(a +a" b +0b

P ) =(@+d)d—- W +b"c=dd—-bc+a'd-b'c

a/ b/ 11// b//
—det(c d>—0—det(c d>’

Aa  Ab a b
de’c<C d)—Aad—/\bC—A(ad—bc)—A-det(c d)’

und analog fiir die zweite Zeile.

D2: det(“ b):ab—ba:O D3:det<1 0):1—0:1.
a b 0 1

]
Im Fall n =2 und K = R kann man die Axiome fiir die Determinante auch einfach
geometrisch interpretieren. Bezeichnen wir die Zeilenvektoren von A mit v,w, so ha-

ben wir in 3.1.2 gesehen, dass der Betrag von det A gleich der Flache des von v und w
aufgespannten Parallelogrammes ist.

D1a) Die Fliche des Parallelogramms aus v und w’ 4+ w” ist gleich der Summe der Fli-
chen der Parallelogramme aus v und w’, sowie v und w”.

D1b) Die Fliche des Parallelogramms aus v und Aw ist das |A|-fache der Flache des
Parallelogramms aus v und w.

w/ + u)//

A

. . ) w

w
w// \

0 (Y

D2 bedeutet, dass ein aus v und w = v gebildetes ,plattes Parallelogramm” die
Flache 0 hat und D3 bedeutet, dass ein aus v = e¢; und w = e, gebildetes Quadrat die
Fldache 1 hat.

3.2.2 Weitere Eigenschaften der Determinante

Wir werden nun zeigen, dass sich aus den Axiomen ein sehr bequemes Verfahren zur
Berechnung von Determinanten ableiten ldsst. Entscheidend dabei ist die Wirkung von
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Zeilenumformungen der Matrix auf den Wert der Determinante. Die Multiplikation ei-
ner Zeile mit einem Faktor A € K (das ist eine Umformung vom Typ (3)) multipliziert
nach D1b) die Determinante mit A. Nach Eigenschaft D2” andern Zeilenvertauschungen
(d.h. Umformungen vom Typ (1)) das Vorzeichen. Nun zu Typ (2)

D4 Sei A € K und i # j. Entsteht A’ aus A durch Addition der A-fachen Zeile j zur

Zeile i, so ist
det A’ = det A.

Die Determinante bleibt also bei Zeilenumformungen von Typ (2) unverandert.

Beweis Durch die Anwendung von D1 und D2 erhilt man

det A’ = det (”i + Mf) = det <”f) + A -det (”7> = det <”") = detA.
aj aj aj aj

Im Fall n = 2 und K = R bedeutet das geometrisch, dass sich die Flache eines Parallelo-
gramms bei einer Scherung nicht dndert.

v+ Aw

D5 Ist eine Zeile von A gleich Null, so folgt det A = 0.

Das folgt sofort aus D1b). |
Eine Matrix A = (a;;) € M(n x n;K) heifit
obere Dreiecksmatrix, wenn ajj = 0firi>j,

untere Dreiecksmatrix, wenn ;=0 furi <j,
Diagonalmatrix, wenn a;; = 0 fiir i # j.



292 3 Determinanten

D6 Ist A = (a;;) eine untere oder obere Dreiecksmatrix, so ist

detA:ull et Apn.

Beweis Eine obere Dreiecksmatrix ist von der Form

aln ... Aip
A= :
0 Ann
Sind alle Diagonalelemente ay1,...,4,, # 0, so kann man A von unten beginnend durch
wiederholte Zeilenumformungen vom Typ (2) zur Diagonalmatrix
a1 0
A=
0 Ann

machen; nach D4 gilt det A’ = det A. Durch wiederholte Anwendung von D1b) und
schliefllich mit D3 folgt

detA' =aq1 ... apy-detE, =aq1 - ... aun.

Ist mindestens ein a;; = 0, so folgt det A = 0. Das kann man so einsehen: Man wihle das
grofite i mit a;; = 0. Ist i = n, so ist die letzte Zeile gleich Null und det A = 0 folgt aus
D5. Andernfalls betrachte man den unteren Teil der Matrix ab der Zeile i:

O P

Ait1,i4+1

Ann

Mit Hilfe der von Null verschiedenen Eintrage a,, ..., 4;11;+1 kann man durch Zeilen-
umformungen vom Typ (2) die Zeile i von A schrittweise zu Null machen. Nach D4 und
D5 folgt det A = 0.

Ganz analog kann man den Fall einer unteren Dreiecksmatrix behandeln. |

Mit Hilfe von D6 kann man nun ein einfaches Verfahren angeben, Determinanten zu
berechnen. Die theoretische Rechtfertigung wird in 3.2.5 vervollstandigt.

Rechenverfahren Man bringe A durch Zeilenumformungen von Typ (1) und (2) auf Zeilen-
stufenform; das Ergebnis ist eine obere Dreicksmatrix B = (b;j). Ist s die Anzahl der verwendeten
Zeilenvertauschungen, so gilt

detA = (—1)*-detB=(—1) by - ... - bun.
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Beispiel 1

0 3 1 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0

det[2 1 4|=-det[2 1 4|=-det[0 3 4|=-det{0 3 4

1 -1 0 0 3 1 0 3 1 0 0 -3
=-1-3-(-3)=09.

Leider gibt es auch Matrizen, die bei solchen Umformungen sehr heftig auf Rundungen
reagieren:

Beispiel 2 Ist A die HILBERT-Matrix aus 0.5.5, also

1 1

T 3 3

_ |1 1 1 1
A= 3 3 1 |-

1011

3 4 5

so folgt aus den in 0.5.5 durchgefiihrten rationalen Umformungen, dass

1 o 0.46 - 1073,

detA =detA = 7755 = 7160

Rundet man % ~ 0.33, und rechnet man weiter mit Rundung auf 2 Stellen, so erhdlt man

wie in 0.5.5.
detA’ ~detA’ =0.08-0.01 =0.8-103.

Rationale Umformungen von

B A
" 1 33 1 Y 2 17
A" = 5 100 i ergeben A’ = 0 = 20
33 1 1 63
0 i 5 0 0 g0

Daraus erhilt man den exakten Wert:

detA’ =detA” =0.63-10"%.

Aus dem angegebenen Rechenverfahren erhilt man die Eigenschaft

D7 Fir AeM(n x n;K) gilt rangA=n < detA=#0.

Beweis Hat man A auf Zeilenstufenform B = (b;;) gebracht, so ist rang A = n gleichwer-
tig damit, dass die Diagonalelemente by, ..., by, alle von Null verschieden sind. Da

detA =+detB= :l:bu et bnnr

folgt die Behauptung. |
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In spateren Anwendungen benotigen wir noch eine Regel fiir Blockmatrizen:

D8 Sein >2und A € M(n x n;K) von der Gestalt

(A C
A_<0 AZ)'

wobei A; und A; quadratisch sind. Dann gilt

detA = (detAq) - (detAy).

Beweis Durch Zeilenumformungen an A vom Typ (1) und (2) mache man A; zu einer
oberen Dreiecksmatrix By. Dabei bleibt A, unverandert, aus C wird C’. Ist k die Anzahl
der dabei ausgefiihrten Zeilenvertauschungen, so folgt

detA; = (—1)F - detB;.

In der nichsten Etappe mache man analog A, zu einer oberen Dreiecksmatrix B,; dabei
werden By und C’ nicht verdndert. Ist [ die Zahl der dabei ausgefiihrten Zeilenvertau-
schungen, so folgt

detA, = (—1)' - detB,.

Insgesamt erhalten wir als Ergebnis der Umformungen die Dreiecksmatrix
(B (
=% 5)
nach D6 ist detB = (detBy) - (detB;). Da

detA = (—1)* . detB

folgt die Behauptung. |

Man kann quadratische Matrizen addieren und multiplizieren. Dabei entsteht die Frage,
ob die Determinante mit diesen Operationen vertraglich ist. Zunédchst betrachten wir
die Multiplikation einer Matrix mit einem Faktor A € K.

D9 Fir AeM(n x n;K) und A € K giltdet(A - A) = A" - det A.

Beweis In A - A ist jede Zeile mit A multipliziert, also folgt die Behauptung durch n-fache
Anwendung von D1b). ]

Vorsicht! Die quadratischen Matrizen bilden einen Vektorraum; an D9 sieht man, dass
die Abbildung
det:M(n x m;K) — K
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fiir n > 21i. Allg. nicht linear ist. Etwa im Fall K = IF; istjedoch stets det(A - A) = A - det A.

Analog ist es mit der Addition:

D10 Im allgemeinen ist det(A + B) # detA + detB.

Einfachstes Gegenbeispiel ist n =2, A = E; und B = —E; im Fall char(K) # 2.

Umso erfreulicher ist die nicht-triviale Eigenschaft

D11 Determinanten-Multiplikations-Satz Fiir A,B € M(n x n;K) gilt
det(A - B) =detA - detB.

Insbesondere ist det(B - A) = det(A - B) und det(A~!) = (detA)~!, falls A € GL(1;K).

Beweis Der Leser moge diesen Satz erst einmal im Fall n = 2 fiir

A— ( a4 ) und ( bi b2 )
axy  axp by by
durch direkte Rechnung beweisen. Dabei wird deutlich, dass es geschickter ist, etwas
Theorie zu investieren.

Zunéchst eine Vorbemerkung: Die Matrizen A, B ergeben lineare Abbildungen Fy, Fp
und Fy4 o Fgp = F4.p, d.h. man hat ein kommutatives Diagramm

K" FaB K"
N
K}’l

Wie man in der Integrationstheorie lernt, gibt |detA| im Fall K = R die Volumenver-
zerrung bei der Abbildung F4 an. Daher ist die Produktformel fiir die Betrdge der De-
terminanten plausibel. Die Vorzeichen der Determinante hdngen mit der Orientierung
zusammen (vgl. 3.1.2).

Aus obigem Diagramm folgt F4.5(K") C F4(K"), also
rang(A - B) =dimF,4.5(K") < dimF4 (K") = rang A.

Ist rang A < n, so folgt rang(A - B) < n, also gilt det A = 0 und det(A - B) = 0 nach D7.

Ist rang A = n, so folgt A € GL(n;K). Nach 2.4.6 gibt es Elementarmatrizen Cy, ..., Cy so,
dass
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Hilfssatz Ist S € M(n x n;K) beliebig und C € GL(#;K) eine Elementarmatrix, so gilt

det(C - S) = (detC) - (detS).

Beweis des Hilfssatzes ~ Wir unterscheiden entsprechend 2.4.6 drei Typen von
Elementarmatrizen.

(1) Ist C = P(i,j) mit i # j, so ist detC = —1 nach D3 und D2’. Da C Zeilen in S
vertauscht, ist
det(C-S) = —detS = (detC) - (detS).

(2)  IstC=Q,(i,j) miti# j,soistdetC =1 nach D6. Nach D4 folgt
det(C-S) =detS = (detC) - (detS).
(3) Ist C =S5, (i), soist detC = A nach D1 und D3. Daraus folgt
det(C-S) =A-detS = (detC) - (detS).

Damit ist der Hilfssatz bewiesen, und es ist gezeigt, dass die Produktformel gilt, wenn
die links stehende Matrix elementar ist. Also folgt aus (x)

detA = det(C1 (Cye.nns Ck)) =detCy - det(Cy - ... Cy)
=...=detCq ... -detC;

und weiter

det(A . B) = det(C1 . (Cz e Cp- B)) =detCy - det(Cz e G B)
=detCy -...-detCy-detB =detA - detB.

Bei der Definition der Determinante hatten wir die Zeilen der Matrix in den Vorder-
grund gestellt. Dass die Spalten gleichberechtigt sind, folgt aus

D12 Fiirjedes A € M(n x n;K) gilt

det A = det A.

Daraus folgt sofort das

Korollar Alle in 3.2.1 fiir Zeilen formulierten Regeln gelten analog fiir Spalten in einer
quadratischen Matrix. |
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Beweis Zum Beweis von D12 zunéchst ein paar Vorbemerkungen. Der Fall n = 1 ist klar;

firn =2 ist
A— (1111 ﬂlz) und A = <ﬂ11 1121) ,
a1 a2 a2 422
also det A = ay1axp — ajpar1 und det A = 11420 — ap141>. In 3.1.2 hatten wir gesehen,
dass |detA| die Fliche des von den Zeilenvektoren aufgespannten Parallelogramms
angibt. Wegen det A = det A hat das von den Spaltenvektoren aufgespannte Parallelo-

gramm die gleiche Flache. Wie das folgende Bild zeigt, ist das geometrisch nicht ganz
offensichtlich, man beachte dabei die moglichen Scherungen.

(a+b,c+4d)

(a+cb+d)

T (a—%,0)

Fiir allgemeines n betrachten wir zunichst den Fall rang A < n. Dann ist det A = 0 nach
D7 und da nach 2.2.6 Spaltenrang gleich Zeilenrang ist, folgt auch det’A = 0. Im Fall
rang A = n gibt es nach 2.4.6 Elementarmatrizen Cy, ..., Cy derart, dass

A=Cy-...-Cp.
Fiir Elementarmatrizen ist D12 klar:

Ist C = P(i,}), so folgt {C = C.
Ist C = Q,(i,}), so folgt detC = 1 = det’C nach Dé.
Ist C = S, (i), so folgt 'C = C.

Mit Hilfe von D11 erhilt man daraus
det’A = det!(Cy - ... Cy) = (det!Cy) - ... - (det'Cy)
= (detCy) - ... (detCq) = (detCq) - ... (detCy) = det A.
|

Wer noch immer nicht vom Nutzen der Elementarmatrizen iiberzeugt ist, moge die
Regeln D11 und D12 fiir n = 3 mit Hilfe der Regel von SARRUS aus 3.2.5 nachrechnen!
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3.2.3 Permutationen

Zum Beweis von Existenz und Eindeutigkeit der Determinante bendtigen wir eine
subtile technische Vorbereitung. Nach Axiom D3 ist detE,, = 1. Entsteht A aus E,, durch
wiederholte Vertauschungen von Zeilen, so muss nach D2’ gelten, dass

detA = (—1)",

wenn k die Anzahl der hintereinander durchgefiihrten Vertauschungen ergibt. Ist nur
das Ergebnis der Vertauschungen bekannt, etwa fiir n = 3
0 01
A=1[1 0 0],
010

so kann A auf mehrere verschiedene Arten aus E3 durch Zeilenvertauschungen entstan-
den sein, und die Zahl k ist nicht eindeutig bestimmt. Um diese Situation aufzukléren
identifiziert man die Zeilenvektoren von A mit den kanonischen Basisvektoren, also

Diese Matrix kann aus E; durch Zeilenvertauschungen entstanden sein, etwa

€1 €1 €3
Ez=|e|—|e]|— e ]| =4, oder

€3 €2 €2

€1 € es
Es=le|—le|— e | =A

€3 €3 €2

Also folgt det A = (—1)? - detE3 = 1.

Die Zeilen von A sind im Ergebnis entstanden aus den Zeilen von Ez durch die bijektive
Abbildung oder Permutation

0:{1,2,3} =+ {1,2,3} mit ¢(1)=3, ¢(2)=1, ¢(3) =2.
Allgemein kann man eine Permutation
{1,....n} = {1,...,n}

ganz explizit beschreiben in Form einer ,,Wertetabelle”
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Nun konnen wir das Problem formulieren, das in diesem Abschnitt zu 16sen ist:

Bezeichnet eq, . .., e, die kanonische Basis des K" und ist o eine Permutation, so ist zu kliren, ob
als Konsequenz aus den Axiomen fiir die Determinante

€r(1)
det : =41 oder —1

sein muss.
Man beachte dabei, dass Existenz und Eindeutigkeit der Determinante noch nicht be-
wiesen sind! Sonst konnte man den Wert der Determinante schon angeben.

Wir wollen nun jeder Permutation ¢ als Signum (oder Vorzeichen) eine Zahl 41 oder —1
zuordnen, die ein Kandidat fiir den Wert der problematischen Determinante ist. Dazu
betrachten wir alle Paare von Zahlen i,j € {1,...,n}. Ein Fehlstand liegt vor, wenn

i<j aber o(i)>c(j).

So hat etwa 0 = 12 zwei Fehlstande:
31 2
1<2 aber 3>1, und 1<3 aber 3>2.
Es gibt insgesamt @ Paare i < j, also gilt fiir die Zahl r(c) der Fehlstande von o

0 < r(0) g@.

Nun ist das Signum von o erklart durch
signo := (—1)"),

d.h. das Signum ist +1, wenn die Anzahl der Fehlstinde gerade ist, und —1, wenn sie
ungerade ist. Das fiir die Theorie der Determinanten entscheidende Ergebnis ist nun
der

Satz Aus den in 3.2.1 formulierten Axiomen D1, D2 und D3 fiir die Determinante folgt, dass
fiir jede Permutation o von {1,...,n}

gelten muss.
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Es gibt viele Moglichkeiten das zu beweisen; wir wahlen hier einen etwas abstrakten
Weg, der eine tiefere Einsicht in die Eigenschaften von Permutationen vermittelt. Wer
das zundchst tiberspringen mochte, kann gleich in 3.2.5 weiter lesen.

Schon in 1.2.3 hatten wir bemerkt, dass die Menge S, der bijektiven Abbildungen von

{1,...,n} auf sich mit der Hintereinanderschaltung der Abbildungen als Verkniipfung
eine Gruppe ist. Diese symmetrische Gruppe S, hat n! Elemente. Die beiden Gruppen

Si={id} und S —{id,c} mit U—B ﬂ

sind abelsch.

Bemerkung Die Gruppe Sy, ist fiir n > 3 nicht abelsch.

Beweis Es geniigt, ein Beispiel anzugeben. Ist

st 234 om0 (1234 .00
121 3 4 ... n |11 3 2 4 ... n
so folgt
007—1234 " ber TOO'—1234 Moot
T2 31 4 n| ¢ “31 2 4 n '

Man beachte dabei, dass bei der Multiplikation von Permutationen — wie fiir Abbildun-
gen {iblich — erst die rechts stehende Permutation angewandt wird, also

(t00)(i) = (o).

Neben der Gruppe S, betrachten wir auch die Gruppe Z; := {+1,—1} mit der Multi-
plikation als Verkniipfung. Die weitere Behandlung der Permutationen wird viel klarer
durch das grundlegende

Lemma 1 Die Abbildung sign : S, — Zj ist ein Homomorphismus von Gruppen, d.h.

sign(t o o) = (signT) - (signo) fiir o,T€ Sy

Insbesondere ist sign(c—!) = signo fiir alle ¢ € Sj,.
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Beweis Damit sich der Beweis formal schoner aufschreiben lisst, ist es von Vorteil die
Definition des Signums in eine Formel zu verpacken. Nehmen wir das Beispiel

. . [r 2 31 o(2)—0c(1) oc(3)—0c(1) o(3)—0(2)
SIEn “g“[s 1 2] 0(2) —o(D)] Je3) —o(1)] [0(3) - o(2)]
@21-3 2-3 21
T3-13-22-1
@ c2)-c(1) o(3)-o(1) o(3)-c2)
2—-1 3—-1 3-2

Bei Gleichung (1) werden die Fehlstinde gezihlt, bei (2) werden die Werte eingesetzt;
es folgt
signoc=(—1)-(-1)-1=1.

Bei Gleichung (3) wird die Reihenfolge der Nenner den Zihlern angepasst.
Fiir ein beliebiges ¢ € S, folgt mit den gleichen Argumenten
“T7 o(j) —o(i)

i<j ]t

signo , (%)

wobei das Produkt insgesamt “-1) Faktoren hat. Man beachte jedoch, dass — wie im
obigen Beispiel — die einzelnen Faktoren rationale Zahlen sind. Nur das Produkt ist
gleich £1.

Sind nun o, T € Sy, so folgt durch Anwendung der Formel (x)

sign(too) =

HT(U(J’))—T(U(Z’)) e T(e() — (()).Ha(j)—ff(i).

i<j j*i i<j U(]) ( ) i<j jfi

Das zweite Produkt ist gleich signc; also bleibt zu zeigen, dass das erste Produkt gleich
sign T ist, also dass

e T(e(f) — (e (@) HT(l) — (k)

i<j o(j) —o(i) kel Lok

Beide Produkte bestehen aus (%) Faktoren. Fiir einen Faktor von links sind zwei Fille
moglich:

Ist (i) < o(j), so steht er in der gleichen Form mit k = ¢ (i) und I = () auch rechts.

Ist o(i) > o(j), so setzt man k := ¢(j) und [ := o (i). Dann ist

t(e() —tle@) _ (k) —7(l) _ () = 7(k)

o(j) —ol(i k-1 I—k '’

also steht der Faktor im Ergebnis auch rechts. |
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Zum Beweis des obigen Satzes bendtigen wir eine weitere Vorbereitung. Eine Permuta-
tion T € S, heifit Transposition, wenn sie zwei verschiedene Zahlen vertauscht und alle
anderen festldsst. Genauer gesagt, wennesi,j € {1,...,n} gibt miti # j und

j furk=i
T(k)=qi firk=j
k sonst

Zur Abkiirzung schreibt man dafiir T = [i, j]. Dabei ist selbstverstiandlich n > 2 voraus-
gesetzt.

Lemma 2 Sein>2.

a) Fiir jede Transposition T € Sy, gilt T~! = T und signt = —1.
b) Zu jeder Permutation o € S, gibt es Transpositionen Ty,. .., T, so dass

O=T 00T

Wie wir schon an einem Beispiel gesehen hatten, ist die Darstellung als Produkt von
Transpositionen keinesfalls eindeutig. Sind

U:Tlo...o’[r:f{o...ofé
zwei solche Darstellungen, so folgt jedoch aus Lemma 1, dass

signo = (—1)" = (—1)°.
Die Zahlen r und s miissen also die gleiche Paritiit haben, d.h.r =s (mod 2).
Beweis von Lemma 2 Ad a) Die Eigenschaft T=! = 7 ist offensichtlich. Da die Fehl-

stande in einer beliebigen Transposition etwas miihsam zu zdhlen sind, betrachten wir
zunéchst

1 23 ... n
vi=L2A=15 1 3 4
Offensichtlich hat 15 nur einen Fehlstand, also folgt signty = —1. Ist T = [i, ], so ver-

wenden wir ein ¢ € S, mit 0(1) =i und ¢(2) = j. Dann ist
T=cotoco !, undesfolgt signo-signt-signo = —1
nach Lemma 1. Im Fall {i,j} = {1,2} ist T = 79. Isti = 1 und j > 2, so folgt
Ll =[2jeo12]02]].
Im allgemeinen Fall i,j > 2 folgt

il =Ll 2o 1,2]0[2,j] o [1,i.
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Adb) Wir beginnen mit dem Beispiel

123 4
_{3 2 4 1}684'

Esist (1) =3 #1, daher setzen wir 7y := [1,3]. Dann ist

g |t 23 4
2= 2 4 3|

Der nichste Schritt ist ) = [3,4], es folgt
momoor=id, also oc=1o01n.

Im allgemeinen Fall von ¢ € S, mit n > 2 kann man im Fall o = id die Darstellung
o =[1,2] o [1,2] wiahlen. Ist o # id, so gibt es ein kleinstes i; € {1,...,n} mit

o(iy) #i1, also o(i1) >i; und mansetzt 7 :=[iy,0(i1)].

Dannist (13 o 0)(i) =i fiir i < i3, im zweiten Schritt wird i, € {1,...,n} minimal gewéhlt
mit

(moo)(ip) #ip, also (moo)(ip) >ip und T :=[ip, (171 00)(i2)]
gesetzt. Dieses Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten ab, dann ist

1

T,0...oyo0c=1id, also T,o...oy=0¢ ° und oc=T70...0T.

Nach all diesen Vorbereitungen kommen wir nun endlich zum

Beweis des Satzes Gegeben sei also die durch Permutation der Zeilen von E,, entstandene
Matrix
€o(1)
P, :=

€o(n)

Nach Lemma 2 gibt es Transpositionen 1y,...,7,, so dass ¢ = 77 o... o T,. Daher kann P
aus E, erhalten werden, indem man nacheinander die 7, ..., 7y entsprechenden Zeilen-
vertauschungen durchfiihrt. Nach D2" und Lemma 1 folgt

detP, = (—1)" =signo.

Man nennt P, eine Permutationsmatrix. Wir tiberlassen dem Leser den Beweis der ein-
fachen
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Bemerkung Fiir jeden Korper K ist die Abbildung
Sy — GL(m;K), o+~ P,

ein injektiver Homomorphismus von Gruppen. Fiir n > 2 ist er nicht surjektiv.

3.2.4 Die alternierende Gruppe

Wie wir in 3.2.3 gesehen hatten, gibt es in S, Permutationen von positivem und
negativem Signum. Es ist eine naheliegende und fiir die Berechnung von Determinan-
ten wichtige Frage, wie sich die Gruppe S, aus diesen beiden Arten von Elementen
zusammensetzt. Eine Antwort darauf gibt das folgende

Lemma a) Fiir jedes n > 1 ist
Ay = {0 € S, :signo =+1}

eine Untergruppe von Sy, .

b) Fiir n > 2 ist ord A, = sn! und fiir jedes beliebige T € S, mit signt = —1 gilt
SiNA,=A,ot=T10 A,

insbesondere hat man disjunkte Zerlequngen

Sn:AnUAnOT:AnUTOAn.

Die Untergruppe A, C S, heifit alternierende Gruppe.

Beweis Aussage a) folgt sofort aus dem in 3.2.3 bewiesenen Lemma 1.

Zum Beweis von Aussage b) bentitzen wir, dass — wie allgemein in Gruppen — fiir jedes
T € 5, die Abbildungen

S, —8S,0—~cot1, und S, — S, 0c—Too0,

bijektiv sind. Das folgt sofort aus dem Korollar in 1.2.3. Ist insbesondere signt = —1, so
folgt
AnmAnoT:AanoAn =

wieder aus Lemma 1 in 3.2.3. Das ergibt b). u

Fiir n = 3 werden wir die Zerlegung in 3.2.5 explizit angeben.
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3.2.5 Existenz und Eindeutigkeit
Zentrales Ergebnis dieses Abschnitts ist das folgende

Theorem Sei K ein Korper und n € IN*. Dann gibt es genau eine Abbildung
det:M(n x 1;K) = K, A+ detA,
die den Axiomen D1, D2 und D3 aus 3.2.1 geniigt.

Ist A= (a;), s0gilt detA=Y,cs,(signo) ai5(1) - - Ag(n)- (%)

Eine Regel, die der Formel () entspricht, wurde schon von G. W. LEIBNIZ angegeben.
Daher wird (x) oft als LEIBN1Z-Formel bezeichnet. Sie ist niitzlich fiir viele theoretische
Uberlegungen, aber wenig geeignet fiir explizite Berechnungen, da man n! Produkte
mit je n Faktoren summieren muss. Fiir sehr kleine n geht das noch:

n=1: Hierist A= (a) und detA =a.

n=2: &, hat zwei Elemente, also ist

a1 a4
det < = a11422 — A12421.
a1 ax

n=3: Szhat6Elemente. Wir verwenden die Zerlegung S3 = A3 U A3 o T mit 7 = [1,3].

Az besteht aus den Elementen mit Signum +1:

123 123 123
=1 2 3|7 2702 3 1|7 BT (3 1 2|

Die Elemente mit Signum —1 liegen in Az o T:

o123 L[l 23 L[l 23
0'1T—321,0'2T— ,0'3T—213.

Wie man sieht, besteht A3 o T aus Transpositionen. Aus dieser Zerlegung von S folgt

a1 412 413
det | ay1 ax ax | = a1a2a33 + a12a23a31 + a13a21432

31 4z 433 — (13422031 — (11423432 — A12421433.

Das ist die Regel von SARRUS. Man kann sie besonders suggestiv angeben, indem man
die beiden ersten Spalten noch einmal rechts anfiigt:
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ain a2 . a13 . ai . a2
a1 a

i /1123 /021 a

as1 azp as3 as1 azp

2

Die Produkte lings der Parallelen zur ,,Hauptdiagonalen” haben positives Vorzeichen,
die Produkte ldngs der gestrichelten (blauen) , Gegendiagonalen” haben negatives Vor-
zeichen.

n =4: Da ordS; = 24 hat man in der LEIBNIZ-Formel 24 Summanden, das ist fiir
eine Rechnung mit Kopf und Hand schon recht unangenehm. AufSerdem hiite man sich
vor einer Verallgemeinerung der Regel von SARRUS auf n > 4. Man wiirde statt n! nur
2n Summanden erhalten und diese nicht alle mit den richtigen Vorzeichen. Etwa das
Produkt

2 3

4 o
2 3 4 1} mit signo = —1.

a12a73034a41 gehortzu o= [

Man hiite sich auch vor der Illusion, fiir grofiere n bendtige man zur Anwendung der
LEIBNIZ-Formel nur gentigend schnelle Rechner. Da n! Produkte mit # Faktoren addiert
werden, sind (7 — 1) - n! Multiplikationen notig. Ein Superrechner, der pro Sekunde 10°
Multiplikationen ausfiihrten kann, wiirde dafiir folgende Zeiten benétigen:

n | (n—1) -n! | Sekunden

10 | 0.327-10% | 0.0327

15 | 0.183-10™ | 0.183 - 10° ~ 5 Stunden

20 | 0.462-10%0 | 0.462 - 10! ~ 1465 Jahre

25| 0.372-10% | 0.372-10'® ~ 0.118 - 10!! Jahre

Was dabei gar nicht berticksichtigt ist, sind die Additionen (die sind harmlos) und die
Bestimmung aller n! Permutationen (das ist gar nicht harmlos). Diese erschreckenden
Zahlen zeigen, dass die LEIBNIZ-Formel fiir die Berechnung grofierer Determinanten
wenig praktischen Nutzen hat. Dagegen ist sie sehr hilfreich in der Theorie. So zeigt et-
wa die Struktur der Formel, dass der Wert der Determinanten stetig von den Eintragen
abhéngt. Insbesondere bliebt eine invertierbare Matrix bei geniigend kleinen Verande-
rungen der Eintrdge invertierbar.

Beweis des Theorems Er verldauft nach dem Muster des in 3.2.1 ausgefiihren Spezialfalls
n = 2. Zunéchst die Eindeutigkeit. Wir fithren den Beweis so, dass er die LEIBNIZ-Formel
ergibt.
app o a
Sei A= : =1t

Ap1 - Ann an
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wobei a1,...,a, die Zeilenvektoren bezeichnen. Dann ist

a;=aper+...+aye, fur i=1,...,n

Nun wendet man, von oben beginnend, Zeile fiir Zeile die Regel D1 an. Das ergibt

€y €

n a2 n n €2

detA = Z aij, ~det| 43 | = Z aj, - agj, * det | 43

=1 =1 =1 :

ay [
i €

:: Z aljl-...~anjn~det ’ (**)

Jirejn=1 ¢,

also eine Summe von n" Produkten. SchliefSlich muss man die Matrix
€j)
E =
ejn
mit kanonischen Basisvektoren betrachten. Ist die Abbildung
c:{1,....n} = {1,...,n} mit o(k):=ji

bijektiv, so ist o eine Permutation und es folgt aus 3.2.3

detE’ = signo.

Andernfalls ist ¢ nicht injektiv; dann hat E’ mindestens zwei gleiche Zeilen und es folgt
detE’ = 0. Damit wird die Summe (xx) von n" Produkten auf n! Summanden reduziert
und es folgt (). Wenn also die Axiome D1, D2 und D3 erfiillbar sind, dann muss die
LEIBNIZ-Formel gelten.

Zum Nachweis der Existenz wird die LEIBNIZ-Formel zur Definition der Determinante
verwendet und es ist zu zeigen, dass die Axiome erfiillt sind.

D1 Zur Vereinfachung der Schreibweise zeigen wir die Linearitit in der ersten Zeile.

/\ﬂ] ay
as as
det : = Z (Sigl‘lO’) A (1) " D20 (2) "+ " Cno(n) = A - det
. ceSy,
an an
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ay +ay
an )
det : = Z (signor) - (”/10(1) +“/1/a(1)) “A2(2) e+ Ang(n)
. cES)
n

= Z (Sigl‘lO’) . a’w(l) . 5720(2) et am(n)

ceS,
. "
+ Z (51gn¢7) . ala(l) . 020(2) et an(r(n)
eSS,

/ Vi

1 o

a az

=det| . | +det

ay ay

D2 ist etwas komplizierter. Man verwendet das Lemma aus 3.2.4, dass mit jeder belie-
bigen Transposition T € S;; eine disjunkte Zerlegung

S”:AnUAnOT

vorliegt. Da sich der Beweis in den Indizes abspielt, geben wir zunichst ein konkretes
Beispiel mit n = 3. Sei also

a1
A= |a mit a3 =43 und S3=A3UA307 mit 7=][13].
as

Bentitzen wir in der Regel von SARRUS die Gleichungen azj = ay; fir j € {1,2,3}, so folgt

detA = ayjaxaiz + ajpaxan + azaan

— 1342411 — A11423412 — A12421413.

Wie man sofort sieht, heben sich je zwei untereinander stehende Summanden mit ent-
gegengesetzten Vorzeichen auf, und es folgt det A = 0. Man beachte, dass hier die Kom-
mutativitdat der Multiplikation von K benutzt wurde.

Im allgemeinen Fall sei

A=|: mit i#j und a;=a;.

Dann verwenden wir die Zerlegung S, = A, U A, o T mit T = [{,j]. Dann ist

detA = Z aw(l)aw(])— Z ala(T(l))a]U(T(])),

ceA, oAy
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wobei die restlichen Faktoren nicht ausgeschrieben sind. Nun vergleicht man die zu
einem ¢ € A, gehdrenden Summanden aus der linken und der rechten Summe. Da
aj=a;, t(j) =iund (i) = j gilt

Bjo(x(j)) = Yio(i) UNA  @jo(j) = Big(z(i))-

Da alle anderen Faktoren in den beiden Produkten gleich sind, heben sich die beiden
Summanden mit verschiedenen Vorzeichen auf, also folgt insgesamt det A = 0. Man
beachte, dass bei diesem Vergleich der Produkte die Kommutativitdt der Multiplikation
benutzt wurde.

D3 ist ganz einfach, denn fiir A = E,; verschwinden in der LEIBNIZ-Formel alle Sum-
manden mit ¢ # id und es verbleibt detE,, =1-...-1=1. [ ]

Wenn man sich den Beweis von Eindeutigkeit und Existenz der Determinante noch ein-
mal ansieht, so stellt man fest, dass er genauso durchgefiihrt werden kann, wenn die
Eintrdge der Matrix aus einem kommutativen Ring mit Eins stammen. Damit erhélt
man das fiir spatere Verwendung niitzliche

Korollar Sei R ein kommuativer Ring mit 1 und M(n x n; R) die Menge der n x n-Matrizen
mit Eintrigen aus R. Dann gibt es genau eine Abbildung

det:M(n x n;R) — R

mit den Eigenschaften D1, D2, D3 aus 3.2.1. Ist A = (a;;), so gilt die LEIBN1Z-Formel
detA= ) (signo) (1) - D)
ceES),

Die Eigenschaften D4 bis D12 hatten wir fiir Matrizen mit Eintrdgen aus einem Korper
ohne Benutzung der LEIBNIZ-Formel aus D1 bis D3 abgeleitet. Immer dort, wo Zei-
lenumformungen benutzt wurden, muss man auch dividieren kénnen; das geht nur
uneingeschrankt bei Kérpern. Ohne Zeilenumformungen wurden die Eigenschaften

D2’, D4, D5, D9 und D10
bewiesen, dabei waren keine Divisionen nétig. Die Eigenschaften
D6, D8, D11 und D12

kann man auch ohne Divisionen, daftir aber mit mehr oder weniger miihsamen Be-
trachtungen der Permutationen, aus der LEIBNIZ-Formel ableiten. Die Eigenschaft D7
schliefSlich benotigt den Begriff des Rangs einer Matrix, dazu miissen die Eintrage aus
einem Korper stammen.
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In der folgenden Theorie der Eigenwerte werden wir die Eigenschaften D6 und D8 im
Falle eines Polynomrings R = K[X] benutzen. Wir skizzieren kurz, wie man sie ohne
Umformungen auch aus der LEIBNIZ-Formel ableiten kann.

D6* Ist R ein kommutativer Ring mit 1 und A = (a;;) € M(n x n;R) eine obere oder
untere Dreiecksmatrix, so ist
detA = ail ... Apn.

Beweis Ist A eine obere Dreiecksmatrix, so betrachten wir in den Summanden aus der
LEIBNI1Z-Formel zundchst die letzten Faktoren a,,, (). Sie sind alle Null bis auf eventuell
nn. FUr a,_q ;(,_q) ist o(n — 1) = n schon vergeben und es ist a, 1; =0 fiir j <n — 1,
also verbleibt nur o(n — 1) = n — 1. So geht man weiter nach oben, bis ¢(1) = 1, also a1
verbleibt.

Fiir eine untere Dreiecksmatrix verfahrt man analog von oben nach unten. u

D8* Ist R ein kommutativer Ring mit 1 und

_(4 C :
A—( 0 A2>EM(n><n,R)

eine Blockmatrix mit A; € M(k x k;R), so gilt

detA = (detAq) - (detAy).

Beweis Die Voraussetzung Blockmatrix bedeutet, dass
a;j =0 fur i=k+1,..,n und j=1,..k (*)
In der vollen Permutationsgruppe S, betrachten wir die Untergruppe
Sy={ceSu: o({1,..k})={1,..,k}}.

Die Permutationen aus S), lassen damit auch {k + 1,...,n} invariant. Aus Voraussetzung
(*) folgt, dass
detA = Z (Sigl"lO’) . 6110(1) Tt aw(n).

ceS)

Wie man sich leicht tiberlegt, ist diese Summe von k!(n — k)! Produkten gleich
(detAl) . (detAz). |
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3.3 Minoren

Wie wir in 0.5 und 2.4.6 gesehen hatten, kann man zur Losung linearer Gleichungs-
systeme und zur Berechnung inverser Matrizen elementare Umformungen benutzen.
Es gibt als Alternative auch klassische Verfahren mit Hilfe von Determinanten, die wir
hier kurz beschreiben wollen. Sie sind wenig geeignet fiir numerische Rechnungen, aber
niitzlich fiir die Theorie, etwa im Fall K = R oder K = C bei der Frage nach der stetigen
Abhéngigkeit der Losungen eines linearen Gleichungssystems von den Koeffizienten
oder der stetigen Abhingigkeit der Eintrage der inversen Matrix A~! von den Eintra-
genin A.

3.3.1 Die komplementire Matrix

Wir beschrénken uns hier auf eine quadratische Matrix A = (a;;) € M(n x 1;K).

Mit Agj eM((n —1) x (n —1);K) bezeichnen wir die Matrix, die aus A durch Streichen
(d.h. Weglassen) der Zeile i und der Spalte j entsteht. Dann ist die zu A komplementiire
Matrix

A* = (a}) erklartdurch af; = (~1)""/ - det Al

Man beachte dabei die Umkehrung der Indizes i und j. Im Fall n = 2 ist

. a b # d —b Ca# . )
A_(c d)’A —< c a) und A-A" = (ad —bc) - Es.

Das ist ein Spezialfall von folgendem

Satz Istn>2und A €M(n x n;K), so gilt
A-A* = A% . A=detA-E,.
Ist insbesondere A € GL(n;K), so folgt

1

1 #

= -A".
det A

Beweis Neben der (n — 1) x (n — 1)-Matrix Agj betrachten wir die n x n-Matrix

all DY al] ... aln
aj-11 - ai—1,j T Aicln
Agjl) = 0 ... 0 1 0 --- 0
i+11 ait+1,f o Aitln
an1 Anj Ann
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bei der die Zeile i von A durch ¢; ersetzt wurde. Fiir ein beliebiges k € {1,...,n} ist dann

detA firk=i

d tA(l - '
Z”"f ¢ {0 fark #1, )

denn nach D1 ergibt diese Summe den Wert der Determinante der Matrix, die aus A
durch Ersatz der Zeile i durch die Zeile k entsteht. Weiter gilt

detAl) = (=1)""] - det A}, (+)

(1)

denn man kann A ij umformen zu

Dabei werden zunichst die Eintrdge von Agjl) in Spalte j oberhalb und unterhalb der
1 durch Zeilenumformungen zu Null gemacht; das d&ndert den Wert der Determinante
nicht. Die entstandene Matrix kann man durch i — 1 Vertauschungen benachbarter Zei-
len und j — 1 Vertauschungen benachbarter Spalten auf die angegebene Form bringen.
Da (—1)(=D+0=1) = (=1)"*J folgt (+#). Nun kann man den Eintrag von A - A* an der
Stelle (k,i) berechnen, das ist nach (%) und (x)

n
Zak] a;; —Zak 1) detA’ Zakj-detAl(jl)
=1

_ JdetA flirk=/,
o fir k #1.

Also gilt A - A* = det A - E,,. Die Gleichung A* - A =detA - E, folgt analog. u

Beispiel Sei

Dann ist det A = 10 und

af, = det(g _i) 3, al,= —det<_25 _61> =7, afy= det<_35 _63> =-3,

3 7 =3
wsw., also A~1l= 1( 1 -1 9 )
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3.3.2 LAPLACE-Entwicklung

Nach dem Satz aus 3.3.1 gilt fiir den Eintrag von A - A* an der Stelle (i,1)

n n . .
detA = Zaij-aﬁ»: Z(—l)z-‘r] 'ﬂij'detA,‘j (*)
j=1 =1

und analog fiir den Eintrag von A* - A an der Stelle (j, )

n n o
detA = Zﬂi i = Z(—l)l-"_] “Ajj - detAi]'. (%)
i=ll =l

Bei Formel () spricht man von der Entwicklung nach einer Zeilp 1", bei Formel (x*) von
der Entwicklung nach einer Spalte j. Die durch den Faktor (—1)""/ gegebene Verteilung
der Vorzeichen kann man sich dhnlich wie ein Schachbrettmuster vorstellen, etwa im
Fall n = 3:

+ - |+
7+i
+| - |+

In diesem Fall sieht man auch, dass durch die Formeln (%) oder (x%) der Rechenauf-
wand im allgemeinen der gleiche ist, wie bei der LEIBN1Z-Formel. So erhélt man durch
Entwicklung nach der 1. Zeile

a1 a1z 413

a a a a a a
det| ax ax axp | =an 'det< 2 23) —alz'det< 21 23) +a13-det< 21 22)
azp as3 az1 4as3 az  az
az] 4aszy as3

= 0411422433 + 412423431 + 413421432
— 11423432 — A12021433 — 13022031 -

Das ist dieselbe Summe wie nach der Regel von SARRUS. Die Rechnung wird hdchstens

dann einfacher, wenn in einer Zeile oder Spalte moglichst viele Nullen auftreten. So ist
etwa

0 3

det{2 1

1
4)=-3-(—4)+1-(-3)=12-3=9.
1 -1 0
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3.3.3 Die CRAMERsche Regel

Ist in einem linearen Gleichungssystem Ax = b die Matrix A quadratisch und inver-
tierbar, also A € GL(n;K) und b = (by,...,b,), so gibt es nach der allgemeinen Theorie
genau eine Losung x = {(xq,...,x,) und man kann sie berechnen als

x=A"1.p,

denn die durch A definierte lineare Abbildung F, : K" — K" ist ein Isomorphismus. Ist
1 / =
A7 = (a3), sofolgt x;= ;”zj -b;.
]:

Da detA -aj; = (—1)i*. det A%; nach dem Satz aus 3.3.1, folgt

n . .
detA - x; = Z;(—l)”f - bj - det AY;.
]:

Die Summe rechts ist die LAPLACE-Entwicklung der Determinante von A, nachdem
die Spalte i durch b ersetzt wurde. Dieses Ergebnis kann man noch einmal explizit auf-
schreiben:

ayy e a1 byoayign - an
det :

v — Al - Aui-1 by Api+1  *°° Ann
! det A

Das ist die CRAMERsche Regel, die wir fiir n = 2 schon in 3.1.1 gefunden hatten. Sie ist
wenig geeignet zur Berechnung der Losung x, da man n 4+ 1 Determinanten ausrech-
nen miisste. Aber sie zeigt die stetige Abhédngigkeit der Losung x von den Koeffizienten
a;j und b;. Genauer gesagt, sind die x; rationale Funktionen (d.h. Quotienten von Po-
lynomen) in den 4;; und b;. Man sieht auch, dass bei kleinen Werten von det A kleine
Veranderungen der Kooffizienten grole Auswirkungen auf die Losungen haben kon-
nen. Das war schon bei der HILBERT-Matrix A in 0.5.5 zu beobachten gewesen. Nach
Beispiel 2 aus 3.2.2 ist det A = ﬁ.



Eigenvalues are the most important feature
of practically any dynamical system.
GILBERT STRANG

Kapitel 4

Eigenwerte

4.1 Grundbegriffe

4.1.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir erinnern zunéchst an die Darstellung einer linearen Abbildung F : V — W zwischen
Vektorraumen iiber einem Korper K durch eine Matrix. Nach 2.5.3 gibt es stets spezielle
Basen A = (v1,...,v4) von V und B = (wy,...,wy) von W derart, dass

w; furj=1,...,r,
Floj)=9.7 "
0 furj=r+1,...,n

Die darstellende Matrix ist dann in der Normalform

A _(E, 0
Dabei ist ¥ = rang F = dim F(V') der Rang von F. Diese Matrix ist offenbar von nicht zu
iibertreffender Ubersichtlichkeit.

Im Fall einer linearen Abbildung F: V — V, d.h. eines Endomorphismus von V, ist es
angemessen, nur eine Basis B von V zu verwenden und zu versuchen, die Matrix

Mg(F) := MZ(F)

durch geschickte Wahl von B moglichst einfach werden zu lassen. Wie wir schon am En-
de von 2.5.3 gesehen hatten, wird ein Endomorphismus F eines 1-dimensionalen Vek-
torraums V beziiglich jeder Basis B = (v) durch die gleiche Matrix (A) beschrieben.
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Dieser Faktor A gehort also unzertrennlich zu F. Ist dim V = n, so ist ein Endomorphis-
mus F : V — V besonders iibersichtlich, wenn es eine Basis 5 = (v, ...,v,) und Skalare
A, ..., An € K gibt, so dass

F(v1) =A1-01, ..., F(vn) = Ap-0p.
In diesem Fall gilt fiir die darstellende Matrix

A 0
Mp(F) = .
0 An
Wann es so eine Basis gibt, ist ganz und gar nicht offensichtlich, aber diese Frage ist der

Ausgangspunkt fiir folgende

Definition Sei V ein K-Vektorraum und F : V. — V ein Endomorphismus. Ein A € K heifit
Eigenwert von F, wenn es ein v € V gibt mit

v+o und F(v)=A-0.
Einv € V mit v # o heifit Eigenvektor, wenn es ein A € K gibt, so dass

Flv)=A-v.

Vorsicht! Ein Eigenwert kann gleich Null sein, ein Eigenvektor muss vom Nullvektor
verschieden sein. Denn F(0) = A - o fiir jedes A € K.

Die Probleme sind offensichtlich: Wie findet man bei einem gegebenen Endomorphis-
mus eventuell vorhandene Eigenwerte und Eigenvektoren? Bevor wir typische Beispie-
le behandeln, stellen wir die grundlegenden algebraischen Werkzeuge im Spezialfall
V = K" bereit. In diesem Fall kann man den Endomorphismus F durch eine Matrix A
ersetzen. Dann heifst A € K Eigenwert von A, wenn es ein x € K" gibt mit

x#0 und A-x=A-x,
und ein derartiges x heif3t Eigenvektor der Matrix A.
Schliefilich erkldrt man den Eigenraum eines Endomorphismus F von V zu A € K als
Eig(F;A):={veV : Flv)=A-v}CV.
Analog ist fiir eine Matrix A € M(n x n;K)
Eig(A;A):={xeK": A-x=A-x} CK".

Offensichtlich hat der Eigenraum folgende Eigenschaften:
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Bemerkung a) Eig(F;A) C V ist ein Untervektorraum.

b) Eig(F;A) # {o} < Aist Eigenwert von F.

c) Eig(F;A) \ {0} ist die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert A.
d) Eig(F;A) =Ker(F — A -idy).

e) dimEig(F;A) =dimV —rang(F — A - idy).

Aussage e) folgt dabei sofort aus d) und der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen
aus 2.3.4.

Das kann man alles munter definieren; die Frage, wie grof§ diese Eigenrdume sind,
hédngt ganz von F ab. Damit beschéftigen sich die folgenden Abschnitte. Entscheidend
fur die Suche nach Eigenwerten ist das

Lemma Sei A € M(n x n;K) und A € K. Dann gilt:

A Eigenwert von A < det(A—A-E,) =0.

Beweis Zunichst sei bemerkt, dass die Matrix A — A - E;; aus A entsteht, indem man von
allen Eintrdgen in der Diagonale A abzieht. Somit ist etwa

a b a—A b
<c d>_)\'E2_< c d—)\)'

Die Behauptung folgt nun durch eine Kombination von Ergebnissen der vorhergehen-
den Kapitel: Fiir ein A € K ist die Existenz eines x # o mit A - x = A - x dquivalent zu

A-x—A-x=o0
< (A—=A-Ey))-x=o0 nach 2.4.4,
< Das homogene Gleichungssystem (A —A-E,)-x =0
hat eine Lésung x # o nach 2.3.5,
< rang(A—A-E,) <n nach 2.3.5,
< det(A—A-E;) =0 nach D7 in 3.2.2.

Daraus erhilt man sofort das

Korollar Ein Vektor x € K" ist genau dann ein Eigenvektor von A zu A € K, wenn er eine
nicht-triviale Losung des homogenen linearen Gleichungssystems

(A—A-E;)-x=o0

ist. [ |
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41.2 Endomorphismen des R?

Wir beginnen die Suche nach Eigenwerten und Eigenvektoren von Endomorphismen
des R? bei den Drehungen um einen Winkel a. Nach 2.4.3 sind sie beschrieben durch

p = (Cf’s"‘ _Sm"‘> mit € [0,27[.

sinae cosa
Aus der geometrischen Anschauung ist klar, dass es Eigenvektoren nur fiir die Winkel
a = 0und a = 7 geben kann. Fiir a = 0 ist Ay = E», also gilt fiir jeden Vektor x € R?

Ag-x=1"-x,

somit ist jedes x # o ein Eigenvektor von Ay zum Eigenwert 1, also Eig(Ap;1) = R2. Fiir
& = 7T ist

-1 0

Ay = =—F, also Az -x=(-1)-x.

0 -1
Somit ist jedes x # o Eigenvektor von A, zum Eigenwert —1, also Eig(A,;—1) = R?.
Dieses geometrische Ergebnis kann man algebraisch mit Hilfe des Lemmas aus 4.1.1
tiberpriifen. Dazu berechnet man

cosx — A —sina

det(Ay —A-Ep) = det( sine cosa—A

):/\2 — (2cosw) - A+ 1.

Das ergibt die quadratische Gleichung A? — (2cosa) - A + 1 = 0 fiir & mit der Diskrimi-
nante
D = 4cos*a — 4.

Offensichtlich ist D < 0 und D = 0 genau dann, wenn cosx = 1, d.h. « =0 oder a = 7.
Im Fall « = 0 ist

A2 —21+1=0, also A=1 und A—A-E;=o.
Also ist der Losungsraum des entsprechenden linearen Gleichungssystems ganz IR?.
Im Fall & = 77 ist
A24204+1=0, also A=—-1 und A—A-Ey=o.
Auch in diesem Fall ist der Losungsraum gleich R?. Fiir alle anderen Winkel ist D < 0,
also gibt es keine reellen Eigenwerte.

Indem wir in der obigen Matrix A das Vorzeichen der zweiten Spalte umkehren, erhal-

ten wir
_ [cosa  sina

g 1= (sina —coszx) mit « € [0,271].

Aus der Zeichnung sieht man, dass durch B, eine Spiegelung der Ebene an der Geraden
Ly mit dem Winkel 5 bewirkt wird.
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Auch das kann man durch Rechnung bestitigen. Zunachst ist

o cosa — A sina a2
det(By — A - Ep) = det( sin  cosa— )\) =A" -1

Also hat man Eigenwerte A1 = +1 und A, = —1, und zwar unabhéngig vom Winkel «.
Um Eigenvektoren zu Ay = 1 zu finden, hat man das Gleichungssystem

(cosw —1)-x1 +sina-x;=0 1)
sina - x; — (cosa+1)-xp =0 ()

zu losen. Da ein Eigenwert eingesetzt wurde, ist der Rang dieses Systems kleiner als 2,
es gentigt also eine der beiden Gleichungen zu betrachten. Fiir « = 0 erhélt man aus (2)

xp =0, also den Eigenvektor e;.

Fiir « €]0,27t] ist cosa — 1 # 0, in diesem Fall kann man (1) verwenden. Um eine Lésung
zu erhalten setzt man a = 2; dann ist

sin2B =2sinf-cosp und cos2B = cos? B — sin’p.
Benutzt man diese Gleichungen, so folgt (cos2f — 1) - cosp + sin2p - sin f = 0, also ist

t o .«
U1 1= (COSE’SmE)

fur alle w € [0,277] ein Eigenvektor zum Eigenwert Aq = 1.
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Zum Eigenwert A, = —1 erhilt man nach einer dhnlichen Rechnung fiir beliebiges & den
Eigenvektor
t a+m . a+T
vy = <cos 5 sin— ) .

Die beiden Geraden L1 =R - v; und Ly = R - v, sind die Eigenrdume zu den Eigenwer-
ten A und A;.

Nach den Drehungen und Spiegelungen des R? betrachten wir noch den Endomorphis-
mus, der beschrieben ist durch die Matrix

0 -1
c=(y o)
Da det(C — A - Ep) = A%, gibt es nur den Eigenwert A = 0. Die Eigenvektoren dazu sind

bestimmt durch die Gleichung
0- X1 — X2 = 0,

also ist jeder Eigenvektor von der Form v = ¢ - e; mit ¢ # 0. Er ist enthalten im Eigenraum
L =1R-e¢j, das ist der Kern des durch C bestimmten Endomorphismus.

€2
A

Cey Ceq €1

4.1.3 Differentialgleichungen®

Ganz allgemein stellt die lineare Algebra wichtige Hilfsmittel fiir die Analysis bereit.
Speziell helfen Eigenwerte und Eigenvektoren bei der Losung von Differentialgleichun-
gen. Das wird etwa in [FOy, §16] ausfiihrlich dargestellt; wir begniigen uns hier mit
einfachen Beispielen.

Zunichst erinnern wir daran, dass man unter einer differenzierbaren ebenen Kurve eine
differenzierbare Abbildung

¢p:1—>R%t— (;EiD,
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versteht; dabei ist I C R ein Intervall. Der Buchstabe t deutet an, dass man sich unter
¢(t) einen Punkt vorstellen kann, der sich im Laufe der Zeit bewegt. Zu jedem f € I ist

()

der Tangentenvektor an die Kurve im Punkt ¢(t).

Ist zu jedem Punkt p = {(x,y) € R? ein Vektor v(p) € R? gegeben, so spricht man von ei-
nem Vektorfeld oder aus physikalischer Sicht von einem Fluss. Eine besonders einfache
Regel erhilt man durch jede Matrix

AEM@2x2R) und o(p):=A- (;)

Dann kann man I = [0,00] setzen und eine differenzierbare Kurve ¢ : I — IR? suchen mit

p(t)=A-¢(t) furalletelund ¢(0)= (Z)

Das bedeutet, dass die Kurve zur Zeit t = 0 in (};) starten und an jeder Stelle ¢(t) den
Tangentenvektor A - ¢(t) haben soll. Wieder aus der Sicht der Physik setzt man ein Boot
im Startpunkt ein und beobachtet, wie es von der Stromung im Lauf der Zeit getrieben
wird.

Bemerkung a) Fiir jedes Intervall I C R ist die Menge
D := {¢ € Abb(I,R?) : ¢ differenzierbar }

ein R-Vektorraum.
b) Fiir jede Matrix A € M(2 x 2;R) ist die Teilmenge

Lyp={peD:¢=A-¢}CD

ein Untervektorraum.
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Der Beweis ist ganz einfach. Man beachte, dass D unendliche Dimension hat. Wie man
in der Analysis lernt, gibt es zu jeder Anfangsbedingung genau eine Losung; daraus
folgt dim £ 4 = 2 fiir jedes A [FO,, §13]. [ |

Dass Losungen existieren, ist beruhigend, aber man mochte sie auch explizit angeben.
Dazu zunéchst das ganz einfache

Beispiel 1 Fiir eine Diagonalmatrix

A= (%l )? > hatman x(t) =Ay-x(t) und y(t) = Ay -y(£).
2
Die Losungen dazu sind von der Form

Aqt
p(t) = (;Eg) = <Cle/\:t> mit c1,c; € R beliebig.

Ccre

Die Anfangsbedingung

=) e (-

damit wird die Losung eindeutig. Fiir die speziellen Werte A1 = A, = 0 steht der Fluss
still. Fir Ay = Ay = 1ist

Fir Ay =1 und A, = —1 ist das Bild komplizierter. Fiir einen Startpunkt (§) geht der
Weg geradlinig nach unendlich, fiir (2) wird er vom Ursprung angezogen. Alle anderen
Losungswege laufen auf Hyperbeln mit der Gleichung x - y = c1 - ¢2.
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Nach dieser guten Erfahrung mit einer Diagonalmatrix kann man im Fall einer belie-
bigen Matrix A nach Richtungen suchen, in denen Losungskurven auf Geraden durch
den Ursprung verlaufen. Genauer gesagt macht man den ,, Ansatz”

g(t)=e"-v,
wobei A € R und o # v € R? gesucht sind. Eingesetzt in die Bedingung
¢(t)=A-@(t) ergibtdas A-eM-v=eM- A0,

also A-v=A-v,daeM #0. Das ist eine Eigenwert-Bedingung; es entsteht die Frage, ob
sie 1osbar ist.

Beispiel 2 Die Matrix einer Drehung um den Winkel 7 ist

A:<(1) —01).

Fiir den entsprechenden Fluss ¢ = A - ¢ bedeutet das, dass er um den Ursprung kreist.
Nun ist

det(A —A-E) = det<_1/\ :}\) =A% 41,
also gibt es keinen reellen Eigenwert A und somit auch keinen Eigenwert v. Um die
kreisformigen Losungen zu finden, kann man die komplexen Eigenwerte +i verwen-
den (vgl. [FO,, §16]).

A S T T N N NN\
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Beispiel 3 Eine Spiegelung an der Geraden y = x wird beschrieben durch

01
a=(3 o):
Zur Bestimmung der Eigenwerte berechnet man
-A 1 2
det(A — A - Ep) =det 1 A =A—-1=A-1)(A+1).
Also hat man die Eigenwerte A; =1 und A, = —1. Eigenvektoren dazu sind
1 1
v = (1> und v, = <_1).
Daraus erhilt man als Losungen von ¢ = A - ¢
1 et
= /\lt . = t . =
pp=e"1"-v=c¢ (1) (et> und
1 et
g Azt . g —t . =
eenet (5)=()

Die allgemeine Losung ist dann ¢ = c¢1 - @1 + ¢2 - @2 mit ¢1,cp € R. Will man die
-1
2

3

Anfangsbedingung ¢(0) = (3!) erfiillen, so muss ¢; = % und ¢ = —5 sein.

Die Bilder der Vektorfelder sind mit Hilfe von mathe-vital erzeugt.

Mehr tiber die Bedeutung von Eigenwerten in der Analysis findet man etwa bei [STR].
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4.1.4 Das charakteristische Polynom

In 4.1.1 hatten wir einer Matrix A € M(n x n;K) zur Bestimmung der Eigenwerte die
Funktion
K— K, A—det(A—A-E,)

zugeordnet. Wir wollen nun zeigen, wie man allgemeiner fiir Endomorphismen eine
derartige Funktion erhalten kann. Dabei benétigen wir folgendes

Lemma Sei V ein K-Vektorraum mit dim V' < co und zwei Basen A und B sowie F: V —V
ein Endomorphismus. Dann gilt

det M (F) = detM 4(F).

Wegen dieser Unabhingigkeit von der Wahl einer Basis B kann man fiir jeden Endo-
morphismus F von V eine Determinante definieren durch

detF := det Mp(F).
Beweis Wir setzen A := My4(F) und B := Mp(F). Nach 2.5.2 gibt es eine Matrix
SeGL(n;K)sodassB=S-A- S—1 Daraus folgt nach D11 in 3.2.2
detB = detS - det A - (detS) ™! = det A. [

Zu jedem Endomorphismus F von V und A € K kénnen wir G, := F — A - idy erkldren.
Daraus ergibt sich eine charakteristische Funktion von F

xr: K=K, A~ det(Gy).
Ist F beztiglich einer Basis B durch die Matrix A beschrieben, so ist
Xp(A) = det(A —A-Ey),
und diese Definition ist nach obigen Lemma unabhéngig von der Wahl der Basis 5.

Nun entsteht das Problem, wie man die Funktion xr effizient beschreiben kann. Dazu
ersetzt man das beliebig wéhlbare A € K durch die Unbestimmte X. Bei der Berechnung
der Determinante

det(A—X-E,)

tritt aber ein delikates formales und ein unangenehmes praktisches Problem auf. Die
Eintrdge in der Diagonalen von A — X - E;; sind nicht mehr Elemente von K, sondern
lineare Polynome

a1 — X, .. ,ann — X € K[X], alsoist A—X-E, € M(n x n;K[X]).

Da K[X] kommutativer Ring mit 1 ist, kann man det(A — X - E,;) entsprechend dem
Korollar aus 3.2.5 nach der LEIBNIZ-Formel berechnen. Damit ist
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P, :=det(A— X - E,) € K[X]

ein Polynom. Fiir die praktische Berechnung der Determinante P, entstehen gravieren-
de Probleme, weil sie nicht mehr auf Zeilenumformungen zurtickgefiihrt werden kann:
durch lineare Polynome darf man nicht ohne Weiteres dividieren. Wie man doch noch
mit Umformungen zum Ziel kommen kann, wird anschlieffend in einem Beispiel be-
schrieben.

Entsprechend seiner Definition beschreibt das Polynom P4 die charakteristische Funk-
tion xr. Ist der Kérper K unendlich, so folgt nach Korollar 2 aus 1.4.4, dass das Polynom
P4 dadurch eindeutig bestimmt, und somit unabhangig ist von der Wahl der Basis B.
Im allgemeinen Fall kann man wie oben B = SAS~! mit S € GL(n;K) benutzen. Dann
kann die Unbestimmte X € K[X] wie ein Skalar behandelt werden, somit ist
Pg=det(B— X -E,;) =det(SAS™' — X - (SE,S71)) =
=det(S(A—X-E,)S ') =det(A - X-E,) = Py4.

Dabei hat man allerdings die Rechenregeln fiir Matrizen aus 2.4.4 und den Determinan-
ten-Multiplikationssatz D11 aus 3.2.2 fiir Matrizen mit Eintrdgen aus K[X] verwendet.

Als Ergebnis halten wir schliefilich fest:

Satz Sei V ein K-Vektorraum mit einer Basis B, F : V. — V ein Endomorphismus und
A := Mg(F). Dann ist
Pr:=det(A - X-E,) € K[X]

ein Polynom vom Grad n und diese Definition ist unabhingig von der Wahl der Basis B.
Die Nullstellen von Pr sind die Eigenwerte von F.

Pr heifdt das charakteristische Polynom von F.
Fiir eine Matrix A ist P4 := det(A — X - E,;) das charakteristische Polynom von A.

Fiir sehr kleine n ist die Berechnung des charakteristischen Polynoms ganz einfach. Im
Fall n =2 ist

a1 — X aip
det = (a1 — X)(an — X) —apa
( iy . —X) (a11 )(ax ) 12421

= X* — (a11 + a) X + (a11020 — a1pan).

Ftir n = 3 erhdlt man mit A = (a;;) nach der Regel von SARRUS

det(A — X - E3) = (a1 — X)(ax — X)(as3 — X) + a12a23031 + a13a21432
—a13(ax — X)as — (a1 — X)axazy — a2az (as3 — X)
= —X° + (a11 + ax + a33) X?
— (a11a22 — ar2az1 + a11a33 — a13a31 + axa33 — ax3a32) X + det A.
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Wie man sieht, ist der Koeffizient von X eine Summe von speziellen Minoren von A. Im
allgemeinen Fall erhdlt man durch Anwendung der LEIBNIZ-Formel aus 3.2.5

det(A—X-E;)= (a1 —X) ... (amn — X) + Q,

wobei der erste Summand zur Identitdt in S, gehort, und Q alle anderen n! — 1 Sum-
manden enthilt. Wie man leicht sieht, enthilt Q keine Terme mit X" und X"~1, somit
ist deg Q <n — 2. Also hat das Polynom

PA = det(A -X- En) = ann + b‘rz—lxni1 +...t b1X+ bO

die Koeffizienten

by = det A.
Man nennt

spur(A) :=ay; +... +am €K

die Spur der Matrix A. Die anderen Koeffizienten by,...,b,_» sind nicht so leicht auszu-
rechnen und haben keine speziellen Namen.

Da der konstante Koeffizient von Pr gleich detF ist, folgt sofort das

Korollar Genau dann ist 0 € K ein Eigenwert von F, wenn detF = 0. [ ]

Fiir groflere Matrizen ist die Berechnung des charakteristischen Polynoms mit Hilfe der
LE1BNIZ-Formel recht miihsam. Man kann sich auf die Berechnung von Determinanten
beschrédnken, in denen die Unbestimmte X nicht vorkommt, das geht mit elementaren
Umformungen.

Beispiel Sei

-5 1 6 6

=12 2 12 12
A= 1 1 0 -2

-4 0 4 6

Von Py = X* + b3 X% + by X2 + b1 X + by kennt man schon die Koeffizienten
by =—spurA=—-3 und by=Py(0)=detA=-8.

Um die fehlenden Koeffizienten bq,b, zu bestimmen, setzt man in P4 fiir X zwei von
Null verschiedene Argumente ein, etwa 1 und 2. Die Berechnung von zwei Determi-
nanten mit Hilfe von Zeilenumformungen ergibt

Py(1) =det(A—E;) =0 und Py(2) =det(A—2-E4)=0.
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Durch Einsetzen dieser Werte in P4 erhdlt man
1-3+by+b—8=0 und 16 —24+4b, +2b; —8=0.
Das ergibt die linearen Gleichungen
by +b,=10 und by +2b, =38
mit der Losung b; = 12 und b, = —2. Also folgt
Py=X*—3x3-2X2+12X - 8.

ODb es Eigenwerte gibt, hangt davon ab, ob das charakteristische Polynom P Nullstellen
hat, und das hingt ab vom Korper K. Im Fall K = C zerfdllt P nach dem Fundamen-
talsatz der Algebra in Linearfaktoren, im Fall K = R muss es bei geradem Grad von P
nicht einmal eine einzige Nullstelle geben. Die 2 x 2-Matrix aus Beispiel 3 in 4.1.3 ist
symmetrisch, hier gibt es reelle Eigenwerte. Das ist kein Zufall:

Bemerkung Ist A € M(2 x 2;R) symmetrisch, so zerfillt P4 in reelle Linearfaktoren.

a
b

quadratischen Polynoms ist gleich (a + ¢)? — 4(ac — b?) = (a — ¢)? + 4b% > 0. |

Beweis Ist A= < i), so folgt Py = X2 — (a+c¢) X + (ac — b?). Die Diskriminante dieses

In 5.3.5 zeigen wir, dass diese Aussage tiber P4 fiir beliebig grofie symmetrische reelle
Matrizen gilt.
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4.2 Diagonalisierung und Trigonalisierung

4.2.1 Diagonalisierbarkeit

Nun stehen die wesentlichen Hilfsmittel bereit, um die Frage zu kldren, wann ein
Endomorphismus durch eine Diagonalmatrix dargestellt werden kann.

Definition Sei V ein K-Vektorraum mit diimV =n < oo und F : V — V linear. F heifit
diagonalisierbar, wenn V eine Basis B = (vy,...,v,) besitzt, die aus Eigenvektoren von F
besteht.

Das bedeutet, dass es zu jedem v; ein A; € K gibt, so dass F(v;) = A; - v;. Das ist gleich-
wertig mit der Bedingung

M 0
MB(F): ’

d.h. die darstellende Matrix ist diagonal.

Analog heif3t eine Matrix A € M(n x n;K) diagonalisierbar, wenn die durch A erklarte
lineare Abbildung
Fp:K'"—=K' x— A-x,

diagonalisierbar ist. Nach 2.5.2 ist das gleichwertig mit der Existenz einer Matrix
S € GL(n;K), derart dass

M 0
SAS_lz P

d.h. eine Diagonalmatrix ist.

Fiir die Diagonalisierbarkeit gibt es eine offensichtliche notwendige Bedingung.

Bemerkung Ist F:V — V diagonalisierbar, so zerfillt das charakteristische Polynom Pr in
Linearfaktoren, d.h.
Pp=£(X—MA)...- (X—An),

wobein =dimV und Aq,...,A, € K.

Beweis Nach dem Lemma aus 4.1.4 kann man zur Berechnung des charakteristischen
Polynoms jede Basis von V verwenden, insbesondere eine Basis B aus Eigenvektoren.
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Dann ist

M —X 0
Pr = det(Mg(F) — X - E,) = det =M =X) oo (Ay — X).

Dass die angegebene Bedingung an das charakteristische Polynom nicht hinreichend
ist, sieht man an dem ganz einfachen

Beispiel Ist A € K beliebig und

A= ()0\ i), SO fOlgt PA = (X _ )\)2, also ‘u(PA,)\) _y

Also ist A der einzige Eigenwert. Ein Eigenvektor v = (x1,x,) muss die Bedingungen
x2 = 0 und x; # 0 erfiillen. Daher gilt fiir den Eigenraum

Eig(A;A) =K - ey,

also gibt es keinen von e; linear unabhingigen Eigenvektor, somit kann A nicht diago-
nalisierbar sein.

In obigem Beispiel hatten wir eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms der Viel-
fachheit 2 (vgl. 1.4.4). Besonders angenehm ist der Fall, dass alle Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms einfach sind:

Satz iiber einfache Eigenwerte IstdimV =n, F € End(V) und
Pr=2t(X—A1) oo (X = Ap)

mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., Ay, so ist F diagonalisierbar.

Diese Bedingung ist offensichtlich in obigem Beispiel nicht erfiillt.

Der Beweis ergibt sich sofort aus dem etwas allgemeineren

Lemma Eigenvektoren vy, ..., vy, einer linearen Abbildung F : V — V zu paarweise verschie-
denen Eigenwerten Ay, ..., Ay, sind stets linear unabhingig. Insbesondere ist m < dim V.

Beweis des Lemmas Wir fithren Induktion tiber m. Im Fall m = 1 hat man einen Eigen-
vektor v; # o, er ist linear unabhingig. Sei m > 2 und

0191 + -+ + Qm-1Ym—1 + QmUm = 0. (%)
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Nun der kleine Trick: Auf (x) kann man einerseits F anwenden, andererseits mit A,
multiplizieren. Das ergibt

01MU + oo+ 01 A —19m—1 + OuAmUm =0 und
01Am01 + - + O —1AmVm—1 + QmAmUm = 0.

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen erhélt man
01(M —Am)or + .o+ om-1(Am—1 — Am)m—1=0.
Nach Induktionsannahme sind vy, ..., v;,—1 linear unabhéngig, also folgt
01 M —Am)=...=0m-1(Ay-1—Am)=0 und o1 =...=0,_1=0,
denn die A; sind paarweise verschieden.

Aus Gleichung (*) wird 0,,v,; = 0; wegen v, # o folgt schliefilich auch ¢,;, = 0. [ |

Korollar Jede symmetrische reelle 2 x 2-Matrix A ist diagonalisierbar.

a
b

dann verschiedene Eigenwerte hat, wenn

Beweis Ist A = ( i), so hatten wir in der Bemerkung aus 4.1.4 gesehen, dass A genau

D:=(a—c)*+4b* > 0.

Ist D = 0, so muss b = 0 sein, also ist A schon eine Diagonalmatrix. [ ]

In 5.3.5 werden wir zeigen, dass die Voraussetzung n = 2 {iberfliissig ist.

4.2.2 Geometrische und algebraische Vielfachheit

Bei dem Beispiel einer nicht diagonalisierbaren Matrix A aus 4.2.1 hat P4 eine doppel-
te Nullstelle A, dagegen liegen alle Eigenvektoren auf einer Geraden. Wir werden in
diesem Abschnitt zeigen, dass sich auf diese Weise das Hindernis gegen die Diagonali-
sierbarkeit aufdecken lasst.

Zunéchst erinnern wir an die Definition des Eigenraums
Eig(F;A)={veV : Flv)=A-v}CV

eines F € End(V) zu A € K, und die in 4.1.1 zusammengestellten Eigenschaften. Aus der
Definition folgt sofort, dass

Eig(F;A1) NEig(F;A2) = {0}, falls A; # Ay,

Weiter sollte man folgendes bedenken:
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Bemerkung Sind vy,v, Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten Aq,A;, so ist v1 + vy
kein Eigenvektor.

Beweis Angenommen es gibt ein A € K, so dass
F(v1 +v2) = A(v1 + v2).
Nach Voraussetzung ist F(v1) = A1v; und F(vy) = Apvy, daraus folgt
(A —A)vg 4+ (A — A)vy =o.

Nach dem Lemma in 4.2.1 muss Ay — A = A; — A = 0 sein, das ist wegen A1 # A, unmog-
lich. |

Nun nennt man die Zahl
d(F;A) := dimEig(F;\)
die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A von F. Dabei ist zu bedenken, dass A im

Fall d(F;A) = 0 kein Eigenwert von F ist.

Kurz ausgedriickt: Die geometrische Vielfachheit d(F;A) ist die maximale Zahl linear
unabhéngiger Eigenvektoren zu A € K.

Im zweiten Schritt betrachten wir das charakteristische Polynom Pr von F. Es gestattet
eine Zerlegung
Pr=(X=A1) - (X=Am) - Q

wobei Aq,..., Ay € K die Nullstellen von Pr in K sind, und Q € K[X] keine Nullstellen
in K hat. Offensichtlich ist

0<m<n=dimV und m+degQ=n.

Nun kann es vorkommen, dass Pr mehrfache Nullstellen hat, d.h. die A4,...,A;; miissen
nicht alle verschieden sein. Fasst man gleiche Nullstellen zusammen, so erhilt man bei
passender Nummerierung die neue Zerlegung

Pr=(X—A)"- .. (X=Ap)*-Q,

mit paarweise verschiedenen Ay, ..., Ay, sowie rq,...,rx > 1 und rq + ... + 1y = m. Die
Zahl
u(PrA) =r fur i=1,..k

ist die Vielfachheit der Nullstelle A; von Pr, sie heifst algebraische Vielfachheit des Ei-
genwerts A; von F. Ist Pr(A) # 0, so kann man y(Pr; A) = 0 setzen. Dann ist

0=d(F;A) = u(Pp;A).
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Entscheidend ist der Zusammenhang zwischen geometrischer und algebraischer Viel-
fachheit von Eigenwerten.

Lemma Ist F:V — V linear, so gilt fiir jeden Eigenwert A von F

1<d(F;A) < u(Pp;A) < dim V.

Beweis Zur Berechnung des charakteristischen Polynoms benutzen wir eine Basis
B=(v1,...,94,9441,-..,0n) vonV

derart, dass (vy,...,v;5) mit d = d(F;A) eine Basis von Eig(F;A) ist. Nach dem Basis-
Erganzungs-Satz in 2.2.2 ist das moglich. Dann ist nach D8* in 3.2.5

_ B B A-E;j—X-Ey | x
Pr =det(Mp(F) — X En)det< : | C—X~End>
= (A= X)¥.det(C—X-E,_y4).
Daraus folgt u(Pg;A) > d. ]

Dass die Extremwerte angenommen werden konnen, zeigt das folgende

Beispiel Sei

A1 0
A1
A= € M(n x m;K)
1
0 A

mit A € K beliebig. Offensichtlich ist
Py=(A—X)", also u(Ps;A)=n.
Der zu A gehorige Eigenraum ist bestimmt durch das lineare Gleichungssystem
xp=0,x3=0,..., x,=0.
Also ist Eig(A;A) = K- e1, und d(A; 1) =1 fiir beliebige A € K.

Mit Hilfe des obigen Lemmas konnen wir nun das zentrale Ergebnis tiber die Diagona-
lisierbarkeit beweisen.
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Theorem Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n < co. Eine lineare Abbildung F: V — V
ist genau dann diagonalisierbar, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

a) Das charakteristische Polynom P zerfillt in K[X] in Linearfaktoren, d.h.
Pr= :i:(X—/\l) et (X—An) mit Aq,...,Ay € K.

b) Fiir jeden Eigenwert A von F ist d(F;A) = u(Pg;A), d.h. die geometrische Vielfachheit ist
gleich der algebraischen Vielfachheit.

Beweis Sind A4, ..., Ay die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F, so setzen wir
di:=d(F;A;) und r;:=pu(F;A) fur i=1,...k

Ist F diagonalisierbar, so muss nach der Bemerkung aus 4.2.1 die notwendige Bedin-
gung a) erfiillt sein, daraus folgt sofort

r1+...+re=n=degPr. (%)
Aufierdem gibt es eine Basis aus Eigenvektoren, daraus folgt

di+...+dy=n=dimV. (k%)
Da weiter nach dem obigen Lemma d; < r; fiir alle i ist, folgt d; = r; aus (*) und (xx).

Zum Nachweis der umgekehrten Richtung miissen wir eine Basis von V aus Eigenvek-
toren angeben. Dazu wéhlen wir zu jedem i € {1,...,k} eine Basis

(Ugi),...,vg)) von Eig(F;\;).
Nach den Voraussetzungen b) und a) ist

di+...+dy=r1+...+r=n=dimV.
(@)

Also gentigt es zu zeigen, dass all diese n Vektoren v j Zusammen linear unabhéngig

sind. Sei also fiiri = 1,...,k mit Qgi),..,,gg) €K

i

w; 1= Qgi)vgi) +...+ Q‘(ii_)vg) und wi+ ...+ wr=o.

1

Es ist zu zeigen, dass wy = ... = wy = o, dann folgt aus w; = o, dass alle Koeffizien-
(7)
]

mit 1 <[ < k. Dann sind diese w; # o Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten Aq,...,A;. Nach dem Lemma aus 4.2.1 sind sie linear unabhingig, das ist

ein Widerspruch zu w; + ... + w; = o. u

ten ¢;’ verschwinden. Angenommen einige der w; wéren nicht Null, etwa wy, ..., w;
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Aus der Sicht dieses Theorems ist der Satz aus 4.2.1 ganz klar: Bei n verschiedenen
Eigenwertenistry =... =r, =1, wegen 1 <d; <r; folgtd; =r;.

Man kann dieses Theorem noch etwas anders formulieren, indem man den Begriff der

direkten Summen und den Satz aus 2.2.5 verwendet.

Korollar Eine lineare Abbildung F : V — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn
V =Eig(F;AM) @ ... ® Eig(F; Ay),

wobei A1, ...,Ay die verschiedenen Eigenwerte von F sind. |

Damit diese Darstellung als direkte Summe moglich ist, muss es geniigend viele Ei-
genwerte geben, und die Eigenrdume dazu miissen die maximal mégliche Dimension
haben. Man beachte, dass es aufSerhalb der k Eigenrdume von F keine weiteren Eigen-
vektoren gibt, das sieht man wie in obiger Bemerkung.

4.2.3 Rechenverfahren zur Diagonalisierung

In diesem Abschnitt wollen wir die Diagonalisierung eines Endomorphismus aus der
Sicht des Matrizen-Kalkiils betrachten. Wir beginnen mit einer diagonalisierbaren Ma-
trix A € M(n x n;K). Dazu gibt es eine Diagonalmatrix D mit den Eigenwerten A4, ..., A,
von A in der Diagonalen und eine Matrix S € GL(#;K) derart, dass das Diagramm

K" A K"
5| s
K" = K"

kommutiert, d.h. D =S - A - S~!. Die Matrix S ist dadurch festgelegt, dass fiir eine Basis
B = (v1,...,v,) aus Eigenvektoren von A

S-vi=¢e;, also v;=51.¢.

Man kann also eine derartige (nicht eindeutig bestimmte) Matrix S~ ! berechnen, indem
man eine zuvor bestimmte Basis aus Eigenvektoren als Spalten eintragt. In Koordinaten
aufgeschrieben bedeutet das:

Ist v; = f(cq;,...,cni) € K" Eigenvektor von A, so ist

-1
c11 ... Cin /\1 0

S=|: : und S-A-S'=D=

Cul  --- Cnn 0 An
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Fiir einen Endomorphismus F eines Vektorraums V wahlt man eine beliebige Basis A
von V. F ist genau dann diagonalisierbar, wenn A := M 4(F) diagonalisierbar ist. In
diesem Fall erhdlt man ein kommutatives Diagramm

A

\F/
| AN

D

Dabei werden D und S wie oben aus A erhalten, und die Eigenvektoren von F aus der
Basis B = (vy,...,v,) sind durch

v = CIDA(S*1 -;)

bestimmt. Anders ausgedriickt: Die Spalten von S~! sind die Koordinanten der v;
beziiglich der zu Beginn vorgegebenen Basis A.

Beispiel Um nicht viel rechnen zu miissen, betrachten wir die recht einfache Matrix
2 0 0
=[(3 5 —3|eM(3x3R).
6 6 —4
Das charakteristische Polynom ist
Pp=—(X—-2)-(X>—X—-2)=—(X—-2)2-(X+1).
Daraus folgt fiir die algebraischen Vielfachheiten

U(Pa;—1)=1 und wu(Py;2)=2.

Den Eigenraum zu A = —1 erhélt man als Losungsraum des Gleichungssystems
3JC1 = 0
3xp + 6x — 3x3 = 0
6x1 4+ 6x2 — 3x3 = 0

vom Rang 2, ein Eigenvektor dazu ist v; = £(0,1,2), also folgt
Eig(A;—1) =R - 0.
Zu Ay =2 erhdlt man das Gleichungssystem

37 4+ 3x» — 3x3 = 0
6x1 + 6x — 6x3 = 0
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vom Rang 1. Linear unabhéngige Eigenvektoren dazu sind

02 ="(1,0,1) und v3="-1,1,0);
Eig(A;Z) =R-vp+R-v;3.

Also ist A diagonalisierbar, und man erhélt

01 -1 -1 -1 1 -1 0 0
st=(10 1] s=l2 2 -1|, s-A-s'=|l0 2 0
21 0 1 2 -1 0 0 2

Man beachte wieder, dass S nicht eindeutig bestimmt ist. Verwendet man zum Eigen-
wert Ap = 2 die Eigenvektoren

wy =%2,0,2) und w, =(1,-1,0),

und zu Ay = —1 den Eigenvektor ws = (0, 3,1), so erhilt man
2.0 0 2.1 0 11 =3
T-A-T'=(02 0] mit T"'=(0 -1 1| und T=[-1 -2 1
0 0 -1 2 0 1 -2 -2 2

4.2.4 Trigonalisierung®

Wie wir in 4.2.3 gesehen hatten, gibt es vom Korper K unabhingige Hindernisse gegen
die Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus oder einer Matrix. In diesem Abschnitt
wollen wir untersuchen, wann sich statt einer Diagonalmatrix wenigstens eine Drei-
ecksmatrix erreichen ldsst. Das ist niitzlich fiir viele Anwendungen, etwa bei Systemen
linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten (vgl. etwa [FO,, §14]).

Zundchst wollen wir das Problem prazise formulieren: Gegeben sei ein Endomorphis-
mus F eines endlich-dimensionalen Vektorraums V. Gesucht ist eine Basis B von V
derart, dass die darstellende Matrix D = Mp(F) eine obere Dreiecksmatrix ist, also

D=(dj) mit d;;=0 far i>j.
Nach der Transformationsformel aus 2.5.2 bedeutet das fiir eine Matrix A € M(n x n;K)
die Existenz einer Matrix S € GL(n;K) derart, dass
S-A-S'=D
eine obere Dreiecksmatrix ist.

Zuniéchst wollen wir tiberlegen, was die Existenz einer darstellenden Dreiecksma-
trix fur die geometrischen Eigenschaften eines Endomorphismus bedeutet. Sei also
dimV =n, F € End(V) und B = (vy,...,v,) eine Basis von V derart, dass

din -+ di

Mp(F) = Lo
0 dpn
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Das bedeutet fiir die Bilder der Basisvektoren
k
F(v1) =dnoy, ..., F(oy) =diyv1 + ...+ dpuvy,  allgemein  F(og) =) dyo;.
i=1

Definieren wir in V fiir k =0, ...,n die Untervektorraume
Vi :=Span(vy,...,vx), so folgt

{o}=VycVycC...CcV,=V,dimV; =k und F(V;) C V4. In einer solchen Situation
sind folgende Bezeichnungen {iblich

Definition Ist F: V — V ein Endomorphismus, so heif$t ein Untervektorraum W C V
F-invariant, wenn
F(W)CW.

Eine Kette Vy C V4 C ... C V, C V wvon Untervektorriumen eines Vektorraums V mit
dim V' = n heifit Fahne, wenn

dimV, =k fiir k=0,...,n.
Eine Fahne heifit F-invariant, wenn

F(Vk) c Ve fﬁ?’ k=0,...,n.

Der Name , Fahne” ist wohl auf folgendes Bild zurtickzufiihren:

Wi

Vo
Lemma Fiir einen Endomorphismus F von V sind folgende Bedingungen dquivalent:

i) Es gibt eine Basis I3 von V derart, dass Mp(F) eine obere Dreiecksmatrix ist.
ii) Es gibt in V eine F-invariante Fahne.

Beweis i) = ii) haben wir schon oben gezeigt.
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ii) = i): Wir beginnen mit einem Vektor o # v; € V; und ergédnzen ihn nach dem Basis-
Ergénzungssatz aus 2.2.2 zu einer Basis (v1,72) von V5. Das Verfahren wird fortgesetzt
bis zu einer Ergdnzung einer Basis

(v1,...,v,-1) vonV,_ zu einer Basis B = (vy,...,0,) vonV.
Ist Mg(F) = (d;;), so folgt
dp=0 fir i>2 aus F(V3)CW,
und weiter — Schritt fiir Schritt — fiir k =2,...,n
dg=0 fir i>k+1 aus F(V;)C V.

Also ist Mg (F) eine obere Dreiecksmatrix. [ |
Nach diesen Vorbereitungen die grundlegende

Definition Ein Endomorphismus F eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V heift
trigonalisierbar, wenn er die dquivalenten Bedingungen des obigen Lemmas erfiillt.

Nach diesen vorbereitenden geometrischen Erlduterungen das zentrale Ergebnis:

Theorem Sei V ein K-Vektorraum, dimV = n und F € End (V). Dann gilt: F ist genau dann
trigonalisierbar, wenn das charakteristische Polynom Pr in Linearfaktoren zerfillt, d.h.

PFIZE(X—/\l)(X—)\n) mit AM,..., Ay €K

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra in 1.4.6 folgt sofort das wichtige

Korollar Jeder Endomorphismus eines endlich-dimensionalen C-Vektorraums ist trigonali-
sierbar. |

Beweis des Theorems Wir verwenden die Bedingung 7) des obigen Lemmas. Ist F trigo-
nalisierbar, so gibt es eine Basis B von F derart, dass Mg(F) = D = (d;j) eine obere
Dreiecksmatrix ist. Daraus folgt nach D6* aus 3.2.5

dyp—X -+ diy
Pp:det :(dll_X)'~--'(dnn_X)-
0 dpyn — X

Also zerfallt Pr in Linearfaktoren.
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Die umgekehrte Richtung ist schwieriger, wir fithren Induktion tiber n = dim V. Fiir
n = 0 ist nichts zu beweisen; fiir n = 1 ist jede Matrix Dreiecksmatrix.

Sei also n > 1, und die Aussage fiir n — 1 schon bewiesen. Zum Eigenwert A; wéhlen
wir einen Eigenvektor o # v; € V, und wir setzen

Vi:=K-v, CV.

Nach dem Basis-Ergénzungssatz aus 2.2.2 gibt es eine Basis B = (v1,w»,...,wy,) von V.
Wir setzen
B = (ws,...,w,) und W :=Span(B’).

Dann ist offensichtlich V = V; & W eine direkte Summe (vgl. 2.2.5) und dimW =n — 1.
Entscheidendes Problem ist nun, dass W nicht F-invariant sein muss. Um die Indukti-
onsannahme anwenden zu konnen, betrachten wir die Beschrankung F|W von F auf W,
das ist eine lineare Abbildung

FIW: W—V.

Um daraus einen Endomorphismus von W zu erhalten, benutzen wir fiir jedes w € W
die eindeutige Zerlegung des Bildes

Flw)=F(w)+G(w)e Ve W=V.
Auf diese Weise erhalten wir aus F|W zwei lineare Abbildungen

FFW—=V, und G: W—>W.

F(\1) Wy

Das Ganze kann man durch die darstellenden Matrizen beschreiben:
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M M| by - by

O !
Ms(F)=| . | ME(Flw)| = (@)
0 0 °

Dabei ist Fy (w;) = by; - v fiir j = 2,...,n. Ftr die charakteristischen Polynome gilt nach
den Rechenregeln fiir Determinanten (D8* aus 3.2.5)

PF::E(X—Al)'PG, also PG::E(X—)\z)(X—/\n)

Da dimW = n — 1, konnen wir die Induktionsannahme auf G anwenden. Danach gibt
es eine Basis B” = (vs,...,v,) von W derart, dass Mg (G) eine obere Dreiecksmatrix ist.
Auflerdem ist

A= (v1,03,...,04)

eine Basis von W, und somit ist auch

eine obere Dreiecksmatrix

Es gibt elegantere und abstraktere Beweise des Trigonalisierungs-Theorems, aber der
gerade durchgefiihrte elementare Beweis durch Induktion ergibt auch eine Anleitung
zur schrittweisen expliziten Berechnung der Trigonalisierung. Fiir die nétigen Basis-
Ergénzungen kann man das Rezept aus 2.2.4 benutzen.

Beispiel Sei F : R® — R3 beschrieben durch die Matrix

3 2 -1
A=12 4 -1
5 6 -1

Zunichst berechnet man
Pr=—(X3—6X%>+12X —8) = —(X —2)°.

Also ist A = 2 der einzige Eigenwert mit j¢(Pr;2) = 3. Zur Bestimmung von Eig(F;2) hat
man das homogene lineare Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix

1 2 -1

A—2-Es=[2 2 -1
5 6 -3
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zu losen. Es hat den Rang 2 und es folgt
Eig(F;2) =R-v; =:V; mit o =0,1,2).
Also ist F nicht diagonalisierbar. Eine Zerlegung R®> = V; & W erhilt man zum Beispiel
mit
W :=Span(wy,w3), wenn w;:=e; und w3:=ep.

Um Mp(F) beziiglich der Basis B := (v, wy, w3) zu bestimmen, berechnet man

F(Ul) = 201/

F(LUQ) = (3,2,5) = 501 +3ZU2 — W3,

2
F(Wg,) = t<2/4,6) = 30v1 4 2wy + ws.

Daraus folgt

3

2
1

-1

[CSINTIS;]

2
Mp(F)=1|0
0

Im zweiten Schritt betrachten wir die aus F entstandene Abbildung G: W — W. Ist

B’ := (wy,w3), so folgt
3 2
MB/(G) :(_1 1> =: B.
2

Nun berechnet man P = det(B — X - E3) = (X — 2)? und
Eig(G;2) =R-v; mit ©vp:=%2,-1,0) € W C R
Im dritten Schritt betrachten wir die Basis
A:=(v1,00,03) mit v3:=ws3=e;.
Dann ist eine F-invariante Fahne im R® gegeben durch
{0} =V C Span(v;) C Span(vy,v;) C Span(vy,v2,v3) = R>.

Tragt man die Basis A als Spalten in eine Matrix ein, so erhdlt man

0 2 0 00 3
St=(1 -1 1|, s=(J 0 0| und
2 0 0 3 1 —3

2 2 3
MA(F):S-A~51:(0 2 1)::1).
00 2

Das ist eine obere Dreiecksmatrix mit den Eigenwerten in der Diagonalen.
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Die F-invariante Fahne und damit auch die Transformationsmatrix S, sowie die Drei-
ecksmatrix D, sind keinesfalls eindeutig bestimmt. Wahlt man etwa die Basisvektoren

vy =v; =%0,1,2), v5 =(1,0,1) und v} =%(—1,1,0),

so ist durch V] = Span(v}), V} = Span(v},v5) und Vj = (v},v},0}) eine F-invariante
Fahne gegeben, und fiir

01 -1 -1 -1 1 210
Tl=(1 0 1 ist T=| 2 2 —=1| und T-A-T'=|0 2 1
21 0 1 2 -1 00 2

Wie man auf die besonders einfache Form dieser letzten Dreiecksmatrix kommt, wird
in den folgenden Abschnitten erldutert.

4.2.,5 Zerlegung in Hauptraume*

Wie wir in 4.2.4 gesehen hatten, kann man jeden Endomorphismus, dessen charakteris-
tisches Polynom in Linearfaktoren zerfallt, beziiglich einer geeigneten Basis durch eine
obere Dreiecksmatrix

AMoapp e a1
A= 0 A
: Ap—1,n
0 --- 0 A

beschreiben. Der Beweis war recht elementar gewesen, aber das Ergebnis ist fiir viele
Anwendungen verbesserungsbedtirftig. In der Diagonalen von A miissen die Eigen-
werte stehen, daran ist nicht zu riitteln. Aber was oberhalb der Diagonalen steht, kann
vereinfacht werden. Setzen wir

0 ap a1y
M 0
D:= und N:= 0 0 ,
0 An : o An—1n
0 --- 0 0

soist A =D + N, wobei D eine Diagonalmatrix ist. Berechnet man die Potenzen N¥ von
N, so folgt leicht aus den Regeln fiir die Multiplikation von Matrizen, dass N* = o fiir
k > n. Allgemein nennt man eine quadratische Matrix B nilpotent, wenn es ein k € IN*
gibt, so dass

B =o.

Dem entsprechend heifst ein Endomorphismus F nilpotent, wenn es ein k € IN* gibt
derart, dass F¥ = o.
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Etwa bei der Losung von Systemen linearer Differentialgleichungen ist es moglich, fiir
eine quadratische Matrix A die Matrix

expA = Z EA
k=0""
zu verwenden. Zur Berechnung von A¥ kann man versuchen, eine Zerlegung A = D+ N
zu verwenden. Dann ist etwa
A>=(D+N)-(D+N)=D?>+D-N+N-D+N?.

Das bringt nur dann eine Vereinfachung, wenn D - N = N - D. Nehmen wir als Beispiel

(A1 ) v (0 M n_ (0 A
A—(O Az)’ soist D N—(O 0) und N D_<0 O)’

also D - N = N - D genau dann, wenn A; = Aj.

In diesem Abschnitt geben wir eine Methode an, wie man den nilpotenten Anteil N von
A so vereinfachen kann, dass insbesondere D und N kommutieren. Der Schliissel zum
Erfolg ist eine Verallgemeinerung der Eigenrdume eines Endomorphismus.

Sei also F Endomorphismus eines K-Vektorraums V mit dimV = n < co. Fiir jeden Ei-
genwert A von F war der Eigenraum erklart als

Eig(F;A) =Ker(F — A -idy) C V.

In jedem Fall gilt dimEig(F;A) < u(Pr;A) =:r, und F ist genau dann diagonalisierbar,
wenn Pr in Linearfaktoren zerféllt, und fiir jeden Eigenwert A die obige Ungleichung
eine Gleichung ist. Wenn das fiir ein A nicht der Fall ist, kann man versuchen den Ei-
genraum durch eine Verallgemeinerung zu vergrofiern. Ist G := F — A - idy, so gilt fiir
die Potenzen von G offensichtlich

KerG C KerG? C ... C KerG'.

Es wird sich nun zeigen, dass die Definition eines verallgemeinerten Eigenraums, oder
kurz eines Hauptraums
Hau(F;A) :=Ker(F — A -idy)"

von F zum Eigenwert A mit r := y(Pr; A), erfolgreich ist.

Satz iiber die Zerlegung in Hauptraume Gegeben sei ein Endomorphismus F eines
K-Vektorraums V mit dimV < oo derart, dass

P]:::l:(X—/\l)rl-...-(X—)\k)rk, wobei  Aq,...,Ar €K
die paarweise verschiedenen Nullstellen von Pr sind. Dann gilt:

a) 1 <dimEig(F;\;) < dimHau(F;A;) =1; firi=1,... k.
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b) V=Hau(F;A1) & ... ® Hau(F;Ay).

¢) Die Hauptriume Hau(F;A;) sind F-invariant.

d) F hat eine Zerlequng F = Fp + Fn, wobei Fp diagonalisierbar und Fy nilpotent ist;
weiter gilt Fp o Fyy = Fy o Fp. Insbesondere gibt es eine Basis I3 von V derart, dass

;

MB(F) = "o, ’
0 MEr + N
wobei die Matrix N; € M(r; x ri;K) fiiri=1,...,k nilpotent ist. Insgesamt ist
Mg(F)=D+N, mit D-N=N-D,

wobei D Diagonalmatrix und N nilpotent ist.

Zur Vorbereitung des Beweises des obigen Satzes betrachten wir einen Eigenwert A = A4

von F der Vielfachheit r = r{, und setzen G := F — A - idy. Es folgt

PGIin'(ngz)-..m(X*Qk) mit ¢;=A; — Ay #0.

Also ist ji(Pg;0) = r. Da Hau(F;A) = Hau(G;0) = KerG’, ist es angebracht, die Kerne

Ker G/ und die Bilder Im G/ := G/ (V) zu betrachten. Man hat die Ketten

{o} CKerGCKerG?C...CKerG/ C...CV,
VOImGDOImG*>...DImG >... D {o},

denn aus G/(v) = o folgt GI*1(v) = G(G/(v)) = G(0) = 0 und aus w = G/I*1(v) folgt
w = G/(G(v)). Da dimV < oo, miissen die beiden Ketten stationdr werden, d.h. es gibt

minimale s; und s mit

KerG't!l =KerG" und ImG2H! =ImG*.

In dieser Situation gilt ein
Lemma von FITTING

a) 51 =sp =: s und Ker G+ = Ker G°, ImG*** = Im G® fiir alle i € N.
b) Die Riume Ker G° C V und Im G® C V sind G-invariant.

¢) (G|KerG®)* = o und G|ImG® ist ein Isomorphismus.

d) V=KerG® @ ImG°.

e) s <r=u(Pg;0) und Ker G° = Ker G" = Hau(G;0).
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Aus Teil e) ist ersichtlich, dass man bei der Bestimmung des Hauptraums schon mit der
Potenz s < r auskommt. Dass s < 7 sein kann, sieht man etwa an dem Beispiel

010
A=|0 0 O mit s=2 und r=23.
0 0O

Beweis des Lemmas Fiir beliebiges j betrachten wir das Diagramm

. j .
Ker G/ = \% C ImG/
ml ' Iu
. i+1 ,
KerGitl— S sy Y gt

Nach der Dimensionsformel aus 2.3.4 ist
dimKerG/ + dimImG/ = dim V = dimKer G/*! 4+ dimIm G/*1.
Daraus folgt Ker G/ = Ker G/ < ImG/™! =Im G/, also 51 = s5.

Weiter hat man fiir beliebiges j eine Einschrankung G|Im G/ : Im G/ — Im G/*!, die sur-
jektiv ist. Also ist G|Im G® ein Isomorphismus, daraus folgt

ImG*™" =ImG® und somit KerG*'' =KerG?’.
Ad b) Istv € Ker G?, so ist G*(v) = o, also auch G°(G(v)) = G(G°(v)) = o.
Istv € ImG®, soist v = G*(w), also G(v) = G°(G(w)).
Ad ¢) G°(v) = o, falls v € Ker G®. Die zweite Aussage wurde schon unter a) gezeigt.
Ad d) Da dimKer G®* + dimIm G* = dim V, gentigt es nach 2.2.5 zu zeigen, dass
KerG° NImG® = {o}.
Istv € KerG° NImG®, soist G°(v) = o und v = G°(w) fiir ein w € V. Also folgt
0=G*(v) =G*(w), weKerG¥=KerG® und v=G*(w)=o.

Ade) Ist U := Ker G* und W :=ImG?, so folgt wegen d), dass

Da G|W ein Isomorphismus ist, muss Pg| (0) # 0 sein, daher ist X" ein Teiler von Pgy;.
Da (G|U)® = o, ist G|U nilpotent, also kann P, keine von Null verschiedene Nullstelle
haben, damit ist Pg|y = £X" und dimU = r. Die Ungleichung s < r folgt aus einer
allgemeinen Eigenschaft nilpotenter Endomorphismen (Bemerkung in 4.2.6), wenn wir
noch (G|U)*~! # o gezeigt haben. Das ist aber klar, denn aus (G|U)*~! = o wiirde folgen,
dass U = KerG® C KerG*~ 1, im Widerspruch zu Ker Gl cKerGs. [ ]
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Beweis des Satzes iiber die Zerlegung in Hauptriume Wir fithren Induktion tiber die Zahl
k > 1 der verschiedenen Eigenwerte. Zu A; definieren wir G := F — A; - idy. Dann ist
wie schon beim Lemma von FITTING bemerkt

#(Pp; A1) = u(Pg;0) =r1 und Hau(F;A1) = Hau(G;0) = KerG® = Ker G".
Weiter hat man nach dem Lemma eine Zerlegung
V=U®W mit U=Hau(F;A;) und W=ImG".

Die beiden Summanden sind G-invariant, also wegen F = G + Ay -idy auch F-invariant.
Im Fall k =11ist U =V, also G nilpotent; damit ist der Induktionsanfang erledigt. Fiir
den Induktionsschluss betrachten wir F|W. Da

Pry = £(X —A2)"2 .- (X = M),
konnen wir die Induktionsannahme auf F|W anwenden:
W =Hau(F|W; ;) @ ... @ Hau(F|W;Ay),

damit sind die Aussagen a), b) und c) bewiesen. Zum Beweis von Aussage d) betrachten
wir zundchst einen Eigenwert A; und den zugehorigen Hauptraum

U;:=Hau(F;A;) und Gj:=F —A;-idy.

Dann ist F|U; = G;|U; + A; - idy,, und da nach dem Lemma von FITTING (G|U;)"i = o,
gibt es eine Basis von U; derart, dass F|U; beschrieben wird durch eine Matrix

Ai+En+N; und N/ =o.

Offensichtlich gilt
/\i'Er,"Ni:Ai'Ni:Ni'Ai'Eri- (*)

DaV =U; @ ... ® Uy, erhilt man insgesamt eine Basis B von V derart, dass Mp(F) die
angegebene Gestalt hat. Die Beziehung D - N = N - D folgt aus (*) nach den Regeln fiir
die Multiplikation von Matrizen (man kann késtchenweise multiplizieren). |

Insbesondere fiir die Anwendungen bei der Losung von Differentialgleichungen ist es
wichtig, dass die darstellende Matrix — wie bei der Trigonalisierung — zu einer oberen
Dreiecksmatrix gemacht werden kann.

Zusatz In jedem Hauptraum U = Hau(F;A) kann man eine Basis B’ derart wiihlen, dass
My (F|U) eine obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis Sei G := F|U — A -idy, also F|U = G + A - idy;. Wie im Beweis des Lemmas von
FITTING betrachten wir die Kette

{o} CKerG C KerG? C ... C KerG" = U.
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Wir starten mit einer Basis By von KerG, ergédnzen sie zu einer Basis B, von Ker G?,
u.s.w., bis eine Basis B’ := BB, von U erreicht ist. B hat die behauptete Eigenschaft, denn
ist v in B; enthalten, so ist

G'(v) =0, also G(v)eKerG' .

Somit ist G(v) durch 5;_; darstellbar. [ |

Dieses Verfahren benutzen wir in den folgenden Beispielen.

Beispiel 1 Zunichst betrachten wir die ganz einfache obere Dreiecksmatrix

01 1
A={0 0 1 | eM@Bx3R).
0 01
Esist —Py = X3 — X?=X?(X—1), also pu(P4;0)=2 wund u(Ps;1)=1.
Da Eig(A;0) = Span(e ), ist A nicht diagonalisierbar. Mit Hilfe von
0 0 2
A*=10 0 1
0 01
erhilt man (eq,e;) als Ergédnzung von (e ) zu einer Basis von Hau(A;0). Weiter ist

Hau(A;1) = Eig(A;1) = Spanf(2,1,1).

),sofolgt
1 0 -2 01 0
s=10 1 -1 und S-A-S'=[0 0 0 |.
00 1 00 1

Damit sind die beiden storenden Eintrdge 1 oberhalb der Diagonalen in A beseitigt.

O O =
S = O
—_ = N

Setzt man nun S$~1 = (

Etwas mehr Rechnung erfordert

Beispiel 2 Sei
9 -1 9 =5
26 —2 32 -—-18
A= 7 1 _7 5 |€ M(4 x 4;R),
-4 1 -5 6

also Py = X* — 6X3 +13X? — 12X +4 = (X —1)?- (X — 2)%. Es ist

rang(A — Eg) =rang(A —2-E4) =3,



4.2.6 Nilpotente Endomorphismen* 349

daher ist A nicht diagonalisierbar. Indem man die entsprechenden Gleichungssysteme
16st, erhélt man Eigenvektoren

v =%1,4,-1,-1) zuA;=1und v, =%1,3,-1,—-1) zui, =2.

Um die Eigenrdume Eig(A;1) = R - v; und Eig(A;2) = R - v, zu den Hauptrdumen zu
erweitern, bendtigt man die Matrizen

5 -1 -7 -2 20 1 -25 8
o |22 -3 —28 -6 |74 4 92 30
(A-E)°=1 & | g o | wd (A-2E)°=| 0 | o, g

9 1 11 2 17 -1 21 =7

Neben v1 bzw. v haben die entsprechenden Gleichungssysteme die davon linear unab-
hidngigen Losungen

wy ='0,-2,0,1) und w,="%0,-7,1,4),

also erhilt man Basen (v1,w;) von Hau(A;1) und (vp,w;) von Hau(A;2). Tragt man sie
als Spalten in eine Matrix ein, so ergibt sich

1 0 1 0 2 1 -1 2
~ 4 —2 3 —7 3 0 —4 1
1_ _
5 10 -1 1| 573 1 1 pf ud
1 1 -1 4 1 0 1 0
1 -3 0 0
01 0 0
. .712
5-A-S 0 0 2 —4
0 0 0 2

Wie man die darstellende obere Dreiecksmatrix durch einen noch besser organisierten
Aufbau der Basen in den Hauptrdaumen weiter vereinfachen kann, wird im folgenden
Abschnitt behandelt.

4.2.6 Nilpotente Endomorphismen*

In 4.2.5 war die Frage offen geblieben, wie man nilpotente Matrizen und Endomor-
phismen auf eine besonders einfache Form bringen kann. Offensichtliche Beispiele fiir
nilpotente Matrizen sind obere oder untere Dreiecksmatrizen mit Nullen in der Diago-
nalen. Es gibt aber auch andere, wie etwa

’ 1 01 0
A= mit A2=o0 oder A=|0 0 0 mit A% =o.
4 2 100
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Besonders einfache nilpotente Matrizen sind die JORDAN-Matrizen

0 1 0
0 1
Jm == e M(m x m;K),
0 1
0 0

wobei K ein beliebiger Koérper und m € IN* ist. Dabei ist J; = (0). Fiir die JORDAN-
Matrizen gilt
Jk+0 firk=0,...,m—1und J"=o.

Das sieht man besonders einfach, indem man die Wirkung des durch |, definierten
Endomorphismus F von K" auf der kanonischen Basis betrachtet:

F(em):em,l,F(em,l):em,z,...,F(ez):el und F(El)IO,

also Fk(em) =e, pfurk=0,...,m —1und F"(e,) = 0. Dass die Indizes riickwirts lau-
fen, liegt an der Konvention, JORDAN-Matrizen als obere Dreiecksmatrizen zu erkléren.
Bei unteren Dreiecksmatrizen wiirden die Indizes aufsteigen.

Ist allgemeiner F : V — V ein nilpotenter Endomorphismus, d.h. F¥ = o fiir ein k € N*,
so gibt es zu jedem o0 # v € V ein minimales / € N* derart, dass F/(v) = o. Das [-Tupel

(v,F(v),F*(0),...,F'"1(0))

nennt man einen JORDAN-Strang. Ganz einfach aber wichtig ist die

Bemerkung Jeder JORDAN-Strang ist linear unabhingig.

Beweis Angenommen
1ov + 1 F(0) 4+ ...+ wy_1FF 1 (v) =0 mit pug,...,1u_1 €K, (*)
und y, 20 fir ein 7 € {0,...,] — 1}. Dann kénnen wir r minimal wahlen, und F'~1~" auf

(*) anwenden. Das ergibt 41, F'~1(v) + 0+ ... 4 0= 0,im Widerspruch zu F/~1(v) #0. =

Insbesondere folgt fiir jeden nilpotenten Endomorphismus F von V, dass Fk = o fiir
k =dimV. Um den Zusammenhang mit den darstellenden Matrizen zu sehen, ordnen
wir einen JORDAN-Strang in umgekehrter Reihenfolge zu einer Basis

B=(F1(v),...,F(v),0)

des Untervektorraums Z := Span(B) C V an. Dieses Z ist F-invariant, und offensichtlich
ist Mg(F|Z) = J; eine JORDAN-Matrix. Wegen der speziellen Art der Operation von F
auf B nennt man Z einen zyklischen Unterraum.

Nun stehen alle Hilfsmittel bereit fiir das zentrale Theorem iiber die
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Normalform von nilpotenten Endomorphismen  Sei V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum und F : V — V ein nilpotenter Endomorphismus mit k := min{l € N* : F = o}.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen dy, ..., dy € IN mit dy > 1 und

k-dg+ (k—1)-dy_q+...+dy =dimV,

sowie eine Basis B von V bestehend aus dy + dy_1 + ... + d1 JORDAN-Stringen derart, dass

Jk

di-mal

Jk 0

Je-1
dy_1-mal
MB(F) = ]k—l

0 J

d1-mal.

J1

Beweis Wir behandeln zunédchst einen ganz einfachen, aber lehrreichen Spezialfall: Gibt
esin V einen JORDAN-Strang (v, F(0v),...,F"~1(v)) der Lange n = dim V, so ist nach obi-
ger Bemerkung
B = (F"1(v),..,F(v),0)

eine Basis von V, und es gilt Mg(F) = J,. In diesem Fall ist k = n, d, =1 und
dy,—1 = .. =d; = 0. Im allgemeinen kann man nun versuchen, eine Basis aus mehre-
ren JORDAN-Strangen aufzubauen. Jeder Vektor 0 # v € V erzeugt einen solchen Strang,
die Lange hiangt von v ab. Um die verschiedenen Striange nach ihrer Linge sortieren zu
konnen, betrachten wir zundchst die Kette von Untervektorraumen

{o}=VycWViC...CV, 1 CV=V,
wobei V} := KerF! ¢ V.Im Fall k = 1ist F = o, sei also k > 2. Es ist klar, dass
F(V)cVi_y fur 1=1,...k

denn aus F/(v) = o folgt F/~1(F(v)) = 0. Da Vi_; & V,, gibt es einen Untervektorraum
{0} # Wi C Vj derart, dass
Vie=Wr @ Vi_1q.

Um eine passende Zerlegung Vj._1 = Wi_1 @ Vj_, zu erhalten, betrachtet man zunachst
die Einschrankungen

F|Vk2Vk—>Vk71 und F|Wk2Wk—>Vk,1.
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Entscheidend sind nun die Eigenschaften
F|W; ist injektiv und  F(W) N Vi, = {o}.

Das ist aber klar, denn ist 0 # w € Wy, soistw ¢ Vj_1, also folgt 0 # F* 1 (w) = F¥"2(F(w))
und somit F(w) # o, sowie F(w) ¢ Vi_».

In Vi_4 betrachten wir die Untervektorrdaume F(W) und V_». Da V_» ® F(W}) & V4
sein kann, wahlt man einen weiteren geeigneten Untervektorraum Uy 1 C Vj_, derart,
dass

Vie1= Vi 2 ® U1 © F(Wy).

Dann kann man Wj._1 := F(W;) @ Uy_1, insbesondere W; := V4 wihlen.

Durch Fortsetzung dieser Konstruktion erhélt man analog fiir I =1,...,k — 1 Zerlegun-
gen

Vi=Vigt®W, mit Wy =U & F(Wyy1)

und injektive Abbildungen F|W; 1 : W, 1 — W,. Fiir k = 3 kann man das schematisch
so skizzieren:

V=1U @ FlW) o FFW;) @ U, @& FW;) & Ws

Allgemein aufgeschrieben erhélt man die Zerlegungen

V:Vk:Vk,l@Wk:Vk,z@Wk,l@Wk:...:Wl@...@Wk.

Um die gesuchten JORDAN-Strange zu finden, betrachten wir die folgende Anordnung
der Summen:
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We = Wi

Wi = F(Wp) @ U1

Wio = F(Wy) & Flq) & U

V\:lz = Fk‘Z:(Wk) ) Fk‘3(:llk_1) ) o FU) @ U

W, = FF1w) @ FF2(Uy) @ .. @ FA(U3) @ F(h) & U

Dabei bildet die Abbildung F jede Zeile injektiv in die folgende Zeile ab; die letzte Zei-
le geht nach Null. Insbesondere ergeben die Einschrankungen von F eine Folge von
injektiven Homomorphismen

W = Wi — ... > Wi
Ist dy:=dimW; >0 wund d;j:=dimU;>0 firl/=1,..,k—1,sofolgt
dlmV:kdk+(k—1) ‘dk,1+...+d1.

Wihlt man eine Basis
(ng), .. .,Ug;)) von W;.

und fiirl =1,...,k — 1 Basen
von U,

so erhalt man entsprechend obigem Diagramm die in folgendem Schema sichtbaren
senkrecht verlaufenden JORDAN-Strange:

(k) (k)

0", ., Vg,
k k k-1 k-1
F(vg )), e, F(v{gk)), vg ), e, vb(ik,l)

k—1
Ff), . Ry,
,'k ,:k _ :k—l _ :k—l 1 1
1), ., Plel), P2l ), L FY), ol o)

Dabei stehen die Basen von Wy, ..., Wy in den Zeilen. Jeder der senkrecht verlaufenden
JORDAN-Strange erzeugt einen zyklischen F-invarianten Unterraum Z.
Istm:=dy+dy_1+...+dq,soist

V=2,0...0Zn
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direkte Summe der zyklischen Unterrdume. Ordnet man die JORDAN-Strange aus dem
Schema von unten nach oben, und ist B die so aus den Strangen entstandene Basis von
V, so folgt, dass Mp(F) die behauptete Gestalt hat.

Die Zahlen dg,...,d; sind als Dimensionen von Unterrdumen von V allein durch die
Wirkung von F festgelegt, und damit eindeutig bestimmt. |

Aus dem angegebenen Beweis kann man sofort ein praktisches Rechenverfahren ablei-
ten. Dabei werden die passenden direkten Summanden durch Basisergdnzungen kon-
struiert (vgl. 2.2.5).

Als Folgerung notieren wir noch das

Korollar Fiir einen Endomorphismus F von V mit n = dimV gilt:

F nilpotent < Pp = £X".

Beweis ,, =" folgt sofort aus dem obigen Theorem, und , <" folgt aus der Hauptraum-
Zerlegung in 4.2.5. [

Beispiel 1 Wir betrachten die ganz einfache Matrix

01 1 00 1
A= 0 0 1 mit A= 0 0 0 und A% =o.
00 0 000

In diesem Fall ist:
Vi =Ker(A) =Span(e;), Vo = Ker(A?) =Span(ey,e;) und V3 =Span(ey,ep,e3) = K>.
Als direkte Summanden passen
W3 =Span(es), W, = A(W3) =Span(e; +¢e,) und W; = A(W,) =Span(e;) =Ker(A),
also ist Up = Uy = {0}. Als Ergebnis erhilt man einen einzigen JORDAN-Strang

(e3, A-ez=e;+ey A%(es)=e),

der schon eine Basis von K ist. Daraus ergibt sich, in umgekehrter Reihenfolgte als
Spalten eingetragen,

110 1 -1 0 01 0
s1=(010 also S=( 0 1 0 und S-A-S'=]0 0 1
0 0 1 0 0 1 00 0

ist eine JORDAN-Matrix.
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Beispiel 2 Fiir
2 -1 -1 0
A= _84 *13 ;5 ;4 €EM(4 x 4R)
3 -1 -2 =2
ist A2 = 0. Dazu gehort das folgende Diagramm:
R*=V =KerA?=V, =V, & W,
U
KerA=V; = {o} ® W;.
Darang A =2, folgt dim V; = dim W; = dim W, = 2. Wegen ey, e, ¢ V1, kénnen wir
W, := Span(ey,e7)
setzen. Daraus erhalten wir zwei JORDAN-Strange der Lange 2:
vy:i=e;, v1:=A-e;="28,-43) und
wy:=ey), wp:=A-e="(-1,-3,1,-1).

Sie ergeben Basen (vq,w;) von Wy und (v1,vp, w1, wy) von V = Wy & W,. Tragt man die
Basisvektoren von V als Spalten in eine Matrix ein, so erhdlt man

2 1 -1 0 00 -1 -1
1 8 0 -3 1 110 -1 -2
ST =1a0 1 o] ™ S=1g 0 3 4
3 0 -1 0 01 -1 -4
Daraus ergibt sich die JORDANsche Normalform
01 00
_ 0 0 00O
. . l:
5-4-5 0 0 01
0 0 0O
Beispiel 3 Fiir
1 0 0 -1 -2 1 2 1
19 -3 -6 —6 . > | -6 3 6 3 3
A= 5 9 4 3 ist A°:= 5 1 -9 1 und A° =o.
3 -1 -2 =2 -2 1 2 1

Dazu gehort das folgende Diagramm:
R*=V =KerA]=V3=V, & W;
U
Ker A2 =V, =V; & W,
U
Ker A :V1 = {0} ©® Wl.
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Da rangA2 =1und rang A =2, folgt dimV, =3, dimWs =1, dimV} =2, dimW, =1
und dim W; = 2. Nun erhilt man einen JORDAN-Strang der Lange 3 aus v3 := ey; es ist

vy:=A-v3="41,9,-5,3), v := A% -v3 =1(-2,-6,2,-2), A3 -v3=o.
Davz ¢ Vo, und v, = A - v3 ¢ V1, kann man
W3 :=Span(v;) und W, :=Span(v;)

wihlen. Weiter ist v; € Wy, und wihlt man etwa w := /(1,1,0,1) € Wy, so ist (v, w)
Basis von Wj. Der Vektor w ist ein JORDAN-Strang der Léange 1, insgesamt erhilt man
eine Basis (v1,v2,v3,w) von V = Wy & W, & W3; als Spalten in eine Matrix eingetragen
ergibt das

-2 1 11 0 -5 -6 5
|6 9 01 10 2 —4 2
S 2 5 00| " 575 ls 4 8 4
-2 3 01 0 -4 0 12
Schliefilich ergibt sich die JORDANsche Normalform
0100
_ 0 010
5-A-S 0 00O
0 0 0O

4.2.7 Die JORDANsche Normalform*

Durch Kombination der Ergebnisse aus 4.2.5 (Zerlegung in Hauptrdume) und 4.2.6
(Normalform nilpotenter Endomorphismen), kommt man schliefllich zu folgendem
Endergebnis:

JORDANsche Normalform Gegeben sei ein Endomorphismus F eines endlich-dimensiona-
len Vektorraums V iiber einem beliebigen Korper K. Falls das charakteristische Polynom Pr in
Linearfaktoren zerfillt, d.h.

Pr=£(X — A"+ (X — A

mit paarweise verschiedenen Ay, ..., Ax € K, so gibt es eine Basis B von V derart, dass

A -En 4+ Np 0
0 Ac- Er + Ni

wobei die Matrizen Ny, ..., Nk nilpotent und in der Normalform aus 4.2.6 sind. |

Mp(F) =
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Wir wenden dieses verbesserte Verfahren noch einmal an auf die Matrix

9 -1 9 =5
26 -2 32 -18
-7 1 =7 5
-4 1 -5 6

A=

aus Beispiel 2 in 4.2.5. Wir starten mit w; = (0,—2,0,1) € Hau(A; 1), und erhalten daraus
w) = (A—1-Ey)-w; =(-3,-12,3,3) € Hau(A;1).

Analog erhélt man aus w, = (0,—7,1,4) € Hau(A4;2)
wh = (A —2-Ey) -wy = '(—4,-12,4,4) € Hau(A;2).

Die beiden JORDAN-Stringe (wy,w)) bzw. (w;,w)) sind Basen von Hau(A;1) bzw.
Hau(A;2). In der passenden Reihenfolge in eine Matrix eingetragen erhalt man

-3 0 -4 0 8 —4 4 -8

_ -12 -2 -12 -7 1 -36 0 —48 12
1_ - .

ST = 3 0 4 1 und daraus S = W 9 3 3 4

3 1 4 4 12 0 12 0

Daraus ergibt sich fiir A die JORDANsche Normalform

1100
1|0 10 0
S AST=00 21

000 2

Zum Abschluss dieses Kapitels noch einige Bemerkungen zur Bedeutung der JOR-
DANschen Normalform. Vom Standpunkt der Theorie geht es um die Klassifikation
von Endomorphismen. Aus der Sicht der darstellenden Matrizen kann man das so be-
schreiben: Zwei Matrizen A, B € M(n x n;K) heilen dhnlich, wenn es ein S € GL(n;K)
gibt derart, dass

B=S5-A-S1.

Es ist einfach zu sehen, dass die Ahnlichkeit in M(n x 1;K) eine Aquivalenzrelation er-
gibt. Gesucht sind nun Invarianten einer Aquivalenzklasse, d.h. in diesem Fall Zahlen,
die fiir alle Matrizen einer Aquivalenzklasse gleich sind, und Normalformen, d.h. be-
sonders einfache Reprédsentanten. Nach dem Lemma aus 4.1.4 haben dhnliche Matrizen
das gleiche charakteristische Polynom, also sind die Eigenwerte und ihre Vielfachheiten
Invarianten. Im Fall K = C zerfallt das charakteristische Polynom nach dem Fundamen-
talsatz der Algebra stets in Linearfaktoren, also kann man nach den Ergebnissen dieses
Kapitels zu jeder Matrix A € M(n x n;C) eine dhnliche Matrix B in JORDANscher Nor-
malform finden. Diese Matrix B in Normalform hat nicht nur die gleichen Eigenwerte
wie jede beliebige Matrix A aus der gleichen Aquivalenzklasse, sondern auch die An-
zahlen und Langen der JORDAN-Strénge sind gleich. Das sieht man daran, dass diese
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Zahlen nach den Konstruktionen von 4.2.5 und 4.2.6 durch Dimensionen von Unter-
vektorraumen festgelegt sind, und nicht von der Auswahl einer Basis abhédngen. Daher
sind die Anzahlen und Langen der JORDAN-Striange weitere Invarianten der Aquiva-
lenzklasse. Man kann zeigen, dass zwei Matrizen A und B genau dann dquivalent sind,
wenn die Invarianten — bis auf die Reihenfolge — gleich sind.

Vom Standpunkt numerischer Rechnungen ist die Situation ganz anders. Bei reellen
oder komplexen Zahlen kann man nur endlich viele Dezimalstellen berticksichtigen,
ein Ergebnis wird nie genau Null, sondern hochstens sehr klein sein. Dem entsprechend
sind mehrfache Nullstellen eines Polynoms mehr in der Theorie als in der Praxis mog-
lich, und fast alle Matrizen haben nur einfache Nullstellen, sind also nach dem Satz aus
4.2.1 diagonalisierbar. In diesem Fall reduzieren sich die Invarianten auf die n verschie-
denen Eigenwerte.

Die in den letzten Abschnitten durchgerechneten Beispiele sollen nur zeigen, dass die
Beweismethode fiir konkrete Matrizen anwendbar ist. Aber die angegebenen Matrizen
sind fiir diesen Zweck in etwas schulmeisterlicher Art kiinstlich produziert worden.

4.2.8 Gedampfte Schwingungen™

x(t) F--F

4

Der Verlauf der ungeddmpften Schwingung eines Federpendels hdngt ab von der

Federkonstante ¢ und der Masse m der Kugel. Ist die Position im Ruhezustand gege-

ben durch x = 0, so ergibt sich aus dem Gleichgewicht der Krifte die Bedingung
m-i#(t) = —c-x(t), also i(t)+w? x(t)=0 mit w?:= %

Kommt eine linear von der Geschwindigkeit abhidngige Reibungskraft hinzu, so gibt es

eine Konstante y € R4 derart, dass diese Kraft gleich —2ux(t) ist. Insgesamt ergibt sich

die Differentialgleichung
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5C'+2y3‘c+w2x20 (%)

mit einer Anfangswertbedingung
x(0)=a3 € R und x(0)=ar€R.

Eine Variante der etwa in [FO,, §14] ausgefiihrten Methode zur Losung von (*) benutzt
die Theorie der Eigenwerte. Dazu fiihrt man zunéchst die eine Gleichung (*) 2. Ordnung
auf zwei Gleichungen 1. Ordnung zuriick, indem man

xo(t) =x(t) und xq(t) =x(t) = %o(t)
setzt. Die Gleichung () ist dann gleichwertig mit dem linearen System

5(0 = X1
X1 = —wzxo—Zyxl’

(%)

oder kiirzer ¢ = A - ¢, wobei

L X0 L 0 1
go.—(xl > und A.-( —w? —ou >

Fiir das charakteristische Polymnom von A und seine Nullstellen erhélt man

PA:X2+2}1X+CLJ2 und /\1’2:—‘11:|: \/“1,[2—7(4)2

Nun sind drei Fille zu unterscheiden:

1.  Schwache Dampfung, d.h. u < w, also p? — w? < 0.

2. Starke Dampfung, d.h. y > w, also u? — w?.

3. Aperiodischer Grenzfall, d.h. u = w, also y? — w? =0.

Die Félle 1 und 2 kann man weitgehend gemeinsam behandeln, denn da sind die beiden
Eigenwerte verschieden. In Fall 2 sind sie beide reell, in Fall 1 nicht. Daher erweitern wir
nun R zu C. In jedem der beiden Fille erhdlt man als Eigenvektoren von A

01:</\11) zu A1 und 02:()32> zu Aj.

Nun kann man A entsprechend 4.2.1 diagonalisieren. Mit

4 (1 1 . e (M0
5_(A1A2 st S-A-sTI=( "0 ) =D
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Das System (**) kann man entsprechend transformieren:

— [ Yo\ _c. _( X0 \ _c-1.
y.(y1)5<p und go(xl)s Y.

y=S-¢9=S-A-9g=(S-A-SY).y=D-y.

Dann ist

Das System y = D - y hat die Fundamentallosungen
yo(t) =M und i (t) =M.
Da x = xg = yo + y1, erhdlt man daraus als allgemeine Losung von (x)
x(t) = Brett + Byeltat.

In Fall 2 ist /p? — w? < p reell, also folgt A» < y < A; < 0. Daher entsteht gar keine
Schwingung mehr. Die Koeffizienten §; und f, sind reell und durch die Anfangswerte
n1, 0 festgelegt, es gilt

Ay —an

8 ay — Aaq
L PR

und B = AL

—1+

ol
Starke Dampfung: w=1, p=+2, aj=ay=1
In Fall 1ist ' := \/w? — p2 > 0 reell und
Mp=—p+id
nicht reell. Aus den komplexen Losungen
it — p(—uFW)t _ —pt it

kann man nun die Real- und Imaginirteile linear kombinieren, daraus erhilt man
schliefllich mit B1, B2 € R die allgemeine reelle Losung
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x(t) = Bre M cos(w't) + B - e M sin(w't).

Das beschreibt geddampfte Schwingung mit einer gegentiiber w verringerten Kreisfre-
quenz ', es gilt

‘31 =1 und ﬁz = w

Z 1

‘l 4

0 ; t

1 2 3 4 5/ 6 7 8 10

-1+
21

Keine Dampfung;: w=1 uy=0, ayy=ar=1 ——

Schwache Dampfung: w=1, u=

0 1
A_( —w? 2w >’

und A = —w ist der einzige Eigenwert. Der zugehorige Eigenraum

In Fall 3 ist 4 = w, also

—w

Eig(A;—w) =R - ( L )

ist eindimensional, also ist A nicht diagonalisierbar. Ausweg ist eine Trigonalisierung
von A nach der Methode aus 4.2.4: Man tragt die neue Basis als Spalten in eine Matrix
ein, das ergibt

st 1 %) und sasto( @ 1
—w 1 0 —w

ist sogar in Jordanscher Normalform. Wie in den Féllen 1 und 2 kann man das System

(**) mit Hilfe von
Yo —g. X0 _ 1 0 X0
Y1 X1 w 1 X1

Yo = —wyotyr
no= —win

transformieren auf

(3% % %)



362 4 Figenwerte

Dieses System 16st man, wie {iblich, von unten nach oben: Die allgemeine Losung der
zweiten und homogenen Gleichung ist

yi=pB2-e“ mit BycR Dbeliebig.
Eingesetzt in die erste Gleichung erhélt man

Yo = —wyo + Pae” " (+)

Diese inhomogene Gleichung kann man nach der Methode der , Variation der Konstan-
ten” mit Hilfe des Ansatzes
yo=u(t)-e” (++)

16sen, wobei die unbekannte Funktion u# noch zu finden ist. Durch Differenzieren von
(++) und einen Vergleich mit (+) folgt

u(t) =B undsomit u(t)=pPat+ p1
mit 31 € R beliebig. Das ergibt schliefilich die allgemeine Losung
x(t) = (Bat + Br)e !

von (x). Zunéchst ist das die allgemeine Losung fiir yo(t) aus (x * ). Wegen der spezi-
ellen Wahl von S~ ist aber Yo = xo = x. Weiter gilt

Br=w1 und Pr=was+ay.

0 : : : : 7 i . . f + t

-1+

Aperiodischer Grenzfall: w=p=1, ay=ap=1

Dass es neben den oben ermittelten Losungen keine weiteren gibt, folgt aus der allge-
meinen Theorie der linearen Differentialgleichungen (vgl. etwa [FO;, §13, Satz 5]. In
unserem Beispiel hat der R-Vektorraum der Losungen von () die Dimension 2, dem
entsprechen die jeweils frei wiahlbaren Parameter 1, 82 € R in der allgemeinen Losung.
Die Werte dieser Parameter sind durch die Anfangsbedingungen festgelegt, unter die-
sen Bedingungen ist die Losung eindeutig bestimmt.
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Kapitel 5

Bilineare Algebra und Geometrie

5.1 Kegelschnitte*

In den folgenden Abschnitten wollen wir zur Vorbereitung auf die bilineare Algebra
zundchst an ein klassisches Thema der Geometrie erinnern, das aus den meisten Lehr-
pléanen der Gymnasien gestrichen wurde, obwohl es viele elementare praktische An-
wendungen hat. Eine ausfiihrliche Darstellung findet man etwa in [FIp, 1.4].

5.1.1 Die Gleichungen der ebenen Schnitte eines Kreiskegels

Wir starten im IR® mit einem Kreiskegel

C:={(x1,x2,%3) ER® : x2 + x3 =x3}.

Ein Schnitt mit der Ebene x3 = c ist gegeben durch die Gleichung

x% + x% =c?,
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das ist ein Kreis mit dem Radius |c|. Fiir ¢ = 0 erhilt man
24+ x3=0,

das ist ein Kreis vom Radius 0, also ein Punkt. Der Schnitt mit der Ebene x; = 0 ist
gegeben durch die Gleichung
X5 — x5 = (x24x3)(x2 — x3) =0,
das ist ein Paar von Geraden. Schneidet man mit der Ebene x; = 1, so erhilt man
X2

3—x=1, X3

das ist eine Hyperbel. Schliefllich ergibt der Schnitt mit der Ebene x3 = x; 4 1 die Glei-
chung

X2

2 1 X1

das ist eine Parabel.

In diesen Beispielen hatten wir sehr spezielle Positionen der Ebene zum Kegel gewéhlt.
Um allgemeinere Schnitte zu berechnen, halten wir die Ebene x3 =1 fest, und drehen
den Kegel um die x;-Achse mit dem Winkel ¢.

X3 Y3

/
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Diese Drehung wird beschrieben durch die Matrix
1 0 0 1 0 0
S:= (O cos ¢ —sin(p), esist Sl = (0 cos ¢ sin(p).
0 sing cosg 0 —sing cosg
In Koordinaten bedeutet das mit x = f(x,x,x3) und y = *(y1,2,y3)
x=S-y und y=5"1-x
Der gedrehte Kegel hat in den y-Koordinaten die Gleichung y2 + 13 = 3. Setzt man
Y1 =2X1, Y2=2X2-C0s®+x3-5in@, Y3= —x-sSing + x3-cos¢
ein, so erhilt man als Gleichung des gedrehten Kegels in den x-Koordinaten
X2 4a-xs+4B-xox3=a-x3 mit a:=cos’p —sin’¢p und B:=cos¢-sing.

Der Schnitt dieses gedrehten Kegels mit der Ebene x3 = 1 wird dann beschrieben durch
die Gleichung
P ta-xd 4 =a (*)

Wir koénnen uns auf den Winkelbereich 0 < ¢ < % beschrianken, denn aus Griinden der
Symmetrie passiert bei allen anderen Winkeln nichts Neues. In diesem Bereich ist « = 0
genau dann, wenn ¢ = 7. Dann ist = %, und die Gleichung des Schnittes lautet

X2 +2-x=0,
das ist eine Parabel.

Fiir alle anderen Winkel, also « # 0, wollen wir nun die Gleichung (*) durch eine Ver-
schiebung der x;-Achse etwas einfacher schreiben. Das geht mit quadratischer Ergan-
zung der Terme, die x, enthalten:

R e ) e e A CO
o (ne )
14

o

Setzt man z1 = xp + % und zp = x1, so lautet die Gleichung des Kegelschnitts wegen
2 2 _
a”+4p7 =1
DCZ-Z%-'-DC'Z%:L ()
Fiur0<¢ < % ista > 0. Setzt man a = % und b = ﬁ, so lautet die Gleichung
3.3,
a2

das ist eine Ellipse mit den Hauptachsen a und b.
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Es ist geometrisch nicht offensichtlich — aber durch diese Rechnung nachgewiesen —,
dass jeder solch schrige Schnitt eines Kegels mit einer Ebene zwei zueinander senk-
rechte Symmetrieachsen hat. Man wiirde eher einen eiférmigen Schnitt erwarten; dieser
Fehler ist selbst ALBRECHT DURER [DU] unterlaufen, obwohl er , die eyer lini Elipsis von
punckt zu punckt ... aufgeryssen” hat.

F{fo i jefyjen diseeh Die danfien Sal fodann dife puncliert 46 vings
mmmﬁ&we%mmmﬁwwwwﬁwmﬁ@f

Fir § < ¢ < 7 ista < 0. Setzt man in (x*) a = % und b = \/+7’ so lautet die Gleichung
2 3
a2 b2

das ist eine Hyperbel mit den Hauptachsen a und b. Fiir ¢ = J ista = —1,alsoa =b = 1.

5.1.2 Geometrische Eigenschaften der Kegelschnitte*

In diesem Abschnitt soll nur kurz an einige elementare Eigenschaften der Kegelschnitte
erinnert werden, in der Hoffnung, dass solch klassische Themen nicht ganz aus dem
Mathematikunterricht verschwinden. Zur Vereinfachung bezeichnen wir die Koordina-
ten in der Ebene R? mit x und y. Dann betrachten wir Kurven, die durch Gleichungen
der folgenden Form definiert sind:

x2 P .

1 a_i + b_i =1 Ellipse
Yy

2) a1 Hyperbel

@ y=a- x2 Parabel
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1. Ellipsen Der Einheitskreis K C R? ist gegeben durch die Gleichung x> + 1> = 1, sein
Bild Q = ¢(K) bei der Abbildung

@: R? - R?, (x,y) — (ax,by),

2
mit a,b > 0 hat die Gleichung ;‘—; + Z—z = 1. Man kann 4 > b annehmen, a und b sind die
Léangen der so genannten Hauptachsen der Ellipse Q.

(O
o)
/ \ e, i B
\ / (1,0 N[ o
Q
K

Die Punkte +(a,0) und £(0,b) heilen Scheitelpunkte der Ellipse. Nach der Vorausset-

zung b < aist
c:= Va2 —-b?2>0.

Die beiden Punkte f := (¢,0) und f’ := (—c,0) heifen Brennpunkte der Ellipse.

ro Y

Um ihre besondere Bedeutung zu erkldren, berechnen wir fiir jeden Punkt p € Q mit
p = (x0,y0) die Abstdnde

d(p/f):ﬂ—ng und d(p,f’):a—i—gxo

Daraus folgt sofort die Beziehung
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d(p,f) +d(p,f') = 2a.

Sie ist Grundlage fiir die Gdrtnerkonstruktion der Ellipse: Man befestigt eine Schnur
der Lange 2a in den Brennpunkten und zeichnet mit gespanntem gleitendem Faden die
Kurve.

Der Name , Brennpunkte” erklért sich aus einer physikalischen Eigenschaft: Ein von
f ausgehender Lichtstrahl wird an Q so reflektiert, dass er durch f’ geht. Um das zu
begriinden, muss man die Gleichung der Tangente T an Q im Punkt p bestimmen. Wie
man in der Analysis lernt, steht der Gradient

> (%)

der Gleichung von Q im Punkt p senkrecht auf T. Da auch p € T sein muss, erhélt man

als Gleichung von T
X0 Yo

Um nachzuweisen, dass & = &’ gilt, geniigt es zu zeigen, dass die Dreiecke p,q, f und
p,q', f' dhnlich sind. Dazu kann man nachrechnen, dass

d(f,T)=d(f,q) =p-d(f,p) und d(f,T)=d(f,q")=p-d(f,p) miteinempcRy.

2. Hyperbeln Die Gleichung der Hyperbel

2 X :
Q:{(x,y)G]R : az—bzzl} mit a,b>0
unterscheidet sich ,nur” durch ein Vorzeichen von der Ellipsen-Gleichung, aber das
Bild sieht ganz anders aus:
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Die bei der Ellipse gemachte Voraussetzung a > b ist hier tiberfliissig, man definiert

c:=Va2+b?, und f:=(c,0) sowie f':=(—c,0)
heiflen Brennpunkte der Hyperbel. Fiir die Abstidnde eines Punktes p = (xo,10) € Q gilt

c-xg—a fiir xg > 0, coxg+a fiir xg > 0,

d@J%—{ und d@i?—{

—&-xp+a firxg <0, —c-xo—a firxy<0.

Also folgt fiir die Hyperbel die Abstandsbedingung

|d(p, f) —d(p,f')] = 2a.

Eine Besonderheit der Hyperbel sind die beiden Geraden A und A’ mit den Gleichun-
gen

b b
y—;-x und y——a-x,

sie heilen Asymptoten (d.h. ,nicht zusammenfallende” Geraden). Fiir grofes |x| ndhert
sich die Hyperbel den Asymptoten immer weiter an, ohne sie je zu treffen. Das sieht
man am einfachsten, indem man die Hyperbelgleichung in folgender Form schreibt:

y:j:?~ VxZ2 — a2,

a

3. Parabeln Eine Parabel
Q= {(x,y) €ER?: y:a~x2}, a>0,

kann als Grenzfall zwischen Ellipse und Hyperbel angesehen werden. Neben dem
Scheitel o sind der Brennpunkt

f=(0,c) mit c= ﬁ

und die Leitgerade L mit der Gleichung y = —c von besonderer geometrischer Bedeu-
tung. Ein Lichtstrahl, der vom Brennpunkt f ausgeht, wird an Q so reflektiert, dass er
senkrecht nach oben geht; umgekehrt wird jeder senkrecht von oben kommende Strahl
in den Brennpunkt reflektiert (das ist die mathematische Grundlage von Scheinwerfern
und Antennenschiisseln). Um das nachzurechnen, betrachtet man die Tangente T an Q

inp=(x0,y0)-
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y

Fiir die Ableitung gilt y' = 2a - x, also ist die Steigung der Tangente gleich

2a~x%: Yo

2a - xog = :
X0 X0 X0 /2

Daher geht T durch den Punkt g = (3,0), und mit elementargeometrischen Argumen-
ten folgt, dass a = o',

Eine Charakterisierung der Parabel durch eine Abstandseigenschaft ergibt sich sofort
aus d(f,p) =yo + c. Demnach ist

Q={pecR:d(p.f)=d(pL)},
wobei f = (0,c) und L = {(x,y) €R? : y = —c} mitc > 0.

Bevor wir Kegelschnitte in allgemeiner Lage und ihre Verallgemeinerungen in héherer
Dimension behandeln konnen, ist es hilfreich, die definierenden Gleichungen von ei-
nem abstrakteren Standpunkt zu betrachten und insbesondere mit symmetrischen Ma-
trizen in Verbindung zu bringen. Das ist der Gegenstand der in 5.2 folgenden Abschnit-
te.

5.1.3 Kegelschnitte durch vorgegebene Punkte*

Eine Gerade ist bestimmt durch zwei Punkte; in der Ebene R? ist sie definiert durch eine
Gleichung

ax+by=c mit (a,b)+(0,0),
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wobei die drei Koeffizienten a,b, ¢ nur bis auf einen Faktor festgelegt sind (Bemerkung
in 0.2.3). Durch einen einzigen Punkt p gibt es ein ganzes Biischel von Geraden. Im
einfachsten Fall der Ebene und p = (0,0) ist es gegeben durch die Gleichungen

ax +by =0,

wobei —a : b fiir b # 0 die Steigung der Geraden angibt; fiir b = 0 erhdlt man die Gerade
x = 0 mit unendlicher Steigung.

b=0
Durch jeden Punkt aufSerhalb des Ursprungs geht genau eine Gerade des Biischels.

Nach diesen ganz einfachen Vorbemerkungen iiber Geraden nun zu den Kegelschnit-
ten. Wie wir in 5.2.7 genauer erldutern werden, nennt man eine Teilmenge

Q={(xy)€R*: f(x,y) =0} C R?
einen Kegelschnitt, wenn
Fxy) = mx® + apxy + azy® + agx + asy + ag,

wobei ay,...,a46 € Rund (ay,a3,a3) # (0,0,0). Typische Beispiele sind in 5.1.1 und 5.1.2
beschrieben. Wir wollen nun die folgende Frage behandeln:

Durch wie viele Punkte ist ein Kegelschnitt bestimmt?

Ist p = (x,y) € R?, so ergibt die Bedingung p € Q eine lineare Gleichung fiir die sechs
Koeffizienten ay,...,46. Sind Punkte py,...,p, gegeben, so ergeben die Bedingungen
pi € Q fir i =1,...,n ein homogenes System von n Gleichungen fiir die Koeffizien-
ten ay,...,a6. Da die Multiplikation von f mit einem Faktor # 0 die Nullstellenmenge
Q nicht dndert, ist n = 5 die kritische Grenze fiir die sechs Koeffizienten. Das fiihrt zu
folgender
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Definition Seien Punkte p; = (x;,y;) €ER?,i=1,...,5, gegeben und sei A € M(5 x 6;R) die
Koeffizientenmatrix des homogenen linearen Gleichungssystems fiir die Unbekannten ay, . .., aq,
das aus den Bedingungen

f(xi,yi) =0 flli?’ i= 1,. 0 .,5
entsteht. Dann sagt man, py, ..., ps befinden sich in allgemeiner Lage, wenn rang A = 5.
Um den geometrischen Hintergrund dieser algebraischen Bedingung besser zu verste-

hen, geben wir ganz einfache aber charakteristische Beispiele.

Beispiel 1 Es seien p; = (1,0), p» = (—1,0), p3 = (0,0). Diese auf einer Geraden gele-
genen Punkte ergeben eine Koeffizientenmatrix

100 1 01
A=110 0 -1 0 1],
000 0 01

und man sieht leicht, dass rang A” = 3. Als Losung des Gleichungssystems erhilt man
Ay =AM, a3 =Ap, a5 = A3, a1 = a3 = a6 =0
mit Ay, Ay, A3 € R. Daraus ergeben sich die zuldssigen Gleichungen
flxy) =y-(Mx+ A+ A3) mit (Aq,Az) #(0,0).

Die entsprechenden Kegelschnitte bestehen aus der Geraden y = 0, zusammen mit einer
beliebigen weiteren Geraden.

Nimmt man zu pq, p2, p3 einen vierten auf der Geraden y = 0 gelegenen Punkt, etwa
ps = (2,0), dazu, so erhilt man

100 1 01
, |1t 00 -1 01
A=lo 00 0 01
400 2 01

mit rang A’ = 3. Man kann also keinen Punkt ps mehr finden, so dass py,...,ps in all-
gemeiner Lage sind. Ist etwa p5s = (0,1), so gibt es durch pj,...,p5 unendlich viele
Kegelschnitte. Sie bestehen aus der Geraden y = 0, zusammen mit einer Geraden

durch ps.

/P2 Tps \ p1 P4




5.1.3 Kegelschnitte durch vorgegebene Punkte® 373

Wiéhlt man auch noch ps auf der Geraden y = 0, etwa ps = (—2,0), so ist

100 1 01
1 00 -1 01
A=|0 0 0 0 0 1
4 00 2 01
4 00 -2 01

und rang A = 3. In diesem Fall ist die Gerade y = 0 zusammen mit einer beliebigen
anderen Geraden ein Kegelschnitt durch py, ..., ps.

Nimmt man zu den oben angegebenen Punkten pj,ps, p3 noch zwei weitere Punkte
pa, ps auerhalb der Geraden y = 0 dazu, etwa py = (0,1) und ps = (0,—1), so erhilt
man

1 0 0 1 0 1
100 -1 0 1
A=|0 0 0 O 0 1
001 O 1 1
001 0 -11

mit rang A = 5. Das entsprechende Gleichungssystem ist leicht zu l6sen, das Ergebnis
ist
ap=A, a1 =a3=a4=as=4as=0 mitA € R beliebig.

Fiir A = 1 erhiélt man die Funktion f(x,y) = x-y und den aus zwei Geraden bestehenden
Kegelschnitt

Q={(xy) eR* : xy=0}.
Etwas allgemeiner gilt die folgende

Bemerkung Angenommen, py,...,ps liegen auf einer Geraden. Dann ist rang A < 3.

Beweis Angenommen, p1, ..., ps liegen auf der Geraden mit der Gleichung
gxy)=ax+py+y=0 mit (a,p)=#(0,0).
Dann liegen sie auch auf den Kegelschnitten mit den Gleichungen
x-g(x,y) =0, y-g(x,y)=0 und (x+1)-g(x,y)=0.
Das ergibt die Losungen
(a,8,0,7,0,0), (0,&,8,0,7,0) und (a,B,0,a+,B,7)

des durch A gegebenen homogenen Gleichungssystems. Da sie linear unabhéngig sind,
ist dimLos(A,0) > 3, also rang A < 3. ]
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Beispiel 2 Nach der obligaten Diskussion der Ausnahmefélle kommen wir zu inter-
essanteren Ergebnissen. Wiahlen wir

pl = (1/0)/ PZ = (0/1)/ PB = (_1/0)/ P4 = (0/_1)/

so ergibt sich die Koeffizientenmatrix

100 1 0 1 100 1 0 1
;{001 0 1 1 #1001 0 1 1
A=l1 00 -1 o 1 wmeeormtzu A=y 5 45 5 o of

001 0 -11 000 0 —-20
also die Losung a, = A, ag = y, a1 = a3 = —}i, a4 = a5 = 0 mit den Parametern A, yi. Da

die Gleichung f(x,y) = —ux* + Axy — uy? + pu nur bis auf einen Faktor # 0 festgelegt
ist, gentigt es die Falle y = 0 und A =1, sowie y = —1 und A beliebig zu betrachten. Wir
erhalten

f(x,y) =xy, oder (1)
floy) =2+ Axy+y° — 1. )

Gleichung (1) beschreibt ein Geradenpaar. Bei Gleichung (2) hangt der beschriebene
Kegelschnitt Q) von A ab. Wie in 5.2.7 auch theoretisch begriindet wird, erhélt man das

im Bild zu sehende Ergebnis:

Fiir —2 < A < 2ist Q, eine Ellipse, Qp ist ein Kreis.

7N

Fiir A = %2 erhélt man ein Paar paralleler Geraden, denn

P2y +yP—1=(y£x+1)(y+x—1).
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Fiir A < —=2und A > 2 ist Q, eine Hyperbel.

An dem Bild sieht man auch, dass es fiir jeden von pj,...,ps verschiedenen Punkt
p5 genau einen der Kegelschnitte gibt, der durch pj,...,p5 geht. Man kann auch
durch Rechnung beweisen, dass jede der entsprechenden Koeffizientenmatrizen A den
Rang 5 hat. Allgemein gilt der

Satz Durch fiinf Punkte py,...,ps in der Ebene R? gibt es immer mindestens einen Kegel-
schnitt Q. Er ist genau dann eindeutig bestimmt, wenn sich die fiinf Punkte in allgemeiner Lage
befinden.

Beweis Es sei A € M(5 x 6;R) die oben beschriebene Koeffizientenmatrix des aus den
Punkten py, ..., ps € R? erhaltenen linearen Gleichungssystems. Da rang A < 5, gibt es
immer mindestens eine Losung

(ay,...,a6) € R\ {o}.
Sei f(x,y) die zu ay,...,a¢ gehorende Funktion und
Q:={(xy) eR*: f(x,y) =0}.
Q ist nur dann ein Kegelschnitt im Sinne der Definition, wenn (a;,a3,a3) # (0,0,0).

Im Fall a1 = a, = a3 = 0 ist Q eine Gerade. Ist L C R? eine beliebige weitere Gerade,
so ist Q" := Q U L ein Kegelschnitt durch py,...,ps. Durch Rechnung kann man das so
sehen. Die Gerade Q ist beschrieben durch die Gleichung

agx +asy +ag =0 mit (ag,as)#(0,0).

Dann ist etwa
Q :={(xy) e R? @ x-(agx + asy + ag) =0}

ein Kegelschnitt durch py, ..., ps.

Q ist genau dann eindeutig bestimmt, wenn dimLos(A,0) = 1, das ist gleichwertig mit
rang A = 5. |

Beispiele mit beliebig vorgegebenen fiinf Punkten kann man bei MatheVital betrachten.

Die allgemeine Lage von fiinf Punkten in der Ebene hatten wir dadurch erklart, dass der
Rang der so erhaltenen Matrix A maximal sein muss. Der geometrische Hintergrund
dieser algebraischen Bedingung ist nicht direkt einsichtig, daher wollen wir noch etwas
einfachere Bedingungen an die fiinf Punkte betrachten.

Zunéchst ist es hilfreich, zwei Arten von Kegelschnitten zu unterscheiden: Ein Kegel-
schnitt heif$t reduzibel, wenn er eine Gerade enthilt, und irreduzibel, wenn er keine
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Gerade enthilt. Typische Beispiele fiir reduzible Kegelschnitte sind gegeben durch die
Gleichungen
x-y=0, x-(x—1)=0, x*=0.

Geometrisch gesehen sind das zwei sich schneidende Geraden, zwei parallele Geraden
oder eine , Doppelgerade”. Dagegen sind Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln irreduzibel.

Wie wir in 5.2.7 nachweisen werden, besteht jeder reduzible Kegelschnitt aus zwei Ge-
raden, die auch zusammenfallen konnen. Das wird im Folgenden schon benutzt.

Ganz entscheidend sind die folgenden Schnitt-Eigenschaften:

1) Ist Q ein Kegelschnitt und L eine Gerade, so ist entweder L C Q, oder Q M L besteht aus
hochstens zwei Punkten.
2) Zwei verschiedene irreduzible Kegelschnitte schneiden sich in hochstens vier Punkten.

Der Beweis von 1) ist ganz elementar. Ist Q gegeben durch f(x,y) = 0 und geht die Gera-
de L durch die verschiedenen Punkte (x1,y1) und (x2,12), so kann man zur Bestimmung
der Schnittpunkte von Q mit L die Werte

x=x1+A(xp—x1) und y=y1+A-(y2 —y1)

in f einsetzen, das ergibt ein Polynom ¢(A) vom Grad hochstens 2. Ist ¢ das Nullpoly-
nom, so folgt L C Q. In diesem Fall muss Q reduzibel sein. Ist ¢ nicht das Nullpolynom,
so hat es nach Korollar 1 aus 1.4.4 hochstens zwei Nullstellen, also gibt es hochstens
zwei Schnittpunkte.

Teil 2) ist ein einfacher Spezialfall des allgemeinen Satzes von BEZOUT tiber algebrai-
sche Kurven. Einen Beweis findet man etwa in [Fly, 2.7]. [ |

Als Folgerung der Schnitt-Eigenschaft 2) erhalten wir das

Korollar Durch fiinf Punkte p1, ..., ps im IR?, von denen keine drei auf einer Geraden liegen,
geht genau ein Kegelschnitt Q, und dieser ist irreduzibel.

Beweis Ware Q reduzibel, so miissten von py, ..., ps mindestens drei auf einer Geraden
liegen. Angenommen es gibe zwei verschiedene irreduzible Kegelschnitte Q; und Q>
die durch die fiinf Punkte gehen; das wére ein Widerspruch zur Schnitt-Eigenschaft
2) |

Einen Beweis dieses Korollars, der die allgemeine Schnitteigenschaft durch ein direk-
teres Argument ersetzt, findet man etwa in [R-O, Satz 5.3].

Die Ergebnisse dieses Abschnitts fassen wir noch einmal zusammen.



5.1.4 Pol und Polare* 377

Gegeben p,...,ps € R2. Dann gilt fiir die Kegelschnitte Q durch py,...,ps:

a) Es gibt immer mindestens ein Q.

b) Sind keine drei Punkte kollinear, so gibt es genau ein irreduzibles Q.

c¢) Sind genau drei Punkte kollinear, so ist Q reduzibel und eindeutig.

d) Sind mindestens vier Punkte kollinear, so ist Q reduzibel und nicht eindeutig.

5.1.4 Pol und Polare*

Ein weiterer Zusammenhang mit der linearen Algebra ergibt sich, indem man Tangen-
ten an einen Kegelschnitt betrachtet. Im einfachsten Fall haben wir einen Einheitskreis
um den Ursprung, also

Q= {(X1,X2) € ]R2 : x% + X% = 1}.
Um die Gleichung der Tangente T; an Q im Punkt g = (41,42) € Q zu bestimmen, be-

nutzen wir die Tatsache, dass der Vektor g auf T, senkrecht steht und dass g € T;. Also
ist

T, = {(x1,x%) € R? : g1 + goxy = 1}.
Ist g’ = (4}, 495) € Q ein weiterer Punkt, so kann man den Schnittpunkt
p=(pup)=T4NTy

etwa mit Hilfe der CRAMERschen Regel berechnen als

7 — 92 -

g nd T g

falls die Vektoren g,4’ linear unabhéngig sind. In diesem Fall betrachten wir die Gerade
Py:={(x1,x2) € R? : p1x1 + paxs =1},

Wie man ganz leicht nachrechnet, liegen die Punkte g und q' auf Pp, also ist P, die
Verbindungsgerade von g und ¢'. Man nennt die Gerade P, die Polare zum Pol p relativ
zum Kreis Q.
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p

T/ PP

Mit Hilfe der Polaren kann man nun fiir einen Punkt p = (a,b) auBerhalb des Kreises,
d.h. a% + b? > 1, die durch p gehenden Tangenten an den Kreis finden: Die Koordinaten
der Bertthrpunkte miissen die beiden Gleichungen

X2 4+x5=1 und ax; +bx,=1

erfiillen. Ist etwa b # 0, so kann man

1
Xy = E(l —axy)

in die quadratische Gleichung einsetzen, das ergibt
(a® + b*)x3 —2ax; + (1 —b*) =0. (%)
Die Diskriminante dieser Gleichung ist
4a® — 4(a® +b*)(1 — b*) = 4b*(a® + b* — 1),
daraus erhilt man die Losungen

_atb-Va?+b? -1

1 a2 +b?

Liegt der Punkt p = (a,b) auf dem Kreis, d.h. a®> + b? = 1, so ist die Polare P, gleich der
Tangente T, und p € P,,.

Liegt der Punkt p = (a,b) im Inneren des Kreises und ist vom Ursprung verschieden, so
ist 0 < a? + b? < 1. Auch in diesem Fall kann man eine Polare

Py:={(x1,x) € R? : ax; + bxy = 1}
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erkldren, aber von diesen Punkten kann man keine Tangente mehr an den Kreis legen;
in der Gleichung () wird die Diskriminante negativ. In diesem Fall betrachten wir den
Punkt

1
9= R (a,b).
Offensichtlich ist g € Py, und fiir den Abstand von P, zum Ursprung gilt
1 1
d(o,Py) = — —.
Die Abbildung
R?~\ {0} — R~ {o}, p=(a,b)—q= ”;|2 P,

kann man als eine Spiegelung am Einheitskreis ansehen. Es gilt nicht nur g € Py, sondern
auch umgekehrt p € P;.

Q

Den Zusammenhang zwischen Pol und Polare beztiglich des Kreises kann man auch
etwas abstrakter durch das kanonische Skalarprodukt im R? beschreiben: Ist der Pol
gegeben durch y = (y1,12), so ist die Polare gleich

Py={xeR*: (x,y) =1}

Diese Beschreibung kann man leicht auf beliebige Kegelschnitte verallgemeinern.
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5.2 Bilinearformen

5.2.1 Definitionen und beschreibende Matrix

In 0.3.1 hatten wir die grundlegenden Rechenregeln fiir das Skalarprodukt im R" ver-
merkt. In einer allgemeineren Situation fiihrt das zu folgenden Begriffen.
Definition Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
s:VxV—=K
heif$t bilinear (oder Bilinearform), wenn fiir alle v,0',w,w’ € V und A € K folgendes gilt:

Bl s(v+7,w)=s(v,w)+s(v,w), s(A-v,w)=A7A-s(v,w).
B2 s(v,w+w)=s(v,w)+s(v,w'), s(v,A-w)=A-s(v,w).

Eine Bilinearform s heif$t symmetrisch, wenn fiir alle v,w € V
s(w,v) =s(v,w)
gilt, und alternierend (oder schiefsymmetrisch), wenn
s(w,v) = —s(v,w)
gilt.
Standardbeispiel fiir eine symmetrische Bilinearform ist das kanonische Skalarprodukt
im IR", wobei

. 2l n
s(vy)=(x,y) ="x-y= Y xy; fur x=| : und y=
i=1 X, Y
Es gibt aber auch ganz andersartige Beispiele, etwa im unendlich-dimensionalen Vek-

torraum V = C(I;R) der stetigen Funktionen auf einem Intervall I = [4,b] C R. Da ste-
tige Funktionen auf I integrierbar sind, hat man eine Abbildung

b
VXV SR, (fg) i—>/a £(1)-g(t)dt.

Nach den Rechenregeln fiir Integrale ist diese Abbildung bilinear. Sie wird etwa in der
Theorie der FOURIER-Reihen entscheidend benutzt (vgl. etwa [FOq, §23]).

Lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorraumen kann man mit
Hilfe von Basen durch Matrizen beschreiben. Ahnlich — aber doch etwas anders — geht
das mit Bilinearformen. Sei also V ein Vektorraum, s eine Bilinearform auf V und



5.2.1 Definitionen und beschreibende Matrix 381

B = (v1,...,un) eine Basis von V. Dann kann man die speziellen Werte a;; = s(v;,0;)
in einer Matrix A zusammenfassen, und

Mp(s) := (s(v;,vj)) = A € M(n x 1;K)
heifst die darstellende Matrix der Bilinearform s beziiglich der Basis B.

Mit Hilfe der darstellenden Matrix kann man die Werte s(v,w) leicht ausrechnen. Das
sieht man besonders einfach im Fall dimV = 2. Sei also B = (v1,v;) eine Basis von V
und

_ _ _(*1 _ (N
U= X101 + X202, W =Yq101 + Y202, x_< >, y—< )
X2 Y2

Dann ist wegen B1 und B2
s(v,w) = s(x101 + X202,Y101 + Y202)
= x1y1 - 8(v1,01) + x1y2 - 5(01,02) + x2y1 - $(v2,01) + X2y2 - 5(v2,02)
=a11 - X1Y1 + 412 - X1Y2 + 421 - X2Y1 + a2 - X212

a4 1 t
= (x1,x2) " . = Ay
( ) (a21 (122) (]/2) Y
Ist s symmetrisch, so ist s(v,v1) = s(v1,v2), also az; = a1, d.h. A ist symmetrisch. Ist
umgekehrt ap; = a1, so folgt

s(w,0) = (y1,y2)- (ZE Zi) : <2) =s(v,w).

Das ist ein Spezialfall von folgendem allgemeinen

Lemma Sei s eine Bilinearform auf V, B = (vy,...,v,) eine Basis von V und A = Mpg(s)
die darstellende Matrix. Ist

n n n
v=Y) xv; und w=) yv;, sofolgt s(v,w)= Y a;-xy;.
=1 i=1 ij=1
Diese Beziehung kann man auch in Matrizen schreiben:
21 U
Ist x=|": und y=| : |, sofolgt s(v,w)="x-A-y.

Xn Yn

Weiter gilt: s symmetrisch < Mpg(s) symmetrisch.

Beweis Man rechnet wie im Spezialfall 7 = 2, nun aber mit Summenzeichen:
n

n n n
s(o,w) =s (invilzij/) =Y xyj-s(v,v5) = Y aij-xiyj.
-1 =1 '

iji=1 ij=1
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Ist s symmetrisch, so ist a;; = 5(v;,v;) = s(v},v;) = aj;. Ist umgekehrt A symmetrisch, also
A=1A so folgt nach den Rechenregeln fiir Matrizen

s(o,w) ="(s(v,w)) ="("x-Ay) ="y-"Ax="y-A-x =s(w,0). |
Obiges Lemma zeigt insbesondere, dass im Fall V = R" jede beliebige Bilinearform s

in engem Zusammenhang steht mit dem kanonischen Skalarprodukt ( , ), denn fiir
Spaltenvektoren x,y € R" ist

s(x,y) = tx-A-y: (x,Ay) = (tA-x,y>,
denn ('A-x,y) ='("A-x) -y ="x-A-y. Ist A symmetrisch, so gilt insbesondere
(x,A-y) = (A-xy).

In diesem Fall kann man also die Matrix A in der Klammer nach vorne , wilzen”. Der
einfachste Fall ist A = E,;, dann gilt

s(x,y) = (x,En-y) = (x,y)-
Zu einer symmetrischen Bilinearform s : V x V — K kann man eine neue Abbildung

gs: V=K, gs(v) :=s(v,0),
erkliren. g heifit die zu s gehorige quadratische Form auf V.
Ist V = K", und s gegeben durch die symmetrische Matrix A = (a;;), so ist

n n
gs(x) ='x-A-x= Z ajj - XiXj = Zaii-xiz +2- Zaij~xixj.
ij=1 i=1 1<i<j<n
Ist char(K) # 2, so kann man eine symmetrische Bilinearform s aus g rekonstruieren,
denn gs(v 4+ w) =s(v+ w,v + w) = gs(v) + gs(w) + 2-s(v,w), also
s(v,w) = 7+ (4s(v + w) — 45(v) — s(w)).

Dieses Verfahren nennt man Polarisierung (vgl. dazu 5.1.4).

Beispiel Im Polynomring R[X] betrachten wir fiir beliebiges # € IN die linear unab-
héngige Familie

B:=(1,X,X%..,X").
Auf V := Spang (B) ist durch

-1
s(f8):= [ (1) g0t

eine symmetrische Bilinearform gegeben. Da

1 1

1 2 T+n

1 1 % % -1+2
kol . n

t'tdt = ———, ist Mpg(s) =

/0 k+1+1 5(3) : :
1 1 1

n+1 n+2 2n+1

Das ist die tiickische HILBERT-Matrix .
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5.2.2 Transformationsformel fiir darstellende Matrizen

In 2.5.2 hatten wir fiir einen Endomorphismus F : V — V die darstellenden Matrizen
A = M4(F) und B = Mp(F) mit Hilfe der Transformationsmatrix S = T#' umgerechnet:

Mg(F) =T§ - My(F)-T5, kurz B=S-A-SL

Will man fiir eine Bilinearform s auf V eine Basis finden, beztiglich derer die darstellen-
de Matrix besonders einfach wird, muss man die Regel fiir die Umrechnung kennen.
Sind auf V Basen A und B gegeben, so hat man ein Diagramm

n

Dy

~

A
T 14

K" Pp

mit den Koordinatensystemen ® 4 und &3, sowie der Koordinatentransformation
S= Tg‘. Fiir v,w € V gibt es eindeutig bestimmte
/ n _ _ / I _ Q.
x,x/ eKn mi v==>y(x) ffbg(x/) also x/ =S-x
vy €K w=A(y)=Pp(y) y=5y.

Ist A := M y(s) und B := Mg(s), so hat man nach dem Lemma aus 5.2.1 die zwei mog-
lichen Darstellungen

x-A-y=s(v,w)="%-B-y="S-x)-B-(S-y)="x-('S-B-S)-y.
Da diese Beziehung fiir alle x,y € K" gilt, folgt
A='S-B-S undsomit B='S"1-A.57".
Denn ist allgemein x - A -y =fx - C - y fiir alle x,y € K", so folgt durch Einsetzen von

x =e¢; und y = ¢j, dass a;; = ¢;;. Damit haben wir folgendes bewiesen:

Transformationsformel fiir Bilinearformen Ist in einem K-Vektorraum V eine Bilinear-
form s durch zwei Basen A und B dargestellt, so gilt

My(s) ='T§ - Mp(s) - T#. n

Die beiden Transformationsformeln kann man noch einmal vergleichen: Ist S := Tgl, SO
gilt
A=S"1.B-S und B=S-A-S! bei Endomorphismen,
A='S-B-S und B='S"1.A.S7 1 ='TATmitT=S""! bei Bilinearformen.

Daran erkennt man, dass der Fall S—! = S besonders interessant ist. Solche Matrizen
heiflen im Fall K = R ,,orthogonal” (vgl. 5.3.4).
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5.2.3 Entartung und Rang einer Bilinearform

Endomorphismen und Bilinearformen eines Vektorraums V sind verschiedenartige Ab-
bildungen, sie konnen aber beide beziiglich einer Basis von V durch eine quadratische
Matrix A beschrieben werden. Bei Endomorphismen ist der Rang von A gleich der Di-
mension des Bildes, das ist nach der Dimensionsformel aus 2.3.4 durch die Dimension
des Kerns bestimmt. Fiir eine Bilinearform

s:Vx V=K

kann man ein Analogon zum Kern eines Endomorphismus erkldren. Dabei ist zu be-
denken, dass die Teilmenge

{veV:s(vv)=0}CV
im Allgemeinen kein Untervektorraum ist. Etwa fiir V = R? und

o=ty )y it sten) =it

und {x € R? : x2 — x3 = 0} ist ein Paar von Geraden. Besser geht es so:

Definition Fiir eine symmetrische Bilinearform s auf V sei
Vo(s):={veV :s(v,w)=0 fiirallew € V}.
Vo (s) heifit Ausartungsraum vonsin V.
Man beachte, dass Vj) wegen der vorausgesetzten Symmetrie von s nicht von der Rei-
henfolge der Argumente v und w abhangt.

Aus der Bilinearitidt von s folgt unmittelbar, dass Vy(s) C V ein Untervektorraum ist,
also kann man
rang(s) := dimV — dim Vj (s)

als Rang der symmetrischen Bilinearform s erkladren.

Beispiel Ist V =R und

1 0 O
A=(0 -1 0},
0 0 O

soseis(x,y):=!x-A-y.Dalx-A=(x1,—x,0),ist
xeVy & x1y1 —xoyp =0ftralley € R3.
Setzt man y = ey, so folgt x; = 0, mit y = e, folgt xp = 0. Also ist in diesem Fall

Vo(s) =R -e3, rang(s) =2=rangA.
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Das ist ein Spezialfall von folgendem

Lemma Ist s eine symmetrische Bilinearform auf V und B eine Basis, so gilt
rang(s) = rang Mg(s).
Genauer gilt: Ist A := Mpg(s), ®p : K" — V das zu B gehirende Koordinatensystem und
L:={xeK": A-x=o0}
der Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems, so gilt

Vols) = @s(L).

Beweis Istv = ®g(x) und w = ®5(y), so gilt s(v,w) ='x- A - y.
Istx' =fx- A= (x],...,x},) € K", so gilt

Xjy1+ ...+ xpyn =0 firalley e K" & xj=..=x,=0.
Das sieht man leicht, indem man y =e¢; fiiri = 1,...,n einsetzt. Also folgt
veEV(s) & x-A=0oe A -x=0e A-x=0 < xc,

da A =1A. ]

Schliefdlich nennt man eine symmetrische Bilinearform s nicht entartet, wenn
Vo(s) = {o}.
Nach dem obigen Lemma ist das gleichwertig mit
rang Mg(s) = dimV
fuir eine — und damit auch fiir jede — Basis B von V.

Das einfachste Beispiel fiir eine nicht entartete symmetrische Bilinearform ist das kano-
nische Skalarprodukt im R”. Ist x € R” mit (x,y) = 0 fiir alle y € R", so steht x senkrecht
auf allen y; das geht nur fiir x = o.

5.2.4 Diagonalisierung einer symmetrischen Bilinearform

Wie wir in 4.2.2 gesehen hatten, gibt es fiir die Diagonalisierung eines Endomorphismus
markante Hindernisse. Im Fall einer symmetrischen Bilinearform s : V x V — K ist das
viel einfacher. Hier ist eine Basis B = (vy,...,v,) von V gesucht, derart dass

s(v;,vj)) =0 fiir i#j.
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Eine derartige Basis von V nennt man orthogonal fiir s. In Matrizen ausgedriickt ist zu
einer symmetrischen Matrix A € M(n x n;K) ein T € GL(n;K) gesucht, so dass

151 0
'T-A-T=D=
0 o

eine Diagonalmatrix ist. In diesem Fall bilden die Spaltenvektoren von T eine orthogo-
nale Basis des K" fiir A, denn

HT-e))-A- (T-ej) =te; - ('T-A-T) “ej =le; - D-ej=0 fiir i#]j.

Man beachte, dass diese sehr allgemeine Art von ,Orthogonalitdt” nur in Analogie zum
kanonischen Skalarprodukt im R" erklart ist, aber nichts mit einem ,Winkel” zu tun hat.

Gegen die Diagonalisierung einer Bilinearform gibt es zwei ziemlich offensichtliche

Hindernisse.
01
=0 0)

ist nicht symmetrisch. Fiir eine beliebige Matrix

_(a b .t ([ ac ad
T_<c d) ist TAT_(bc bd)'

Soll ad = bc = 0 sein, so folgt detT = 0; also kann T nicht intervertierbar sein.

Beispiel 1 Die Matrix

Beispiel 2 Ist char(K) = 2, so betrachten wir

0 1
a=(01).
Fiir eine beliebige Matrix

_(a b Lt [ ac+ca ad+cb \
T_(cd> ist D”_<m+m M+%)_B’

Da ac +ca =0 und bd + db = 0 gilt, muss die Diagonale von B Null sein; da
ad 4 cb = bc + da = det T, kann B keine Diagonalmatrix sein.

Zum Gliick gibt es keine weiteren Hindernisse:

Diagonalisierungssatz Sei K ein Korper mit char(K) # 2, V ein n-dimensionaler K-Vektor-
raum und s eine symmetrische Bilinearform auf V. Dann gibt es fiir s eine orthogonale Basis
B = (v1,...,vn) von V, d.h. Mg(s) ist eine Diagonalmatrix.

Ist qs : V — K die zu s gehorige quadratische Form, und o; := qs(v;) = s(v;,v;), so gilt
gs(v) = oqx% +... —|—zxnx$1 fiir v=x101+...+ Xp0y.

Die quadratische Form ist also in diesen Koordinaten frei von ,,gemischten Termen” x;x; (i # j).
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Zusammen mit der Transformationsformel aus 5.2.2 folgt das

Korollar Ist A eine beliebige Basis von V, und A := M 4(s), so gibt es ein T € GL(n;K) mit

(451

T .A.T=D:= &

wobei r = rang(s) und ay,...,a, € K*. ]

Beweis des Satzes Wir fithren Induktion tiber n = dim V. Fiir n = 1 ist nichts zu beweisen.
Ist gs(v) = 0 fiir alle v € V, so ist nach der wegen char(K) # 2 moglichen Polarisierung
aus 5.2.1 auch s(v,w) = 0 fiir alle Vektoren v,w € V. Andernfalls gibt es ein v; € V mit
gs(v1) = s(v1,v1) # 0; dazu betrachten wir den Untervektorraum

W:={weV:s(v,w)=0}CV.
Wir behaupten, dass V =K -v; @ W, d.h.
V=K-v1+W und K-v;NW={o}.

Zum Nachweis der ersten Bedingung miissen wir jedes v € V geeignet zerlegen. Dazu
suchen wir ein « € K derart, dassv — v’ € W fiir v/ =« - 0.

01

Die Bedingung fiir v — v’ € W lautet
0=s(vy,0—7") =s(v1,0) —s(v1,0') = s(vq,0) — & - s(v1,01).

s(v1,0)

_ 1, .
Also hat man o = Sor01) zu wihlen.
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Zum Nachweis der zweiten Bedingung nehmen wir an, dass v € K- v; N W. Dann ist
v=A-v; und
0=s(v1,v) =s(v1,A-v1) =A-s(v1,01),

also A = 0, und damit auch v = o. Insbesondere ist dimW = n — 1. Nun kann man s
ohne Probleme auf W beschrinken zu

s':WxW =K, s (v,w) =s(v,w).
Nach der Induktionsannahme gibt es eine Basis B’ = (v5,...,v,) von W, so dass
s'(vi,0j) =s(v;,v;) =0 fir i,j=2,...,n und i#].

Dav; € Wfiiri = 2,...,n, folgt s(v1,v;) = 0. Die Vektoren v1,vy,...,v, sind linear unab-
héngig, das folgt aus den Eigenschaften einer direkten Summe. Man kann es aber noch
einmal direkt nachrechnen: Aus A1v1 + A2vp 4 ... + A0, = o folgt v € Kvy MW, also
A1 = 0. Da B’ Basis von W ist, folgt auch A, = ... = A,, = 0. Also erhilt man schliellich
die gesuchte Basis B = (v1,vy,...,0,) von V. [ ]

Der Leser wird erfreut festgestellt haben, dass diese , Diagonalisierung” einer symme-
trischen Bilinearform viel einfacher ist, als die mit Hindernissen gepflasterte Diagona-
lisierung eines Endomorphismus. Im Gegensatz zu den Eigenwerten sind die Eintrdge
«1,...,0, in der Diagonalen auch nicht eindeutig. Im folgenden Abschnitt werden wir
sehen, dass im Fall K = R wenigstens die Verteilung der Vorzeichen der «; eindeutig ist.

Ist eine symmetrische Matrix A € M(n x n;K) gegeben, so gibt es ein einfaches
Rechenverfahren durch symmetrische Umformungen zur Bestimmung einer Matrix
T € GL(n;K) derart, dass 'TAT eine Diagonalmatrix ist. Dabei wird an A in jedem Schritt
zunédchst eine Zeilenumformung und dann die entsprechende Spaltenumformung ge-
macht. Parallel dazu werden an E,, nur die Spaltenumformungen vorgenommen. Sche-
matisch kann man das mit Hilfe von Elementarmatrizen Cy, ..., C; so beschreiben, wobei
die Pfeile die Reihenfolge der Umformungen angeben.

A En
—
tCl-A — tC1~A~C1 En'Cl
—
%

ICy - IC1-A-C ICy - IC1-A-C1-Cy E,-Ci-C

ICp-... !Cy-ACyeu.Cpy — Cpr...'Cy-ACye...iCx En-Ci-...-Cy

Ziel der Umformungen ist es, dass /Cy - ... - 'C; - A Cy - ... - Cx = D eine Diagonalmatrix
wird. Dann hat man rechts mit T := Cj - ... - C; eine Transformationsmatrix erhalten.
Eine Strategie fiir die Umformungen erkennt man an den folgenden Beispielen. Die Art
der jeweiligen Umformung ist rechts vermerkt.
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Beispiel 1

E;
Il

—~~ —
—
m_\ N~—
— —leN
— ~—~
— Q]
N— ~—

I e

—

o —IN

1

N O

— N

1

N O

D priifen.

Zur Kontrolle kann man T- A - T

Beispiel 2

E;
I

~—~ —~

— o~

N~— N~—

— <t

+ +

~—~ —~

&) (&)

~— ~—
© O - | O o — o — | B
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5.2.5 Das Tragheitsgesetz von SYLVESTER"

Ist ein Endomorphismus F von V durch eine Diagonalmatrix beschrieben, so miissen
in der Diagonalen die Eigenwerte stehen; die sind bis auf die Reihenfolge eindeutig
bestimmt. Ist eine symmetrische Bilinearform s beziiglich einer Basis B = (vy,...,v5)
von V durch eine Diagonalmatrix beschrieben, und s(v;,v;) =w; firi=1,...,n,so erhilt
man mit Hilfe von pq, ..., u, € K* eine neue Basis B’ := (y101,..., 40y ). Dann ist

s(uiv, pivi) = i - s(0;,0;) = i - a;.

Die Diagonalmatrix My (s) entsteht also aus Mp(s), indem die Eintrdge a; mit y? mul-
tipliziert werden. Daher kann man fiir die beschreibende Diagonalmatrix keine Eindeu-
tigkeit erwarten.

Im Fall K = R ist jedoch stets 47 > 0, also haben &; und p? - ; das gleiche Vorzeichen.
Das ist der Schliissel zum Verstandnis des Tragheitsgesetzes. Bevor wir es formulieren,
noch eine Folgerung aus dem Diagonalisierungssatz in 5.2.4.

Im Fall einer symmetrischen Bilinearform auf einem reellen Vektorraum V wihlen wir
eine Basis B’ = (v},...,v;,) von V so, dass s(vf,v}) =0 fiir i # j. Ist a; := 5(v},0}) 20, so
ersetzen wir

_1
durch v;:=|a;|72 - 0l

/
Ui

Im Fall a; = 0 setzen wir v; := v}. Dann gilt fiir die quadratische Form g5 zu s bei geeig-
neter Anordnung der Basis

gs(v;) =+1 fur i=1,...k

gs(v;)) =—1 fur i=k+1,...,r,
gs(v;))= 0 fir i=r+1,...,n
Ey 0
und mit B:= (vy,...,v,) ist Mp(s) = —E, &
0 0

Dem entsprechend erkldren wir Untervektorraume

V4 :=Span(vy,...,v¢) CV,
V_:=Span(vg q,...,0,) CV,
Vo :=Span(v,41,...,04) C V.

n
Istv = Y A;v;, so folgt wegen s(v;,v;) = 0 fiir i # j, dass
i=1
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Daher ist

gs(v) >0 firallev € Vi \ {o},
gs(v) <0 firallev € V_x\ {o},
gs(v) =0 furallev e V.

Nach Definition der Untervektorrdaume mit Hilfe der Basen gilt
V=V,aV_ oW,
und nach dem Lemma aus 5.2.3 ist V = Vj(s) der Ausartungsraum von s.

Man beachte, dass von diesen drei direkten Summanden nur V durch s eindeutig be-
stimmt ist. Betrachtet man die Mengen

Ci:={veV:qgv) >0},

Co:={veV:gs(v)<0} und

Co:={veV :qsv)=0},
soist Vi N {o} C C4, V- C C_~{o} und Vy C Cy. Die Mengen C,, C_ und Cy sind
jedoch fast nie Untervektorraume. Das sieht man am einfachsten im IR® mit

s(x,y) =x1y1 — xoyp, also  gs(x) =3 — x3.

X3
Co

o

T 1

Co
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Hier ist Cy das Paar von Ebenen x1 + x; =0und x; —x; =0, Vj =R -e3. C4y und C_
sind die markierten Bereiche. Entsprechend der obigen Definition ist

Vi=R-eq und V_=R-ep.

Anstelle von V; kann man jedoch jeden in C;. gelegenen Untervektorraum V/. von R3
also
Vi CcC4U{0} CR* undanalog V' CC_U{0}CR?

wihlen. Dann ist stets

gs(v) >0 fir ve V. N {o} und gs(v) <O fiir ve V' \{o}.
Will man erreichen, dass R? = Vfr D V! @V, so miissen Vjr und V' Geraden durch o
sein. Allgemein gilt das

Tragheitsgesetz von SYLVESTER  Hat man fiir eine quadratische Form q auf einem reellen
Vektorraum V zwei Zerlegungen

V=V,oV_.eV,=V,oV. oV,
wobei Vjy den Ausartungsraum der zugehorigen symmetrischen Bilinearform bezeichnet, und

q(v) >0 fiiralle veVix{o} undalle veV,\{o},
q(v) <0 fiiralle veV_~\{o} undalle veV' \{o},

so folgt dim V| =dimV, und dimV’ =dimV_.
Die Zahlen r (q) :=dim V. und r_(g) := dim V_ sind also wohldefiniert und Invarian-

ten der quadratischen Form ¢, ebenso wie der Rang r(g) = rang(s), das ist der Rang der
zugehorigen Bilinearform s. Offensichtlich ist

re(q)+7r—(q) =r(q) und dimVy=dimV —r(q).

Die Zahl r (g) heiit Positivitits-Index von q.

Korollar Sei s eine symmetrische Bilinearform auf einem reellen Vektorraum V. Angenom-
men man hat zwei Basen B und B’ von V derart, dass Mp(s) und Mg (s) Diagonalmatrizen
sind. Dann sind fiir Mg(s) und Mg (s) die folgenden Zahlen gleich:

- Die Zahlen der positiven Diagonalelemente.
- Die Zahlen der negativen Diagonalelemente.
- Die Ringe. u

Beweis des Triigheitsgesetzes Es geniigt, folgendes zu zeigen:
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Ist W C V ein Untervektorraum mit q(v) > 0 fiir alle v € W \ {0}, (%)
so folgt dimW < dim V.

Da V. und V/ gleichberechtigt sind, folgt daraus dim V. = dim V. Wegen
dimVy +dimV_ =dimV/} +dimV’ =7,
folgt auch dimV’/ =dimV_.

Nun zum Beweis von (x). Angenommen dim W > dim V. Aus der Dimensionsformel
in 2.2.5 folgt

dim(W N (V- @ Vp)) =dimW + dim(V_ & Vp) — dim(W + V_ & V) >0,

da die Summe der beiden ersten Terme der rechten Seite nach Annahme > dim V, und
der dritte Term in jedem Fall < dimV ist. Also gibteseinw € WN (V_ & V) mit w # o.
Ausw € W folgt g(w) > 0. Aus w € V_ @ V) folgt

w=v_+vy mit v_€V_ und vye€ V.
Dann ist aber
q(w) = S(U_ + v, v— + UO) = S(U_,Z)_) <0,
im Widerspruch zu q(w) > 0. ]

Die in den vorhergehenden Abschnitten bewiesenen Tatsachen tiber quadratische For-
men haben Anwendungen in der Geometrie, besonders der Theorie der Quadriken. Das
ist der Gegenstand der folgenden Abschnitte.

5.2.6 Exkurs iiber affine Geometrie*

Bei linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen bleibt der Ursprung o immer fest.
In vielen geometrischen Situationen ist es angebracht, auch etwas allgemeinere Abbil-
dungen zu benutzen, etwa dann, wenn man einen Kegelschnitt durch eine moglichst
einfache Gleichung beschreiben will.

Wir erinnern zunichst an die Definition eines affinen Unterraums L C V in einem
K-Vektorraum V: Es muss ein p € V und einen Untervektorraum Ly C V derart geben,
dass

L=p+ L.

Dabei kann man p € L beliebig wihlen, Ly ist eindeutig bestimmt als
Lo={p'—p:pp'el},

die Differenzen aus L. Dabei ist die suggestive Bezeichnung

H/._ !/ L
ppi=p —P<lo
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e
iiblich. Der Vektor pp’ verschiebt p nach p’:
i
p+pp =p.
Insgesamt wird durch jeden Vektor v € Ly eine Abbildung
Tw:L—=L g—q+v
bewirkt, sie heifst Translation.

Als Dimension eines affinen Raumes L C V hatten wir die Dimension des Untervektor-
raums Ly C V erklart, in Zeichen

dim L := dim L.

Ist dim Ly = k, so heif$t ein (k + 1)-Tupel (po, p1,-- ., px) von Punkten py, ..., px € L affine
Basis von L, wenn (pop1,...,Popk) eine Vektorraum-Basis von L ist.

Eine Abbildung f : V — W zwischen K-Vektorrdumen heift affin, wenn es eine lineare
Abbildung F : V — W gibt derart, dass

f(v)=f(o)+ F(v) firalle veV.

Offenbar ist f genau dann linear, wenn f(0) = o. Im Spezialfall V = K" und W = K"
ist f : K" — K™ genau dann affin, wenn es eine Matrix A € M(m x n;K) und ein b € K™
gibt derart, dass

f(x)=b+ A-x furalle xeK".

Schliefilich nennt man eine Abbildung f : V — V Affinitit, wenn f affin und bijektiv ist.
Fiir den Umgang mit Affinitidten benotigen wir einige Regeln:
Lemma a) Eine affine Abbildung f: V — V ist genau dann eine Affinitiit, wenn die zugeho-

rige lineare Abbildung F ein Isomorphismus ist.
b) Ist f : V — V eine Affinitit, so ist die Umkehrabbildung f~1: V — V gegeben durch

fHw)=-F1(f(o)) + F'(w) fiiralle weV,

also ist auch f~1 eine Affinitiit.
c) Sind (po,p1,---,pPn) und (qo,q1,---,qx) affine Basen von V, so gibt es genau eine Affinitit
f:V—=Vmit
f(pi)=q; fir i=0,...,n.

Beweis Ad a). Ist F kein Isomorphismus, so gibt es ein o # v € Ker F, also ist

f(v) = f(o) + F(v) = f(o),
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und f ist daher nicht injektiv. Ist F Isomorphimus, so behaupten wir, dass durch

g(w) =—F ' (f(0)) + F'(w)

eine affine Umkehrabbildung von f gegeben ist. Setzen wir w = f(v) = f(0) + F(v) ein,
so ergibt sich wegen der Linearitat von F~!

g(w) = —F'(f(0)) + F'(f(0) + F(v)) = =F'(f(0)) + F'(f(0)) + F ' (F(v)) = .
Analog folgt f o g = idy. Damit ist a) und auch b) bewiesen.
Ad c). Nach 2.4.1 gibt es genau eine lineare Abbildung

F:V—=V mit F(pop)) =qoq; fir i=1,...,n,

und dieses F ist ein Isomorphismus. Aus f(pg) = go und aus f(pg) = f(0) + F(po) folgt,
dass f(0) = gqo — F(po) sein muss. Also hat f: V — V mit

f(©) = (90— F(po)) + F(v)
die verlangten Eigenschaften, denn dann ist fiiri = 1,...,n
F(pi) =q0— F(po) + F(p;) = g0 + F(pop;) = g0 + 04; = -

Die Eindeutigkeit von f folgt aus der Eindeutigkeit von F. |

Beispiel Im IR? seien die Punkte
po="1,1), p1="1,2), p2="0,1) und gqo=%-2,-1), 91 =%0,-1), g2 ="(-2,-2)

gegeben. Gesucht ist eine Affinitat f : R? — R? mit f(p;) = g; fiir i = 0,1,2. Dazu be-
rechnet man zunéchst die Vektoren

popi =(0,1), pops = '(~1,0) und  goq1 ='(2,0), 4o = (0, ~1).

Die lineare Abbildung F : R? — IR? mit F( M) = m fur i = 1,2 ist gegeben durch die

Matrix
0 2
)

Alsoiist f(0) = g0 — F(po) = (—4,—2), und fiir ein beliebiges x = (x1,x,) € R? ist

0=(5)+6 o) (o)

Zur Kontrolle kann man noch f(p;) = g; fiir i = 1,2 nachrechnen. Die Umkehrung von

f ist gegeben durch
ro-B1( )
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Wie wir in 2.4.2 gesehen hatten, gibt es zu jeder linearen Abbildung F : K" — K™ eine
Matrix A € M(m x n;K) derart, dass

Flx)=A-x fir x="xy,...,x,).

Wir werden nun sehen, dass sich jede affine Abbildung f : K" — K™ durch eine Matrix
A" eM((m+1) x (n+1);K) beschreiben lasst. Ist

f(x)=b+A-x mit b="'by,...,by) €K",

so erkldren wir die erweiterte Matrix

10 -0 1 1

A= b,l , i = x,l ek"l, = y,l € K"t
. A . .
by Xn Ym

Istdanny’ = A" - X/, so folgt {(y1,...,ym) = f(x). Das kann man ganz explizit nachrech-
nen:

1 o --- 0 1 1 1
bl ai R a1y X1 B bl + a11xy 4+ ...+ A1nXn B n
by a1 - amm Xn by + ap1x1 + ...+ A Xy Ym
Offensichtlich ist f genau dann linear, wenn by = ... = b;, =0, genau dann eine Affinitat,

wenn n = m und A € GL(#;K), und genau dann eine Translation, wenn A = E,,.

Ist f eine durch A’ beschriebene Affinitit, so wird f~! beschrieben durch

1/0 - 0 . b
1 ‘1 1
AHt=1 . » , wobei l=—AT
c A Cn by
n

In dem oben angegebenem Beispiel ist

1 00
Al=(-4 0 2| und (A)!=
-2 10

5.2.7 Quadriken*

N DN -

NI—= O O
o = O
v

Die Gleichung eines Kreises in der Ebene IR? mit Mittelpunkt o und Radius 1 lautet

24 —-1=0.
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Ist {(a1,ay) der Mittelpunkt und r der Radius, so wird es schon komplizierter:

(x1 —a1)? + (v — a2)2 = =23 + x5 — 2ayx1 — 2apxy + a2 + a5 — r* = 0.

Das ist eine quadratische Gleichung fiir die Koordinaten x1,x;. Die allgemeine Form
solch einer quadratischen Gleichung ist

017 + ax3 + w312 + B1x1 + Baxa + v =0, (%)

wobei die Koeffizienten a1, a2, a3, 81, 82,7 € R beliebig gewahlt werden kénnen. Der Zu-
sammenhang mit der bilinearen Algebra ist leicht herzustellen, indem man eine Glei-
chung der Form (*) mit Hilfe einer symmetrischen Matrix A’ € M(3 x 3;K) beschreibt.
Dabei muss char(K) # 2 sein, der geometrisch einfachste Fall ist K = R. Fiir

x="!x1,x) €ER? setzen wir wieder x':=1'(1,x1,x;) € R®.

Dann ist
ago Aol Ao 1
[ A/ / 1
XA x = (Lx,x2) - [aon an ann || %
dpz  d12 a2 X2

=agg + 2491 X1 + 2appx> + 2a1px1x2 + aux% + azzx%.
Ganz analog erhilt man fiir A’ =fA’ e M((n+1) x (n+1);R) und x € R?, x’ € R"H!
n n
b A X = ag +2- ZaOixi +2- Z A;jXiX; -+ Zai,-x%.
i=1 1<i<j<n i=1

Die Koeffizienten der Terme zweiter Ordnung sind enthalten in der Teilmatrix

aip o din
A=| : Dl eM(n x m;R).

A1p * Onn

Ist A =o0, so wird fx’ - A’ - ¥’ = 0 eine lineare Gleichung, die Menge der Nullstellen
im IR" ist ein affiner Untervektorraum. Diesen Fall kann man durch die Voraussetzung
rang A > 1 ausschlieflen. Damit sind wir vorbereitet fiir die ganz allgemeine

Definition Eine Teilmenge Q C R" heifst Quadrik, wenn es eine symmetrische Matrix
A" eM((n+1) x (n+1);R) gibt mit rang A > 1 derart, dass

Q={xeR": ¥ A" ¥ =0}.

Im Fall n = 2 nennt man eine Quadrik auch Kegelschnitt.
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Vorsicht! In dieser Allgemeinheit sind Extremfélle wie die Gleichung
B4 +x24+1=0, also Q=0
nicht ausgeschlossen.

Wir wollen nun die Frage in Angriff nehmen, wie man an der durch die Matrix A’ be-
stimmten Gleichung einer Quadrik die geometrischen Eigenschaften erkennen kann.
Im Fall n = 2 bedeutet das, ob es sich um eine Ellipse, eine Parabel oder eine Hyper-
bel handelt. Wesentliches Hilfsmittel dabei werden Koordinatentransformationen sein,
mit deren Hilfe man die Gleichungen verdndern, insbesondere vereinfachen kann. Wir
illustrieren das zundchst an einem ganz einfachen

Beispiel Die Quadrik

Q:={(x;,x) eR?: x} — 2} -1=0}

-1 0 0
ist eine Hyperbel, in diesem Fallist A= 0 1 0
0 0 -1

X2

X1

Um die Asymptoten als neue Koordinatenachsen einzufiihren, betrachtet man den
linearen Isomorphismus

F:R?> > R? gegebendurch S= % : <_11 i)

Nach den Regeln fiir Koordinatentransformationen aus 2.5.1 gilt dann

x1=5 (y1+y2) und x2=3-(-y1+y2)

N =
N =
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In die Hyperbelgleichung eingesetzt erhilt man

1 1
-G -1=1-n+n’ - (n+n?’-1=pp-1=0
In den neuen y-Koordinaten ist Q also der Graph der Funktion y, = y; 1. Zur neuen

Gleichung von Q gehort die Matrix

-1
B=|0
0

Um auf die alte Gleichung mit der Diagonalmatrix A" zuriickzukommen, kann man B’
nach einer Variante des Verfahrens aus 5.2.4 durch symmetrische Umformungen diago-
nalisieren, und daneben bei E3 nur die Spalten umformen. Im Gegensatz zu 5.2.4 darf in
der ganz rechts stehenden Matrix die erste Zeile nicht verandert werden. Das Ergebnis
sieht so aus:

NI— O O
ONI= O

B E3
I [
10 0 0
0 1 1
10 0
(2)+1-(3)
10 0[-100 0
1 1 1
302 L 3
1 1
1o 1o 11 X
®) -2
100|100 0 0
1 3 10 -1
0 -1 0 -1 1 3
2-(3)
10 0|-100 0 0
0 10 1 -1
0 -1 010 11

I |
A’ T

Nach den Rechenregeln fiir symmetrische Matrizen aus 5.2.4 ist
A ='T".B'. T,

Wie wir gleich sehen werden, kann man an T’ die lineare Transformation der Koordina-
ten ablesen:
y1=x1—xp und yp=x1+xp.
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Eingesetzt in die Gleichung fiir Q ergibt das die alte Gleichung;:

yiyo —1=(x; —x2)(x1 + %) — 1= —x3 —1=0.

Bevor wir versuchen, die Gleichung einer Quadrik durch eine Affinitédt zu vereinfachen,
muss iiberlegt werden, wie sich die Gleichung veréndert.

Transformationsformel Sei Q C R" eine Quadrik, beschrieben durch die symmetri-
sche Matrix A’. Ist f : R" — R" eine Affinitit beschrieben durch S’ € GL(n + 1,R), so
ist f(Q) C R" eine Quadrik, beschrieben durch die Matrix

B ='T'.A'".T', wobei T' =51

Beweis Ist x € R" und y = f(x) € R", so gilt nach 5.2.6

/ /

y=5-x und =Ty

Daraus folgt

yefQ) & x=fyeQe ¥ A2 =0
S 0= T y) A (T'y)=ly (T-A-T)-v.

Das Problem einer ,Normalform” fiir die Gleichung einer Quadrik behandeln wir zu-
ndchst im Spezialfall n = 2. Hier ist

400 \ 401 402
A= a .

01 A

an2

Setzt man r = rang A und ' := rang A’, so gelten die Ungleichungen

1<r<2, r<¢ und 1<¢ <3

Dadurch wird eine grobe Einteilung in fiinf verschiedene Typen von Gleichungen mog-
lich:

<
~

Typ
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

NN R /=S
W N WN -
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Fiir jeden der Typen kann man moglichst einfache Gleichungen als Normalformen aus-
wahlen.

Typ (a)

A/

o O O
S = O
o o O

I
—

Die zugehorige Gleichung x? = 0 beschreibt eine Gerade Q, die man mit Vielfachheit 2
zdhlen kann. Sie entsteht, wenn ein Kegel von einer Ebene in einer ,Mantellinie” tan-
giert wird.

Typ (b)
X2
-1 0 0
Al = 0 £1 0 X1
0 0 0
Q

Die beiden moglichen Gleichungen sind x% =1und x% = —1. Im zweiten Fall hat man
Q = @, im ersten besteht Q aus den beiden Geraden x; = 1 und x; = —1. Sie entstehen,

wenn man statt eines Kegels einen Zylinder mit einer geeigneten Ebene schneidet.

Typ (c)

X2
0 0 -1
A= 0 1 0 X1
-1 0 O

Die Gleichung x7 — 2x, = 0 beschreibt eine Parabel.
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Typ (d)

00 0
A=101 0
0 0 +1 Q 0

Die Gleichung x7 + x5 = 0 beschreibt den Ursprung, x7 — x5 = 0 zwei Geraden. Beide
koénnen entstehen, wenn man einen Kegel mit einer geeigneten Ebene durch die Spitze
schneidet.

Typ (e)

In diesem Fall gibt es drei wesentlich verschiedene Moglichkeiten fiir die Gleichungen:

(1) _x% - x% = 1/ Q =Q,
(2) x% — x% =1, Qisteine Hyperbel,
3) x% + x% =1, Qistein Kreis.

Die Typen (a) bis (d) kann man als Ausnahmen ansehen, ,im Allgemeinen” wird r = 2
und ' = 3 sein. Aber welcher der Fille (1) bis (3) auftritt, kann nicht durch die Ringe
entschieden werden. Nun kénnen wir folgendes zeigen:

Affine Normalform der Gleichung eines Kegelschnitts  Ist Q C R? ein Kegelschnitt, so
kann man seine Gleichung durch eine affine Transformation auf genau eine der oben angegebenen
Normalformen bringen.

Man beachte dabei, dass nur Q = @ als Teilmenge von R?> durch zwei verschiedene
Typen von Gleichungen beschrieben werden kann, ndmlich

x2=-1 vomTyp (b)und 2 +x3=-1 vom Typ (e).
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Beweis Sei Q = {x € R? : ix’ - A’ - x' = 0}. Nach der obigen Transformationsformel ist

eine Matrix
1 0 0

T € GL(3;R)
gesucht, derart dass B’ = T" - A’ - T’ Normalform hat. Wir geben ein konstruktives Ver-
fahren an, wie man T’ schrittweise aufbauen kann.

Wir starten mit
400 \ ap1  Ado2
A/: a1 A
an2

In der ersten Etappe wird A nach dem Verfahren aus 5.2.4 diagonalisiert: Man findet ein

T; € GL(2;R) so, dass
t . . f— al O ="
T1 A Tl = (O 0(2) =: Bl-

Nach der Voraussetzung rang A > 1 konnen wir a1 # 0 annehmen. Wir setzen

1100

Ti:=1{ 0 T und B =T} A" T| =

In der zweiten Etappe wird die erste Zeile und Spalte von B] bearbeitet. Dazu ist eine
Fallunterscheidung notig.

Fall 1: rangA =1; dannist ap = 0. Mit Hilfe von a7 # 0 kann man cyp; zu Null machen:
Es gibt ein T} € GL(3;RR) so, dass

co O co2
'T-B) - Tj=| 0 a7 0 |=:Bb.
Co2 0 0

Ist cpp = 0, so hat man die Fille cpg = 0 und cqy # 0. Im ersten Fall kann man die Glei-
chung a;x2 = 0 ohne Verdnderung der Nullstellen durch a; dividieren, das ergibt Typ
(a). Im zweiten Fall erhélt man durch Multiplikation der Gleichung mit —(1/cq)

Bii—1=0 mit B =——L %0,
€00

Durch Multiplikation der zweiten Zeile und Spalte von

-1 0 O
0 B O
0 0 O

mit |B| ~2 kommt man bei Typ (b) an.
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Ist cp # 0, so gibt es ein T, € GL(3;IR) derart, dass

0 0 —1
'T;-By-Th=1 0 1 0 |,
-1.0 0

das ergibt Typ (c).

Fall 2: rangA = 2; dann ist a # 0. Somit kann man ein T} € GL(3;R) finden derart,
dass

Coo 0 0
'T-By-T5=( 0 a; 0 |=:Bj
0 0 1%}

Im Fall cgp = 0 kann man a7 auf 1, und a; auf £1 transformieren, das ergibt Typ (d).

Ist cop # 0, so kann man die ganze Gleichung durch Multiplikation mit —(1/cgo) ohne
Verdnderung der Nullstellen auf die Form

B1x3 + Bax3 —1=0

bringen. Durch Multiplikation der zweiten und dritten Zeile und Spalte der Matrix mit
einem geeigneten Faktor kommt man bei Typ (e) an.

Da die verschiedenen Typen der Normalformen durch die Range von Matrizen be-
stimmt sind, folgt die Eindeutigkeit. |

Ein praktisches Rechenverfahren verlduft nach einer Variante des Verfahrens aus 5.2.4.
Man startet mit A’ und E3, und endet mit

iCp-...-ICy- A" Cy-...-Cr und E,-Ci-...-Cy,

wobei die C; € GL(3;R) Elementarmatrizen sind. Die entstandene Transformationsma-

trix T/ = C; - ... - C, muss aber von der Form
1 0 0
/.
T = C1 T
€2

sein. Daher darf man keine Umformungen vornehmen, bei der Vielfache der ersten Zei-
le und Spalte zu anderen addiert werden. Weiterhin hat eine Multiplikation der ganzen
Matrix links keinen Einfluss auf die Nullstellen, sie muss rechts bei der entstehenden
Transformationsmatrix nicht berticksichtigt werden.
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Beispiel 1 Wir starten mit dem Kegelschnitt
Q:={(x1,x2) € R? : x§ + 2x1x2 + x5 + 2x2 +2 = 0}.

In diesem Fall ist rang A =1 und rang A’ =3.Die Umformung verlduft nach folgendem
Schema:

Al E;
Il I
0 1 0
1 1 1
1 1 0
3)—1-(2)
0 1 0 0 0
-1
0 0 0 0 1
(1)—1-(3)
0 0 0 1 0 O
0 1 -1
0 0 -1 0 1
0 0 -1 1 0 O
1 1 1
-1 0 -1 0 -1 0 -1
I I
B’ T’

Weiter berechnet man

1 0 0
S=()t=lo0o 1 1]
-1 0 -1

Istdann f: R? — R? beschrieben durch §’, so wird f ~1 peschrieben durch T/, und

fQ) ={yeR*: 'y -B' -y =0} = {(y1,y2) €ER* : y] — 2y, =0},

also ist f(Q) und damit auch Q eine Parabel. Das kann man noch einmal direkt nach-
rechnen, indem man

yi1=x1+x und yp=-1-x

in die Gleichung von f(Q) einsetzt.
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12
f(Q)

Beispiel 2 Bei Q := {(x1,x) € R? 5x% —2x1xp 4+ 2x3 + 8x1 +2xp +4 = 0} ist
r=2 und *' =3, die Umformung verlduft so:

Al Es
I [
4 4 11 0
4 5 -1 1
102 0 :
5 2)+7-)
4 4 4 3 0
9 9 9 9 1
2 2 2 2
1 -1 1 0 !
; ; (1) -(2)
100 10 1 0
9 9 9
1 0 1 0 41 X
(1)—2-)
10 10 1 0
0 3 2 11 0
0 0 S|
W2-(2), w2-(3)
10 0|1 0 1 0 0
V2 0 1 -1 W2 0
0 V2 0 1 W2 W2

I
B/

’j:
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Ist dann f : R? — R? beschrieben durch

1 0 0
s’=<T’>1=<3x@ 5V2 0),
vz “1va v2

f(Q)= {(y1,yz) cR?: y%—ﬁ—y% -1 :()},
also ein Kreis. Das kann man noch einmal direkt nachrechnen, indem man

3 3 1 1
y1=§ﬁx1+§\[2 und y2=-3 2x1+\@x2+§\[2

so ist

in die Gleichung von f(Q) einsetzt.

Y2
11f(p2)
o f(Q)
-1 X1 f 1 A
| ° - f(po) f(p1)
1-1

Wie man an den Beispielen sieht, kann man mit Hilfe der Affinitdt f den Typ und die
Lage des Kegelschnitts Q erkennen. Aber f verdndert Langen und Winkel. Das wird
verbessert durch die ,, Hauptachsentransformation” in 5.3.6.

Die Normalformen von Quadriken im R" haben wir nur im Fall von Kegelschnitten,
d.h. n = 2 ausfiihrlich beschrieben. Der allgemeine Fall verlduft ganz analog, es sind
aber mehr Buchstaben und Indizes notig. Hier soll nur das Ergebnis festgehalten wer-
den.

Ist A e M((n+1) x (n+1);R) die symmetrische Koeffizientenmatrix der Quadrik
Q C R" und A € M(n x n;R) die oben beschriebene Teilmatrix, so beweist man zu-
ndchst ganz einfach die Ungleichung

rang A < rangA' <rangA + 2.
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Setzt man zur Abkiirzung r := rangA und ' := rang A’, so erhdlt man folgendes
Ergebnis:

Affine Normalform der Gleichung einer Quadrik Ist
Q={xeR": ¥ - A"-¥ =0} CR",

so gibt es eine Affinitit f : R"™ — R" derart, dass f(Q) C R" durch eine der folgenden Glei-
chungen beschrieben wird:

2

Vit Vi —Veq——yr=2 1 falls ' =r+1, (1)

0 falls v =r, (0)
21 falls v'=r+2. (2)

In jedem der drei Félle sind alle k mit 0 < k <r moglich. Nach dem Trégheitsgesetz aus
5.2.5 ist die Zahl k durch die Matrix A" eindeutig festgelegt. Bilder dazu im Fall n =3
findet man in 5.3.6. Hinter dieser Aussage ist ein ernsthaftes Problem versteckt. Sind Q
und Q' durch verschiedene Gleichungen erklért, so konnte man hoffen, dass es dann
keine Affinitdt f : R” — R” gibt derart, dass f(Q) = Q’. Das ist nicht der Fall: Ist bei Typ
(1) der Rang r > 1 beliebig, und k = 0, so wird durch jede Gleichung

-y =1

stets die leere Quadrik beschrieben. Weiter kann man die Gleichung von Typ (0) ohne
Anderung der Nullstellen mit —1 multiplizieren. Die Quadriken vom Typ (0) sind Kegel,
d.h. fiirjedes y € Qund A € Ristauch Ay € Q.

Man kann nun mit etwas Miihe beweisen, dass diese extremen Fille im wesentlichen
die einzigen Ausnahmen sind (vgl. etwa [FI, 1.4.5]). Wie man an den Bildern sieht, wer-
den bei den affinen Transformationen Winkel und Abstidnde verdndert. In 5.3.7 werden
bessere Transformationen angegeben.
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5.3 Euklidische und unitiare Vektorraume

Wenn eine Quadrik durch eine affine Transformation auf Normalform gebracht wird, so
dndern sich dabei im Allgemeinen Langen und Winkel. Etwa bei einer Ellipse kann man
dabei die Lage und die Lange der Hauptachsen nicht feststellen. Das ist einer der vielen
Griinde dafiir, Abbildungen zu untersuchen, die Langen und Winkel erhalten. Weiter-
hin sei an die schon in 4.2.1 bewiesene Aussage erinnert, dass jede reelle symmetrische
2 x 2-Matrix diagonalisierbar ist. Auch eine Verallgemeinerung dieses Ergebnisses auf
beliebig grofle quadratische symmetrische Matrizen ist fiir die Theorie der Quadriken
und andere Anwendungen von Bedeutung. Wie so oft hilft dabei der Ubergang von den
reellen zu den komplexen Zahlen.

5.3.1 Hermitesche Formen

Das kanonische Skalarprodukt im IR” hatten wir schon in 0.3.1 erklédrt durch

n
(x,y) = 2 XiYi
=1

Dadurch erhilt man eine Norm

[l := 4/ {x,x),

denn (x,x) > 0 fiir alle x € IR". Im C" ist eine solche Definition schon im Fall #n = 1 nicht
mehr sinnvoll, denn fiir jedes z € C hat z? im Fall z # 0 zwei verschiedene komplexe
Waurzeln, und von ,,positiv” kann man in C nicht reden (vgl. 1.3.6). Als Ersatz hat man

|z|:¢;:\/m fir z=x+iy mit xyeR

als Betrag einer komplexen Zahl. Ganz analog kann man im C”" ein kanonisches
Skalarprodukt erklaren durch

n
(z,w) := Zziﬁi fur z=1(z1,...,z4) €C" und w=(w,...,w,) €C".
i=1

Im Gegensatz zu einer symmetrischen Bilinearform auf C" ist dann fiir A € C

(z,A-w)y=A-{z,w) und (w,z)= (z,w).

Das ist die Grundlage fiir folgende allgemeine
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Definition Sei V ein C-Vektorraum. Eine Abbildung
s:VxV—=C

heifdt hermitesche Form, wenn fiir v,v’,w,w’ € V und A € C folgende Bedingungen erfiillt
sind.

H1 s(v+9,w)=s(v,w)+s(,w) und s(A-v,w)=A-s(v,w).
H2 s(v,w+w)=s(v,w)+s(v,w') und s(v,A-w)=A7A s(v,w).
H3 s(w,v) =s(v,w).

Sind nur die Bedingungen H1 und H2 erfiillt, so spricht man von einer Sesquilinearform
(,,sesqui” bedeutet 1 %).

Aus H3 folgt insbesondere, dass s(v,v) € R fiir allev € V.

Ganz analog zu 5.2.1, nur an den erforderlichen Stellen komplex konjugiert, kann man
eine hermitesche Form s durch eine hermitesche Matrix beschreiben, d.h.

AeM(nxnC) mit ‘A=A

Ist B = (vy,...,v,) eine Basis von V, so ist die darstellende Matrix von s beziiglich B
erklart durch

Mp(s) := (s(v;,vj)).

Ist umgekehrt A eine hermitesche Matrix, so erkldrt A = (a;;) eine hermitesche Form s 4
durch
n n n
sa(v,w) = Z ajjAifj, wenn v= ZAZ-U,- und w = Z‘uivi.
ij=1 i=1 i=1

Sind A und B zwei Basen von V, so erhilt man (wie in 5.2.2) fiir hermitesche Formen
eine Transformationsformel

My(s) ='T§ - Mp(s) -@, kurz A=1'S-B-S.

5.3.2 Definitheit

Bezeichnet ( , ) das kanonische Skalarprodukt im R” oder C”, so ist

(,x) =23 +...+x2>0 fir x=(x1,...,x,) €ER" und
(z,2) =z1Z1+ ...+ 242, >0 fiir z=(zq,...,24) € C".
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Weiterhin ist (x,x) =0 < x = o und (z,z) =0 < z = o. Es gibt aber auch ganz andere
symmetrische Bilinearformen und hermitsche Formen. Sind sie durch die Matrix

+1
k mal
+1

I mal
-1
mit k + [ = n beschrieben, so ist
+1 firi=1,...,k,
s(ei er) = o
-1 furi=k+1,...,n.
Das fiihrt zu folgendem allgemeinen Begriff:

Definition Sei s eine symmetrische Bilinearform oder eine hermitesche Form auf dem reellen
oder komplexen Vektorraum V. Man nennt s

positiv definit & s(v,v) >0 fiiralle o+#veEYV,
negativ definit & s(v,0) <0 fiiralle o#veV,
indefinit & es gibt v € V mit s(v,v) > 0 und
w €V mit s(w,w) <O0.

Dem entsprechend heifit eine symmetrische oder hermitesche Matrix A € M(n x n;K) mit
K =R oder K=C

positiv definit < 'x-A-X¥>0 firalle o#xcK",
negativ definit & 'x-A-X¥<0 firalle o#xeK",
indefinit :< es gibt x € K" mit 'x - A-X >0
undy € K" mit'y - A-7 <0.

Die Frage nach der Definitheit einer Matrix tritt zum Beispiel in der Analysis auf, wenn
man nach lokalen Extrema einer differenzierbaren Funktion

f:R" >R

sucht. In diesem Fall ist die HESSE-Matrix

Hess(f) = ( ’f )
2]

axiaxj
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von f in einem Punkt entscheidend (vgl. [FOy, §7]). Ist etwa n = 2 und

f(x1,x2) = ax? +bx3, soist H:=2- (g 2)

die HESSE-Matrix im Punkt o = (0,0), und es gilt

f hatin o ein striktes lokales Minimum < 4,b>0 < H positiv definit,
f hatin o ein striktes lokales Maximum < 4,b <0 < H negativ definit,
f hat in o kein lokales Extremum < H indefinit.

Fiir Anwendungen ist es niitzlich, wenn man mit méglichst wenig Rechenaufwand fest-
stellen kann, ob eine Matrix definit ist oder nicht. Wir beschrianken und dabei auf den
reellen Fall.

Zunichst eine Warnung: Man hiite sich vor der Vermutung (,,don’t even dream of...”),
eine Matrix A = fA € M(n x n;R) wire schon dann positiv definit, wenn es eine Basis
(v1,...,vn) von R" gibt, so dass

i A-v;>0 fur i=1,..,n.

Gegenbeispiele git es schon ab nn = 2, etwa

Az(é _01>, also g(x)='x-A-x=x} x5

Die Vorzeichen von q(x) sind wie folgt verteilt:
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X2
g(x) <0
g(x) >0 .
q(x) >0
g(x) <0
q(x) =0 g(x) =0

Offensichtlich kann man eine Basis aus dem positiven Bereich wihlen, etwa
B=(e;,v) mit v="121).

Dannist fe;-A-eg=1>0 und f-A-v=3>0, aber ‘e;-A-v=2%0.In
der neuen Basis B wird die durch A erklirte Bilinearform somit beschrieben durch die

Matrix
1 2
B—(z 3>.

Sie hat positive Eintrége in der Diagonalen, ist aber nicht diagonal. Eine symmetrische
Diagonalisierung von B nach der Mathode aus 5.2.4 ergibt

1 -2
t . . — 1 —
T-B-T=A mit T (O 1 )

Nach diesen Vorbemerkungen ist klar, wie man die Definitheit einer Matrix testen kann:
Man diagonalsiert sie symmetrisch und betrachtet die entstandene Diagonale.

Diagonalisierungs-Kriterium fiir Definitheit Sei V ein IR-Vektorraum und
s: V x V = R eine symmetrische Bilinearform. Hat man eine Basis I3 von V gefunden, derart
dass

151 0

Mpg(s) =

eine Diagonalmatrix ist, so gilt

s positiv definit & ap,...,05 >0
s negativ definit <  «q,...,0, <0 .
s indefinit & esgibtein a; >0 undein aj <0
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Beweis Die Eintrdge a1, ...,a; in der Diagonale seien so nummeriert, dass
a1, >0, dpgq,e,0, <0, a1 =..=a,=0.
Ist B= (v1,...,vn) und v = 1101 + ... + Hyvy € V, so folgt

$(0,0) = 01 YT+ o+ Qg P A Mg 1 g o+ U

Daraus ergibt sich sofort die Behauptung. |
Beispiel
17 -32 29
A=| -32 63 -58
29 -58 59 32
17 0 29 SRR
47 58
0 7 7
-58
29 T 59 "
= o0 o ®) -1
47 58
7 17
PR
0 o ®)+%
47
250
0 37

Also ist A positiv definit. Wie man sieht, ist der Rechenaufwand auch kaum grofer als
bei der Berechnung von det A mit Hilfe von Zeilenumformungen. Man muss in jedem
Schritt nur noch die entsprechende Spaltenumformung anschliefien. Da

D='T-A-T ist detA=detD =250.

Das folgt ganz allgemein aus der speziellen Form von T: Wenn nur Umformungen vom
Typ (1) und (2) vorgenommen werden, ist detT = +1.

Eine reelle Zahl ist genau dann positiv, wenn sie Quadrat einer Zahl ungleich Null ist.

Als Folgerung aus obigem Satz erhilt man ein analoges Ergebnis fiir Matrizen.

Korollar Eine symmetrische Matrix A € M(n x n;R) ist genau dann positiv definit, wenn
es ein C € GL(n;R) gibt derart, dass

A=IC-C.
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Beweis Ist A=!C-Cund y = C - x fiir x € R", so folgt
xAx ='x'CCx=lyy =y} + ..+ ¥2 >0
fiir x # 0, also y # o.

Ist A positiv definit, so gibt es ein S € GL(1;R) mit A = !SDS, wobei D eine Diagonal-
matrix ist, mit Eintrdgen a7, ...,a, > 0. Bezeichnet D’ die Diagonalmatrix mit Eintrdgen

/&1,y \/0n, SO folgt
A=1SD'.-D'S=C.-C mit C:=D’S.

Es gibt andere klassische Kriterien fiir Definitheit, die nicht die symmetrische Diago-
nalisierung, sondern Determinanten nutzen. Auch hier beschranken wir uns auf den
reellen Fall.

Bemerkung 1 Ist die symmetrische Matrix A = (a;;) positiv definit, so gilt

a; >0 fiiralleiund detA > 0.

Beweis Da a;; = 'e; - A - e;, muss a;; > 0 sein. Nach 5.2.4 gibt es ein T € GL(1;R) derart,
dass
nq 0

'T-A.T= =:D.

0 Xy

D beschreibt die durch A gegebene Bilinearform beziiglich einer transformierten Basis
des R". Weiter gilt

0<aj-...-a, =detD = (detT)? - detA,

also muss auch det A > 0 sein. [ ]

Fiir n = 2 sind die notwendigen Bedingungen aus Bemerkung 1 auch hinreichend:

Bemerkung 2 st

a b
A_<b C)GM(ZXZ,]R)

mit a > 0 und det A > 0, so ist A positiv definit.
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Beweis Sei x = (x1,x,) € R?. Dann erhélt man durch quadratische Ergédnzung
a-(x-A-x)=a-(ax? 4 2bx1x; + cx3) = (a®x3 + 2abxyxp + b*x3) + (ac — b*)x3
= (ax; + bxp)? + (det A)x3.
Alsoista- ('x-A-x) > 0 fiir x # 0. Wegen a > 0 ist auch x- A-x > 0. |

Die beiden Bemerkungen 1 und 2 kann man wie folgt verallgemeinern. Zu einer Matrix
A= (ai]-) € M(n x n;R) betrachten wir fiir k = 1,...,n die Teilmatrix

a1k
Ak =
Ay 0 gk

Die Determinante det Ay nennt man einen Haupt-Minor von A.

Haupt-Minoren-Kriterium fiir Definitheit Fiir eine symmetrische Matrix
A eM(n x m;R) gilt:

A positiv definit & detAy >0 fir k=1,...,n,
A negativ definit < det(—Ax) >0 fir k=1,...,n.

Vorsicht! A = —E, ist negativ definit, aber
det A = det(—Ey) = (—=1)F - det Ex = (—1)*.
Offensichtlich gilt: A negativ definit < —A positiv definit

& det Ay <O fir k ungerade und det Ay > 0 fiir k gerade.

Beweis Nach der Vorbemerkung geniigt es, die erste Aquivalenz zu zeigen.

,=" Die Teilmatrix beschreibt eine symmetrische Bilinearform auf dem zu R* isomor-
phen Untervektorraum

Vi={(x1,...,00) ER" : ;1 =...=x, =0}.

Also folgt det Ay > 0 aus der obigen Bemerkung 1.

“

»<" Firn =2 ging das durch eine einfache Rechnung mit quadratischer Ergianzung;
im allgemeinen Fall ist es formal tibersichtlicher, eine Induktion und den Matrizenkal-
kil zu verwenden.

Der Fall n = 1 ist klar. Sei also die Implikation ,,<=* schon fiir # — 1 bewiesen, dann ist
A, _1 positiv definit. Nach 5.2.4, angewandt im Fall K = R, gibtes ein S’ € GL(n — 1;RR)
derart, dass

§" A,_1-5 =E,_1.
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Wir erweitern die Transformationsmatrix S zu

0
s/ :
S:= 0 € GL(m;R)
0o --- 0 1
und definieren die transformierte Matrix
B1
Bi='S-A.S= Ent :
ﬂnfl

ﬁl e ﬁnfl ‘ ﬁn

Mit der neuen Transformationsmatrix

—B1 0
T:= En E erhidlt man T-B-T = En : =:D,
_ﬁnfl 0
0 -+ 0 | 1 0 0 [ o
wobeiy =B, — 2 —... — p>_; =detB. DadetT =1, folgt
v =detD = detB = det('SAS) = det A(detS)?.
Da detA > 0, ist v > 0 und somit ist A positiv definit. |

Der Leser moge zur Ubung diesen Beweis im Fall n = 2 mit dem Beweis von Bemerkung
2 vergleichen!

Im schon oben angegeben Beispiel

17 =32 29
A=| —-32 63 58
29 58 59

ist det A} =17,det Ay = 47 und det A = 250. Also ist das Haupt-Minoren-Kriterium fiir
positive Definitheit erfiillt. Offensichtlich kann man die Werte der Haupt-Minoren we-
gen der speziellen Art der Umformungen direkt an der oben berechneten Diagonalma-
trix D ablesen.

Nach diesen Vortiberlegungen zur Definitheit bentitzen wir fiir den Rest dieses Kapitels
zur Vereinfachung folgende Namen:



418 5 Bilineare Algebra und Geometrie

Definition Ein Skalarprodukt in einem reellen bzw. komplexen Vektorraum ist eine positiv
definite symmetrische Bilinearform bzw. eine positiv definite hermitesche Form.

Ein euklidischer bzw. unitdirer Vektorraum ist ein reeller bzw. komplexer Vektorraum zusam-
men mit einem Skalarprodukt.

Beispiel 1 Standardbeispiele sind die Vektorrdaume R” und C" mit dem kanonischen
Skalarprodukt

n n
(x,y) ="x-y= Exiyl- bzw. (zw)="2-W= Zziﬁi.
i=1 i=1
Ist A= (aij) eine positiv definite symmetrische bzw. hermitesche Matrix, so wird
dadurch auf R" bzw. C" ein Skalarprodukt
n n
(x,)a=x-A-y= Z ajxiy; bzw. (z,w)p:= 2 A= Z a;iz;W;
ij=1 ij=1
erklért. Es steht in engem Zusammenhang mit dem kanonischen Skalarprodukt:
(x,ya=(A-xy) = (x,Ay) bzw. (z,w)y=(A-z,w)=(z,A-w).

Dabei ist zu bedenken, dass ‘A = A bzw. A = A. Eine derartige Matrix kann man aus
jedem B € GL(n;R) bzw. B € GL(n;C) erhalten, indem man

A:='B-B bzw. A:='B-B
setzt. Dann ist A positiv definit und symmetrisch bzw. hermitesch, wie man leicht sieht.

Beispiel 2 Ein ganz anderes Beispiel kommt aus der Analysis. Ist V der R-Vektorraum
der auf einem Intervall [4,b] C R stetigen Funktionen, so kann man

b
(F.8):= [ f(0-ghdt fir fgev

erkldren. Nach den Rechenregeln fiir Integrale ist das eine symmetrische Bilinearform
auf V, und ist

(. f) = /ﬂbf(t)zdt:o,

so muss wegen der vorausgesetzten Stetigkeit f = o sein. Alsoist ( , ) positiv definit.
Man beachte dabei, dass V unendliche Dimension hat, und ( , ) ohne Benutzung
einer Basis erklart ist.

5.3.3 Orthogonalitit

Gegeben sei ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum V mit Skalarprodukt

(, ):VxV =K, (v,w)— (v,w),
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wobei K = R bzw. K = C. Fiir jedes v € V ist dann eine Norm erklart durch
loll == \/(,0) € R.
Man nennt zwei Vektoren v,w € V orthogonal, wenn
(v,w) =0.
Ein m-Tupel (vy,...,v,) von Vektoren aus V heifdt

orthogonal <  (v;,v;) =0 fiiri#jund

orthonormal < orthogonal und ||v;|| =1 fiir alle i.

Ist B = (vy,...,v,) eine orthogonale Basis von V, so erhélt man daraus eine Orthonor-
malbasis (d.h. orthonormale Basis) B = (wy,...,w;,), indem man

1
w;

=——v; fur i=1,...,n
[[vi

setzt.

Beispiel 1 Im R” bzw. C" ist die kanonische Basis (ey,...,e,) orthonormal beziiglich
dem kanonischen Skalarprodukt. Es gibt jedoch viele andere orthonormale Basen. Dar-
auf kommen wir beim Satz von GRAM-SCHMIDT zurtick.

Beispiel 2 Im Vektorraum V der auf [0,271] C R stetigen reellwertigen Funktionen ist

durch
1

—E 0

27
{f.8) f(8)-g(t)dt
ein Skalarprodukt gegeben. Die Funktionen
cos(kx) und sin(kx)

sind fiir alle k € N in V enthalten. Diese unendliche Familie ist orthogonal, denn wie
man in der Analysis lernt ([FO;, §23]), ist
(cos(kx),sin(lx)) =0 fiiralle k,/ € N und
(cos(kx),cos(lx)) = (sin(kx),sin(lx)) =0 firk#1.

Weiterhin ist

[[cos(kx)|| = ||sin(kx)||=1 fir k>1,
also ist die Familie

B := (1,cosx,cos(2x),...,sinx,sin(2x),...)
sogar orthonormal. Das ist die algebraische Grundlage der Theorie der FOURIER-
Reihen.

Zundchst zwei wichtige elementare Eigenschaften von Orthogonalitdt und Orthonor-
malitét.
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Bemerkung 1 Ein orthogonales m-Tupel (v1,...,0m) mit v; # o fiir alle i ist linear unabhin-
818

Beweis Angenommen
Mo+ ...+ Aoy = 0. ()

Fiir jedes i kann man das Skalarprodukt von (x) mit v; bilden. Das ergibt
m
0= < /\jvj,vz'> = (Ajwj,v;) = A - (03, 03).
j=1
Da (v;,v;) > 0 muss A; = 0 sein. [ |
Daraus folgt insbesondere, dass die oben angegebene Familie B der trigonometrischen

Funktionen linear unabhingig ist. In Beispiel 9 aus 2.1.4 hatten wir das in einem sehr
einfachen Spezialfall schon gesehen.

Bemerkung 2 Ist B = (vy,...,0,) eine Orthonormalbasis von V, so kann man die Darstel-
lung eines jeden Vektors v € V berechnen als

v="> (v,v;) ;.

M=

Il
-

Beweis Es gibt eine eindeutige Darstellung
n
U= 2)\]'2)]' mit )Lj e K.
j=1

Das Skalarprodukt mit v; ergibt

n
(v,0;) = <Z)\jvjrvi> = A; - (v, 0i) = A u
=

Mit Hilfe eines Skalarprodukts kann man Orthogonalitit, d.h. die Eingeschaft ,senk-
recht zu stehen” erklédren. Ist V euklidisch bzw. unitir, so stehen zwei Vektoren v,w € V
senkrecht, in Zeichen

vlw & (v,w)=0.

In diesem Sinne steht der Nullvektor auf jedem anderen Vektor senkrecht. Ist W C V
ein Untervektorraum und v € V, so ist v senkrecht zu W, in Zeichen

v1IW & ovlw furallewe W.
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Sind schliefSlich W, W’ C V Untervektorrdume, so nennt man sie senkrecht, in Zeichen
W1IW & wlw furallew e Wundw' € W'
Sind (wy, ..., wy) und (wj, .. ., wy) beliebige Basen von W und W/, so gilt

Wilw <& wiJ_w} furallei=1,...,kundj=1,...,L (L)

Die Richtung ,,=“ folgt aus der Definition; fiir ,<=" sei

k I
w=) Aw;i€eW und w’:Zij}GW’.
i=1 =1

Dann ist (w,w') = Y i Aifij - <wi/w]/'> =0. "

Diesen ,,Orthogonalitdts-Test” (L) kann man in der Praxis anwenden, um etwa eine
Kerze senkrecht im Stiander auf den Tisch zu bekommen. Zwei Personen betrachten sie
aus linear unabhéngigen Richtungen. Die erste Person dreht sie so lange, bis sie aus
ihrer Richtung senkrecht erscheint. Dann biegt sie die zweite Person in der Richtung
der ersten Person in eine senkrechte Position. Nach der oben bewiesenen Aussage (L)
steht die Kerze dann aus allen Richtungen senkrecht. Am genauesten wird das Ergebnis,
wenn die beiden Personen die Kerze aus senkrechten Richtungen betrachten.

Nun zur Frage der Existenz von Orthonormalbasen. Im K" gibt es die kanonische Or-
thonormalbasis, aber oft will man eine andere Basis wihlen, die einem gegebenen Pro-
blem besser angepasst ist. Eine Antwort gibt der

Orthonormalisierungs-Satz von GRAM und SCHMIDT  Gegeben sei ein euklidischer
bzw. unitirer Vektorraum V mit dimV < oo, und ein Untervektorraum W C V mit einer Or-
thonormalbasis (w1, ..., Wy, ). Dann gibt es eine Erginzung zu einer Orthonormalbasis

(w1,..., Wm, Wys1,...,wn) von V.

Da man auch mit W = {0} starten kann, erhilt man als

Korollar Jeder endlich-dimensionale euklidische bzw. unitire Vektorraum besitzt eine Ortho-
normalbasis. [ ]

Beweis des Orthonormalisierungs-Satzes Ist W = V, so ist nichts mehr zu ergénzen. An-
dernfalls fithren wird die Ergénzung schrittweise durch. Ist o # v € V \ W, so betrachten
wir die senkrechte Projektion von v auf W:

b:=(v,w) w1+ ...+ (0, W) Wy €W.
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wa

Dann steht w := v — 7 senkrecht auf W:
(w,w;) = (v—0,w;) = (v,w;) — (0,w;) = (v,w;) — (v,w;) =0.
Um den néchsten Vektor w,, 1 fiir die Orthonormalbasis zu erhalten, setzt man

b

Gt = g

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhilt man eine Orthonormalbasis (wy, ..., w,). ®

Der Beweis ist ganz konstruktiv, wir geben ein
Beispiel 1 Sei V :=Span(/(0,3,4),/(2,1,3)) C R®> und W := {o}.
Wir starten mit vq := 1(0,3,4), ||v1|| = 5 und erhalten wy = £ - v; = £ - 4(0,3,4).

Im néichsten Schritt sei v, = (2,1,3). Dann ist

—_

(v, w1) =3, 52:(02,w1>~w1:§-t(0,3,4) und w=1uvy — 0y =

110, —4,3).
5 (0’ /3)

5
Da ||wl||? = 5, erhilt man schlieflich w, := 2—‘? -4(10,—-4,3).

Will man allgemeiner fiir einen durch eine Basis (v1, ..., v, ) gegebenen Untervektorraum
V C RN mit N > n eine beziiglich des kanonischen Skalarprokukts im RN othonormale
Basis (w3, ...,wy) finden, so wird die Rechnung einfacher, wann man in zwei Etappen
vorgeht: Man bestimmt zunéchst eine orthogonale Basis (1, ..., 4, ) von V und normiert

sie anschliefSend zu .
W = — - U
71

Der Vorteil besteht darin, dass die lastigen Quadratwurzeln erst am Ende der Rechnung
auftreten.
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Im ersten Schritt setzt man 1y = v1. Im zweiten Schritt sei

~ U2, U ~
Uz::w'bq und Uy =1y — Dy

(u1,uq)

Dann ist (up,u1) = (v,v1) — (92,u1) = 0 und Span(uy,uy) = Span(vy,v;). Hat man fiir
m < n schon orthogonale (u, ..., t,) mit Span(uy,..., iy, ) = Span(vy, ..., vy ) gefunden, so
setzt man

m .
Omt1 = M cup und U1 = Vg1 — Ot
i=1 <ui/ui>

Dann ist (s, 11,4;) = (U1, 4i) — (Opaq,u) =0 furi=1,..,m.
Damit ist die erste Etappe beendet, nun gentigt es, die u; zu normieren.
Beispiel 2 Sei V = Span(vq,v, V3) C R* mit
o1 =(1,1,0,0), v =(1,1,0,1) und ov3=(1,0,1,1).
Dannistu; =v1, u;=1(0,0,0,1) und u3= %(1,—1,2,0), sowie
wlz%ﬁ-ul, wy =upy und ZU3=%\/6'M3.
Also ist (wq,wy,ws3) eine Orthonormalbasis von V.

Hat man im R3 linear unabhingige Vektoren v1,vp, und ist W = Span(vy,v;), so steht
das Vektorprodukt w := vy x v, senkrecht auf W, und (vq,v,,w) ist eine Basis von R3
(vgl. 0.3.7). Diese Konstruktion kann man allgemeiner ausfiihren.

Ist V ein euklidischer oder unitiarer Vektorraum, und W C V ein Untervektorraum, so
ist das orthogonale Komplement von W erklirt als

Whi={veV:olW}CV
Offensichtlich ist Wt C V ein Untervektorraum.

Ist W' C V ein weiterer Untervektorraum, so heift V orthogonale Summe von W und
W', in Zeichen

V=WQOW,

wenn V =W @ W’ und W L W’. Die Existenz eines orthogonalen Summanden folgt aus
dem Orthonormalisierungs-Satz:

Korollar 2 Ist W C V Untervektorraum eines endlich-dimensionalen euklidischen oder uni-
tiren Vektorraums, so ist

V=WOW* und dimV =dimW + dimW+.
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Beweis Wir wihlen eine Orthonormalbasis (wq,...,w,) von V derart, dass (wy,...,wy)
Basis von W ist. Ist
W' = Span(wm+1,...,wn),

so bleibt nach der Charakterisierung einer direkten Summe in 2.2.5 noch W' = W+ zu
zeigen. W' C W+ ist klar.

Jedes v € V hat nach Bemerkung 1 eine eindeutige Darstellung

™=

v="> (v,w;)  wj.

1

Istv € W, soist (v,w;) =0 fiiri =1,...,m, also folgt v € W und WL cw'. ]

5.34 QR-Zerlegung und Methode der kleinsten Quadrate*

Etwa zur Losung linearer Gleichungssysteme kann die in 2.4.8 beschriebene LR-Zerlegung
invertierbarer Matrizen helfen. Es gibt eine andere Zerlegung, die nicht nur fiir qua-
dratische Matrizen ausfiihrbar ist. Wir wir anschliefSend sehen werden, kann sie recht
niitzlich sein.

Satz iiber die QR-Zerlegung Sei A € M(m x n;R) mit rang A = n, also m > n, gegeben.
Dann gibt es eine Matrix Q € M(m x n);R) mit orthogonalen Spalten, d.h. 'Q - Q = E,, und

eine obere Dreiecksmatrix R € GL(n;R) derart, dass

A=Q-R.

Schematisch kann man das so aufzeichnen:

Beweis Seien vy,...,v, € R™ die Spalten von A. Wie sich zeigen wird geniigt es, aus
v1,...,0n nach dem GRAM-SCHMIDT-Verfahren eine Orthonormalbasis wq,...,w,; von
Span(vy, ..., v, ) zu berechnen, und sie als Spalten von Q zu verwenden.

Die einzelnen Schritte verlaufen so:

wy 01, also o1 = [|og| - wy.
1

@]

1 .
[lo1]l
wy = 02— <w1,?)2> cwp, Wy i=

Wy, also vy = (wy,v7) - wy + ||W2]| - wr

vy = (w1, 0) W1+ e+ (W 1,00) Wy 1+ || D] - Wy
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Diese Darstellung von (v, ...,v,,) durch (wy,...,wy ) ergibt die Matrix

||UlH <ZU1,712> <w1/7)n>
o ol w0
0 [ |
Sind (w3, ..., wy,) die Spalten von Q, so ist offensichtlich A = Q- R. [ ]

Beispiel 1 Im Fall n = 2 wollen wir die Eintrdge von Q und R aus den Eintrdgen von
A explizit ausrechnen. Es ist

1
W =5— "0 und Wy = Uy — <Z)1,Z)22>
[[o1]] [[o1]]

-v1, also

<Ullv2> 01,02>
(wy,v2) = und || @] = 4/ [Jv2]? - .
’ llo1]] NEAE

Wie man sieht, werden diese neuen Eintrage ziemlich ,verwurzelt”.

In engem Zusammenhang mit der QR-Zerlegung steht das folgende

Problem Gegeben sei eine Matrix A € M(m x n;R) und ein b € R™ derart, dass das
lineare Gleichungssystem A - x = b keine Losung x € R" besitzt. Gesucht ist ein x* € R”,
das eine moglichst gute Approximation fiir die fehlende Losung ist.

Nach den Ergebnissen von 0.5.3 tritt dieses Problem auf, wenn rang(A,b) > rang A. In
diesem Fall ist das Gleichungssystem iiberbestimmt . Wir beginnen mit dem einfachsten
Fall n =1 und m > 1 beliebig. Das Gleichungssystem lautet dann
a by
X = : , kurz ax=0b mit a=+0. (-)

Am b
Um ein optimales x* zu finden, erkldren wir fiir jedes beliebige x € R einen Fehlervektor
v(x):=a-x—beR".

Die naheliegende Bedingung fiir x* ist nun, dass der Wert von |[v(x*)|| € R4 minimal
ist. Fiir m = 2 hat man folgendes Bild:
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Liegt b auf der Geraden L =R - 4, so gibt es eine eindeutige Losung x von (—) und man
kann x* := x wihlen. Andernfalls fallt man wie in 0.3.4 das Lot von b auf die Gerade L,
das ergibt einen Fulpunkt a - x* mita L ov(x*). Nach dem Satz von PYTHAGORAS ist
lo(x*)]| < ||o(x)|| fir alle x € R. Die Bedingung fiir das Minimum lautet also

(a,0(x*)) =0, d.h. {(a,a) -x*—(a,b)=0 oder
(ar,..,am)( a1 \x* = (a1,..,am)( b

t

, kurz faax* ='ab. (%)

Am by,

Aus dem im allgemeinen unlésbaren System (—) hat man also das System () gemacht,
mit der eindeutigen Losung
. lab _ (ab)
i Jal?

Nach diesem Spezialfall ist ziemlich klar, wie der allgemeine Fall
A-x=b mit AcM(mxmR), beR" und rangA=n. (-)
zu behandeln ist. Bezeichnen a(l), ...,a(”) € R" die Spalten von A, so betrachten wir den
Untervektorraum
W :=Span(aV),..,a) CR” mit dimW =n.

Das System (—) ist genau dann losbar, wenn b € W. Fiir beliebiges x € R" erkldren wir
wieder einen Fehlervektor

v(x):=A-x—beR".

Die Bedingung fiir ein Minimum von ||v(x)|| lautet wieder nach PYTHAGORAS
o(x*) L W, dasistgleichwertigmit o(x*) L a) fiir j=1,..n,

und in Matrizen geschrieben bedeutet das
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tAAx* = tAD. (%)

DarangA =n,ist AA € GL(n;R) und das System () ist eindeutig 16sbar durch

x* = ("AA)~L . AD.

Fiir die Norm des minimalen Fehlers ergibt sich unter Benutzung von (x)
[o(x*)||* = (Ax* — b)(Ax* — b) = 'bb — 'bAx*.

Damit ist das oben formulierte Problem fiir die Theorie geldst: Man multipliziert die im
allgemeinen unlosbare Bedingung Ax = b von links mit ‘A und erhilt eine eindeutige
beste Approximation.

Nun aber einige Anmerkungen zur Geschichte und zur effizienten Berechnung von x*.
Uberbestimmte Gleichungssysteme kénnen auftreten, wenn man zur Bestimmung von
n Ergebnissen eine grofie Zahl m von Messungen durchfiihrt, bei denen aber schwer
vermeidliche Messfehler auftreten. Dieses Problem hat GAUSS bei der Bestimmung der
Bahnen von Planetoiden in [GA;] systematisch in Angriff genommen, es wurde an-
schlieflend auch in der Landvermessung mit Erfolg angewandt. Das oben beschriebene
Verfahren wird Methode der kleinsten Quadrate genannt. Schreibt man wie oben im
Falln =1 .
o(x)=ax—b, soist |jo(x)|*= Y (ax—b;)?

i=1
und diese Summe von Quadraten soll minimal werden. Die Bedingung (*) hat schon
GAUSS [GAy, p.20] angegeben. GAUSS verwendet stattdessen eine sehr geschickte ei-
gene Notation. Zur Begriindung der Bedingung (%) schreibt er nur lakonisch ,Facile
quidem perspicitur...”.

Als Hilfsmittel zur Losung der Gleichung () beschreibt GAUSS dann das im Prinzip
schon lange vorher verwendete Verfahren von Eliminationen ganz systematisch fiir
quadratische Matrizen. Der Name GAUSS-Elimination wurde erst viel spédter von dem
Landvermesser W. JORDAN [JO], einem glithenden Verehrer von GAUSS, eingefiihrt.

Eine etwas andere Beschreibung der Losung von () als mit Hilfe von Elimination liefert
die QR-Zerlegung. Ist

A=QR mit QeM(mxmR) und R € GL(1;R)
wie oben beschrieben, so kann man (x) in der Form
HQR)(QR)x* = (QR)b, d.h. RY(QQ)Rx* ='R'Qb

schreiben. Da ‘{QQ = E,, und ‘R € GL(n;R) wird daraus die zu (*) dquivalente Bedin-
gung
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Rx* ='Qb. (xx)
Sind Q und R aus A berechnet, kann man (x#) von unten nach oben losen.

Zum Vergleich der Elimination von GAUSS und der QR-Methode geben wir ein ganz

einfaches
1
(Ab)=1| 0
2

Auf Zeilenstufenform gebracht erhilt man

1 12
(A,B):(o 1 1),

0 0]1

Beispiel 2 Sei

O R -
= =N
\_/

also ist Los(A,b) = @. Nun berechnet man

bt (5 14
(AA,Ab)_(1 )

Das Ergebnis der Elimination ist

cee (5 1] 4
(A'b)<0 911)'

47 11)'

das ergibt die Losung x* = /(35, — 4

Fiir die QR-Zerlegung von A erhédlt man mit etwas Rechnung und mit Hilfe von obigen

Beispiel 1
3 4
Q=%V5| 0 5 und R=+{+5 153,
6 _2 0 9

Dann ist ‘Qb = 1 v/5 - /(12,11) und das System Rx* = Qb ist dquivalent zu

(0 5)()=()

die eindeutige Losung ist wieder x* = (32, — 4 ).

Die beiden Methoden sind also im Prinzip gleichwertig, aber bei der direkten Elimina-
tion werden keine Quadratwurzeln benétigt. Die QR-Methode hat dagegen numerische
Vorteile und ist bei anderen Problemen hochst niitzlich, etwa bei einem Iterationsver-
fahren zur Berechnung der Eigenwerte (vgl. etwa [STR]).
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5.3.5 Orthogonale und unitire Endomorphismen

In Kapitel 4 hatten wir gesehen, dass es fiir die Diagonalisierung eines Endomorphis-
mus mehrere Hindernisse gibt. In den folgenden Abschnitten werden wir sehen, wie
viel besser das alles geht, wenn man geeignete Voraussetzungen iiber das Verhiltnis
des Endomorphismus zu Skalarprodukten macht. Bei den Beweisen wird sich zeigen,
wie vorteilhaft es fiir den reellen Fall ist, den komplexen Fall daneben mitlaufen zu
lassen. Zur Abkiirzung schreiben wir K fiir R oder C.

Sei also V ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ). Wie meis-
tens zuvor setzen wir generell dim V' < co voraus.

Ein Endomorphismus F : V — V heifit orthogonal (im Fall K = R) bzw. unitdr (im Fall
K = C), wenn
(F(v),F(w)) = (v,w) fiiralle v,weV.

Kurz ausgedriickt: F respektiert das Skalarprodukt.

Im einfachsten Fall des Standardraums K" wird F beschrieben durch eine Matrix
A € M(n x n;K). Dann ist F genau dann orthogonal bzw. unitir, wenn

(A-x,A-y)=(x,y) furalle xyeK" (%)

Da (A-x,A-y) ="Ax)-(A-y)='x-('A-A) -yund (x,y) = x - 7, folgt durch Einsetzen
von x = ¢; und y = ¢;, dass Bedingung (x) dquivalent ist zu

‘A-A=E,, dh A=A
Dem entsprechend heifst eine Matrix

A eM(n x m;R) orthogonal = A '='A und
A EM(n x n;C) unitir = A1 ="A

Nach den Regeln fiir die Matrizenmultiplikation bedeutet das in beiden Fillen, dass
sowohl die Zeilenvektoren als auch die Spaltenvektoren von A eine Orthonormalbasis
des K" bilden.

Wichtige Beispiele sind im reellen Fall die schon in 4.1.2 untersuchten Matrizen

cosxy —sinw cosa  sina
Ay =1 . und B, = . .
sine  cosw sine  —cosu

Ay beschreibt eine Drehung des R> um den Winkel a, B, ist eine Spiegelung. Eine ein-
fache Rechnung zeigt

Ay Ay ='By By =E, fiirallea € R.
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Also sind A, und B, fiir alle @ € R orthogonal. Ein wesentlicher geometrischer Unter-
schied wird durch die Determinante erkannt:

detA, =+1 und detB,= -1 firallea € R.
Die Orientierung wird bei A, erhalten, bei B, umgekehrt.

Zunichst einige einfache Folgerungen aus der Definition:

Bemerkung Ist F: V — V orthogonal bzw. unitir, so folgt:

a) ||[E()|| = ||v|| fiiralle ve V.

b) Aus v L w folgt F(v) L F(w).

c) F ist Isomorphismus, und F~ ist orthogonal bzw. unitir.

d) Ist auch G : V — V orthogonal bzw. unitir, so ist F o G orthogonal bzw. unitir.

Vorsicht! Die Bezeichnung ,orthogonal” fiir einen Endomorphismus ist tiblich, aber
nicht ungefihrlich. Eigenschaft b) folgt daraus, aber nicht umgekehrt. Setzt man etwa
F(v) = 0 - v mit ¢ # 0, so ist Eigenschaft b) erfiillt, aber fiir |o| # 1 ist F nicht orthogonal.
Dagegen kann man mit Hilfe der Polarisierung aus 5.2.1 zeigen, dass Eigenschaft a)
dquivalent zur Orthogonalitét ist.

Fiir Matrizen ergibt die obige Bemerkung, dass die Teilmengen

O(n):={AcGL(mR) : A~ ' =A} cGL(;;R) und
U(n):={A€GL(n;C) : A ='A} c GL(1;C)

Untergruppen sind. O(n) heifit orthogonale Gruppe, U(n) heifit unitire Gruppe. Fiir
A €0O(n) oder A € U(n) ist

|det A|?> = (detA) - (detA) = (detA) - (det’A) = det(A -'A) = detE, =1,
also folgt |det A| = 1. Die Untergruppe
SO(n):={A€O(n) : detA=+1} CO(n)

heifst spezielle orthogonale Gruppe. Zu ihr gehoren die Endomorphismen des R”, die
orientierungstreu sind.

Nun kommen wir zum entscheidenden Punkt, den Eigenwerten:

Lemma1 Sei F:V — V orthogonal bzw. unitir.

a) Ist A € K Eigenwert von F, so gilt |A| = 1.
b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
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Beweis a) Ist v € V Eigenvektor zu A, so gilt
[oll = [F@)[[ = [|A- ol = [A]-[[o]l, also [A[=1.
b) Sind v,w € V Eigenvektoren zu A, y, so gilt
(0,w) = (F(v), F(w)) = (A-v,p-w) = At - (0, ).

Ist (v,w) #0, so folgt A\ = 1. Wegen |u| = 1ist # = p~!, also muss A =  sein. ]

Bei der Frage der Diagonalisierbarkeit muss man nun den reellen und den komplexen
Fall unterscheiden, der komplexe ist einfacher.

Theorem Ist V ein unitirer Vektorraum und F : V — V ein unitirer Endomorphismus, so

Qibt es eine Orthonormalbasis B von V, bestehend aus Eigenvektoren von F. Insbesondere ist

M 0
Mg(F) = mit A €C und |A] =1
0 N

Ubertragen auf Matrizen erhilt man als
Korollar 1 Ist A € U(n) eine unitire Matrix, so gibt es dazu ein S € U(n) derart, dass

M 0
'S.A.§= mit  Aq,...,Ap €C
0 An

und |\ =1fiiri=1,...,n.

Man beachte dabei, dass S = S 1.

Beweis des Theorems Entscheidend ist zunéchst, dass im komplexen Fall das charakteris-
tische Polynom Pr in Linearfaktoren zerfallt, also

Pe=4(X—A1)-...-(X—=Ay) mit ;;€C und |\ =1

Fiir den Beweis spielt die Vielfachheit der Eigenwerte keine Rolle, denn wir kénnen
Induktion iiber n = dim V fiithren. Der Fall n = 1 ist klar, sei also n > 1.

Zu A1 wihlen wir einen Eigenvektor v1 mit |1 || = 1. Dazu betrachten wir das orthogo-
nale Komplement
W={weV: (wuv)=0}CV.
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Entscheidend fiir die Induktion ist nun, dass W F-invariant ist, d.h. F(W) C W. Fir
w e Wist

0= (w,v1) = (F(w),F(01)) = (F(w),Ayv1) = Ay - (F(w),v1).
Da Aq # 0 folgt (F(w),v1) =0, also F(w) € W. Nun betrachten wir die Beschriankung
G:=F|W:W—W.

G ist wieder unitédr, und wegen dim W = n — 1 kénnen wir die Induktionsannahme auf
G anwenden: Es gibt eine Orthonormalbasis (vy,...,v,) von W bestehend aus Eigen-
vektoren von G. Da V =C-v; @Q W, folgt

Po=2(X—Ay) ... (X=Ayp),
also sind vy, ...,v, auch Eigenvektoren von F zu den Eigenwerten A,, ..., ;. Insgesamt
ist
B:= (v1,02,...,04)

eine Orthonormalbasis von V bestehend aus Eigenvektoren von F. u

Das ging erfreulich glatt. Aber nun ist die Frage zu kldren, was im reellen Fall gilt; ge-
nauer gesagt, was aus dem komplexen Fall gefolgert werden kann. Die Situation ist
ganz analog zum Fundamentalsatz der Algebra: Wie in 1.4.6 erhélt man aus den kom-
plexen Nullstellen eines reellen Polynoms reelle Teiler vom Grad 2. Zunichst betrachten
wir den entscheidenden Fall n = 2.

Lemma 2 Sei A € 0(2). Dann gibt es ein « € [0,27t] derart, dass

A:(cosoc —smtx> oder A:<Cosvc sinw >

sinx  cosa sine —cosa

Der erste Fall tritt ein, wenn A € SO(2), d.h. det A = +1, der zweite, wenn A ¢ SO(2), d.h.
detA = —1.

Beweis Ist
a=(j §)eon,
so seien v :=(a,b) und w:=(c,d) die Spaltenvektoren von A. Da A orthogonal ist, folgt
lo[ = |lw||=1 und v L w.
Aus ||v]|? = a? + b* = 1 folgt, dass es genau einen Winkel a € [0,277[ gibt derart, dass

a=cosx und b=sina.
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Aus v | w folgt nach der Bemerkung aus 0.3.3, dass w = A - {(—=b,a), und aus ||w|| = 1
folgt A = £1. Also ist

cosxy —sinw cosa  sina
A=A,= . oder A=B,={ . .
sinae  cosw sine  —cosa

Das sind die beiden schon in 4.1.2 untersuchten Matrizen: Die Drehung A, hat nur fiir
« = 0 oder o = 7 reelle Eigenwerte, B, ist eine fiir jeden Winkel a diagonalisierbare
Spiegelung mit den Eigenwerten +1 und —1. |

Man kann nun zeigen, dass die Matrizen A, € O(2) innerhalb von O(n) den ,worst
case” darstellen:

Lemma 3 Sei V ein euklidischer Vektorraum, F : V. — V orthogonal und Pr das charak-
teristische Polynom. Ist A € C eine nicht-reelle Nullstelle von Pr, so gibt es dazu einen
2-dimensionalen F-invarianten Unterraum W C V derart, dass

Pry = (X —A)- (X —A) e R[X].

Beweis Wir wiéhlen irgend eine Orthonormalbasis B = (v1,...,v,) von V. Dann ist
A:= Mg(F) € O(n) C U(n),

und wir erhalten ein kommutatives Diagramm von orthogonalen Endomorphismen

wobei ®3(e;) = v;. Nun kénnen wir den oberen Teil des Diagramms ganz einfach , kom-
plexifizieren”: Die orthogonale und damit auch unitire Matrix A definiert eine unitare
Abbildung

A:C" = C" z=Nz1,...,20) — A- 2.

Zu A € C gibt es einen nicht-reellen Eigenvektor z € C", also ist A-z = A -z. Da
Pr € R[X], ist nach 1.4.6 auch A Nullstelle von P, also Eigenwert, und Z ist Eigenvektor
von A zu A, denn

AzZ=AzZ=A-z=MA-z=A-Z.

Aus z und Z erhilt man die beiden reellen Vektoren

x::rez:i'(znti) und y::imz:%-(z—i).



434 5 Bilineare Algebra und Geometrie

Nun behaupten wir, dass
W’ := Span(x,y) C R"

A-invariant ist. Dazu setzen wir A = a + i mit ¢, f € R. Dann ist

Ax=--(Az+AzZ :1- Az+AZ)=red-z=ax—
5 Y

| NI =

A-y= -(A~z—A~Z):%-(A-Z—X-Z):im)\-z:ﬁx—i—ay.

1

N

Daraus folgt A- W' C W’'. Da z und Z nach dem Lemma aus 4.2.1 als Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig sind, sind auch x,y € R" linear unab-
héngig; also ist dim W’ = 2. Nun geniigt es

W .= CIDB(W’) cVv
zu setzen; das ist ein F-invarianter Unterraum von V und

PFw—det<a_ﬁX ,xﬁ)()—(a—X)2+52—(X—A)-(X_A). .

0 -1
=)
soistPA:X2+1,A:i,/\:—i,z:(Ei),z:(})x:(é),y:(_ol) und W' =R,

Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir als Folgerung aus obigem Theorem das

Beispiel Ist

Korollar 2 Ist F ein orthogonaler Endomorphismus eines euklidischen Vektorraums V, so gibt
es eine Orthonormalbasis B von V derart, dass

+1

+1

cosa; —sina;

wobei Ay, ..., A € SO(2) und A; = <sinzx- cos i
1 1

> mit a; €]0, 7t[U] 7T, 271



5.3.6 Die Gruppe SO(3)* 435

Beweis Wir zerlegen das charakteristische Polynom Pr € R[X] entsprechend dem Fun-
damentalsatz der Algebra in der reellen Form (vgl. 1.4.6):

Pr = (X — i) - eor e (X = i) (X = A1) - (X = Aq) oo (X = Ag) - (X = ),

wobei p1,..., 4 € Rund Aq,...,Ar € C N R. Da F orthogonal ist, folgt y1; = 1 und
|Ai| = 1. Aus der Zerlegung von Pr kann man schrittweise eine Zerlegung

V=V0...OV.OWD...DW,

in eine orthogonale Summe konstruieren. Man beginnt mit einem normierten Eigenvek-
tor vy zu pq, setzt
Vi=R-v; underhilt V=ViD Vlj‘.

Entscheidend ist nun, dass V1L unter F invariant ist. Ist v € V; und w € Vi1, so ist zu-
nichst auch F~1(v) € V4, also folgt

(0,F(w)) = (F!(v),w) =0,

denn F ist orthogonal. Setzt man dieses Verfahren fort, so erhédlt man nach der ersten
Etappe eine Zerlegung

V=viD..OV,DOW,
wobei V; = R - v; und v; normierte Eigenvektoren zu y; = +1 sind. Zu A; und A; gehort
nach Lemma 2 ein 2-dimensionaler Untervektorraum Wy mit F(W;) C Wy. Daraus erhélt
man eine Zerlegung von V in F-invariante Untervektorrdaume

(V1D...OVuOW1) OW/,

wobei Pryr = (X — Az) - (X = A2) ... - (X = Ag) - (X = Ag). Indem man W' weiter zer-
legt, erhdlt man das gewtinschte Ergebnis. |

5.3.6 Die Gruppe SO(3)*

Eine Matrix A € SO(3) beschreibt eine lineare Abbildung
FA:RP- R x—A-x,

die Langen, Winkel und Orientierung erhilt. Wegen der vielen Anwendungsmoglich-
keiten wollen wir diesen Spezialfall orthogonaler Matrizen etwas ausfiihrlicher be-
schreiben. Zunichst ein Ergebnis, das nicht nur auf den ersten Blick verwunderlich
erscheint.

Satz 1 Zu jeder Matrix A € SO(3) gibt es eine Matrix S € SO(3) und einen Winkel
« € [0,27t[ derart, dass
1 0 0
fS.A-S=| 0 cosa —sina
0 sina cosa
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Da A mindestens einen Eigenwert 1 hat, folgt sofort als

Korollar Ist A € SO(3) und Q := {x € R3: || x|| = r} die Oberfliiche einer Kugel von beliebi-
gem Radius r > 0, so hat F5|Q mindestens zwei antipodische Fixpunkte, d.h. es gibt mindestens
ein xo € Q mit

Fa(xo) =xo und Fa(—xp)= —xo.

Der Leser moge versuchen, diese Fixpunkte bei der Bewegung eines Balles tatsdchlich
zu finden!

Beweis von Satz 1 Wie man in der Analysis lernt, hat P4 als Polynom vom Grad 3 min-
destens eine reelle Nullstelle 17 = +1. Ist v; € R? ein normierter Eigenvektor zu y1,
so konnen wir ihn zu einer Orthonormalbasis B = (v1,v,,v3) von R® erginzen und
W := Span(v;,v3) ist invariant unter dem durch A beschriebenen Endomorphismus Fx
von R3. Also folgt

p1 | 0 0
Mg(Fa)= {0 | mit A; € O(2).
0 1

Ist 1 = +1, so muss wegen detMp(F4) = detA = +1 auch detA; = +1 sein, also
A1 € SO(2). Daher beschreibt A1 nach Lemma 2 aus 5.3.5 in der zu v; senkrechten Ebe-
ne W eine Drehung um einen Winkel a € [0,277[. Nur in den Ausnahmeféllen « € {0, 7}
ist A diagonalisierbar.
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Ist 41 = —1, so muss auch det A; = —1 sein, und man kann v;,v3 nach 4.1.2 so wahlen,
dass
-1 0 0
Mp(Fu) = ( 0 +1 O )
0 0o -1

Ist dann B’ := (vy,v1,v3), so folgt

+1 0 0
Mg (Fa)={ 0 -1 0 |,
0 0o -1

also ist in diesem Fall o« = 7t. [ ]

Nun noch ein paar Erlduterungen zur Gruppe SO(3). Zunichst ist ganz einfach zu se-
hen, dass SO(3) nicht abelsch ist. Etwa fiir

1 0 O 01 0
A=10 0 -1 und B:={(0 0 1
01 0 1 00

Da SO(3) C M(3 x 3;R) = R? ist es eine spannende Frage, die Struktur dieser Teil-
menge zu untersuchen. Sie ist offensichtlich kein Untervektorraum, dafiir aber eine so
genannte ,,Untermannigfaltigkeit der Dimension 3”. Das findet man zum Beispiel bei
[BRO, Kap. IX, §1] beschrieben. Die Zahl 3 ist dabei die Anzahl der Parameter, von de-
nen eine Matrix A € SO(3) abhingt: Zwei fiir die Drehachse, die durch einen Punkt auf
der Sphére

istB-A+ A-B.

Q:= {UEIR3 o)l =1}

bestimmt ist, und einen fiir den Drehwinkel um diese Achse.

Drei andersartige Parameter fiir SO(3) sind die ,EULERschen Winkel”. Um sie zu erkla-
ren, benutzen wir die fiir jedes t € R erkldrten speziellen Matrizen

1 0 0 cost —sint 0
A;r:=10 cost —sint und B;:=|sint cost 0].
0 sint cost 0 0 1

At bzw. By beschreibt eine Drehung um den Winkel ¢ mit der Achse x; bzw. x3. Offen-
sichtlich gilt Ay, By € SO(3) fiir alle t € R, also auch

By-Apg-By€SO(3) fiiralle «,pB,7€R.

Wir zeigen nun folgenden
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Satz1 Die Abbildung
®@: [0,27[x [0, 7] x [0,27r[— SO(3), (a,B8,7) — Ba - Ap - By,

ist surjektiv.

Anders ausgedriickt: Jeder spezielle orthogonale Automorphismus des R® lasst sich
darstellen als Hintereinanderschaltung von drei sehr einfach zu beschreibenden Dre-
hungen. Ist

A=®(a,B,7v) €SO(3),

so heifsen «, B,y EULERsche Winkel zu A.

Es gibt viele Varianten davon und zahlreiche Anwendungen, zum Beispiel in der Luft-
fahrt zur Beschreibung der Lage eines Flugzeuges.

Beweis Es ist hilfreich, neben den Matrizen A = (aij), At und B; auch zugehorige Au-
tomorphismen des R® zu betrachten. Daher wéhlen wir zur Bestimmung der Winkel
«, 3,7 ein geometrisches Verfahren. Sei also F der zu A gehodrende Automorphismus
des R3. Bezeichnet B = (eq,e2,e3) die kanonische Basis von R3, so ist in der Notation
von 2.4.2

A = Mg(E).

Zur Bestimmung des ersten Winkels a benutzen wir den Vektor v := {(ay3,423,0) € R3,
das ist die Projektion von F(e3) auf die Ebene R - ¢; + R - e5.

Im Fall v = o ist F(e3) = +e3. Ist F(e3) = e3, so gibt es ein « € [0,277[ derart, dass A = By
und man kann B = o = 0 wihlen. Falls F(e3) = —e3, gibt es ein « € [0,277[ derart, dass

cosa  sina 0
A=|sinae —cosa O |,
0 0 -1

also ist A = By - A7 und v = 0. Die geometrische Interpretation dieser Zerlegung tiber-
lassen wir dem Leser.

Im Fall v # o betrachten wir den zu v senkrechten normierten Vektor

1 .
ey = ét(—a23,a13,0) mit ¢:= /a3, +ad;.

Die Gerade R - ¢ ist die Schnittgerade der Ebenen F(R -e; + R -¢;) und R-e; + R - e5.
Nun erkldren wir G, als Drehung um den Winkel &, wobei G4 (e3) = e3, G (e1) = ¢}, also
cosa = % und sina = ’%.
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Als darstellende Matrix erhalten wir
Mp(Gy) = By.
Im zweiten Schritt wird ¢/ festgehalten und e3 nach F(e3) gedreht. Das ergibt eine Ab-
bildung Fg mit
Fg(ey) = e, Fg(e3) = F(e3), also cosp=az und sinf=q.

Dasinp >0, ist € [0, 77]. Beziiglich der Basis B’ = (¢},¢},e3) mit ¢, = G,(e,) erhalten
wir die darstellende Matrix

MB/(F,B) = A,B

Da F orthogonal ist, liegt F(e) in der zu F(e3) senkrechten Ebene. Also kann man F(e3)
festhalten und e} nach F(e;) drehen. Das ergibt eine Abbildung G, mit

G, (F(e3)) =F(es), Gy(¢}) =F(e1), also
1 a
cosy = (F(e1),e1) = E(ﬂzﬂlm —ay3a253) = —%  und

. 1 4
siny = (—F(ez), ;) = E(ﬂuﬂz?) —apaiz) = %

Die verschiedenen Darstellungen von cosy und sin y folgen aus der speziellen Orthogo-
nalitdt von A zusammen mit 3.3.1, oder mit Hilfe der Eigenschaften des Vektorprodukts
(0.3.7).

F(ez) F(er)
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Beziiglich der Basis B” = (e}, e5,e5) mit e; := Fg(e;) und e = F(e3) erhalten wir die

darstellende Matrix

MB// (Gry) = B')/.

Es bleiben zwei Aussagen zu beweisen:
GyoFgoGy=F und By-Ag-By=A.
Die erste Aussage ist einfach

Gv(Fﬁ(Ga(el))) = Gv(Fﬁ(Ei)) =Gy(¢}) =F(e1) und
Gy (F3(Gal(es))) = Gy (Fg(es)) = Gy (F(e3)) = F(es).

Da F eigentlich orthogonal ist, gilt das auch fiir ey, also fiir ganz F.

—_

Die zweite Aussage ist ttickisch: Es muss erkldrt werden, wie die Umkehrung der Rei-
henfolge zustande kommt. Man kann die Gleichung zwar direkt durch Multiplikation
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der drei links stehenden Matrizen nachrechnen, aber das liefert keine besondere Ein-
sicht. Sie ergibt sich daraus, dass die drei darstellenden Matrizen mit Hilfe verschiede-
ner Basen gefunden wurden. Die Umrechnungen geschehen mit Hilfe der Transforma-
tionsformel des Korollars aus 2.5.2, mit den Bezeichnungen fiir Basis- und Koordinaten-
transformationen aus 2.5.1:

Be = Mp(Gy) =SB, Ap=Mp(Fs) =55 und B, =Mpgi(G,).
Daraus folgt
Mg(Fg) =T§ - Mg (Fg) - T§ =S5 - Ag - S§ = Ba- Ag - By
und somit
MB(Fﬂ o Ga) - MB(Fﬂ) . MB(Ga) - le'A/B'Bfk . B,X == B,x . Aﬁ

Daran sieht man, wie die Umkehrung der Reihenfolge entsteht. Der ndchste Schritt ver-
lauft analog: Da

TBN _ TB, . TB/” _ Sg/ .ng/ =B, - Aﬁ und analog TE// = A_,s “B_y,

folgt
Mp(Gy) =T§ -Mpgn(Gy) - Thi =By Ag-By - A_g-B_,.

Daraus erhilt man das endgitiltige Ergebnis

A= MB(GW OP]g o Ga) = MB(G’Y) . MB(Fﬁ o G,X) = Boc'Aﬁ . B,y : A,’g'Bﬂx : B,X'Aﬂ
— BIX 'Alg . BI}/.

Beispiel Wir betrachten die (sorgfaltig praparierte) Matrix

1 1 3 1 1
pV3-gVe  —i-5v2 V2

A= 1+3V2  —3V3+3Vv6e —1V6| €SO0
1 1 1
18 Vi v
Hier ist ¢ = 1 /2, daraus folgt
cosoc:—’%:%\/g, sintx:%:%, also a=7%
cosp=az;=4%v2, sinf=0=%v2, also B=1%
cosry:'%—%, sin’y:”%:%\@, also y=7%

Wie wir gesehen haben, kann die durch A bewirkte Transformation auch durch eine
einzige Drehung um eine Achse beschrieben werden. Dazu berechnet man zunédchst
das charakteristische Polynom

PA:X3—%\@~X2+%\@~X—1:(X—1)(X2+(1—%\@)~X+1).
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Also gibt es nur einen reellen Eigenwert 1, ein zugehoriger normierter Eigenvektor ist
(auf drei Dezimalen gerundet)

v:="(0.488, —0.131, 0.863).

Um den Drehwinkel ¢ zu bestimmen, benutzen wir einen zu v senkrechten normierten
Vektor, etwa

w:=10.259,0.966,0) und A-w="'(—0.862,0.080,0.500);
Somit ist cos ¢ = (w, A-w) = —0.146 und ¢ =~ 98°.

Offensichtlich ist die Bestimmung der Eulerschen Winkel mit weit weniger Rechenauf-
wand verbunden.

Schon HAMILTON hatte entdeckt, wie man SO(3) mit Hilfe seiner Quaternionen be-
schreiben kann. Das findet man zum Beispiel bei [BRO, Kap. IX] ausgefiihrt.

5.3.7 Selbstadjungierte Endomorphismen

Die Bedingung aus 5.3.4, dass ein Endomorphismus orthogonal oder unitér ist, war
geometrisch sehr einsichtig gewesen. Etwas weniger plausibel ist die folgende

Definition Sei V ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ).
Ein Endomorphismus F : V. — V heifit selbstadjungiert, wenn

(F(v),w) = (v,F(w)) fiiralle v,weV.

Ist A € M(n x n;K), soist A : K" — K" als Endomorphismus genau dann selbstadjun-
giert, wenn
(A-x,y)=(x,A-y) firalle xyeK"

Diese Bedingung kann man umformen zu
x-'A.y="x-A.7,
und indem man x = ¢; und y = ¢; einsetzt, folgt
A=A, also A='"A.

Das bedeutet im Fall K = R, dass A symmetrisch ist, und im Fall K = C, dass A hermi-
tesch ist. Um den Namen ,selbstadjungiert” allgemein zu erkldren, sei vermerkt, dass
man zu jedem Endomorphismus F eines euklidischen bzw. unitdren Vektorraums V
einen adjungierten Endomorphismus F* : V — V erklaren kann durch die Bedingung

(F(v),w) = (v,F"(w)) firalle v,weV. (%)
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Um aus dieser Bedingung die Werte von F* zu berechnen, benutzen wir eine Ortho-
normalbasis B = (vy,...,v,) von V. Gesucht ist die Darstellung

n n
F(v;) = Y agor.  Ist F(o;) = Y Brivg,
k=1 k=1

so folgt wegen der Orthogonalitdt von B
(F(v)),vj) =Bji und (0v;, F"(v))) = aj;.

Wegen (x) muss fj; = ajj, also a;; = ﬁil sein. Fiir die darstellenden Matrizen bedeutet
das
Mp(F") = "Mg(F).

Selbstadjungiert bedeutet also F* = F. Nach diesen Vorbemerkungen zum entscheiden-
den

Lemma Ist F:V — V selbstadjungiert, so folgt:

a) Sowohl im komplexen als auch im reellen Fall ist jeder Eigenwert von F reell.
b) Sind v,w Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A # p, so folgt v L w.

Beweis a) Ist v Eigenvektor zu A € C, so folgt

A {v,0) = (A-v,0) = (F(v),0) = (v,F(v)) = (v,A-0) = A - (v,0).
Da (v,0) #0, folgt A = A.
b) A+ (0,w) = (A-v,w) = (F(0), w) = (0,E(w)) = (0,4-0) =7 - {0,).
Daji = pu # A, folgt (v,w) = 0. ]
Der sehr einfache Beweis dieses Lemmas zeigt, wie niitzlich es ist, dass neben dem re-
ellen auch der komplexe Fall nebenher betrachtet wurde. Bei der Frage der Diagonali-

sierbarkeit in 5.3.4 musste man diese beiden Fille unterscheiden; im selbstadjungierten
Fall geht alles glatt:

Theorem Ist V ein euklidischer oder unitirer Vektorraum, und F : V. — V selbstadjungiert,
so gibt es eine Orthonormalbasis B von V bestehend aus Eigenvektoren von F. Insbesondere ist

M 0

Mpg(F) = mit  A1,...,An €R.
0 An
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Aus den Transformationsformeln in 2.5.2 und 5.2.2 folgt fiir Matrizen das
Korollar1 Ist A € M(n x n;R) symmetrisch, so gibt es ein S € SO(n) derart, dass

M 0
S.A-S= mit Aq,...,Ap €R.
0 An

Ist A € M(n x n;C) hermitesch, so gibt es ein S € U(n) derart, dass

M 0
i5.A-S= mit Aq,...,Ap €R.
0 An
Im reellen Fall erhdlt man zunichst ein S € O(n). Ist detS = —1, so multipliziert man

eine Zeile mit —1. Als Folgerung aus Diagonalisierungs-Kriterium in 5.3.2 und der Vor-
zeichenregel aus 1.4.5 erhélt man das

Korollar2  Sei A € M(n x n;R) symmetrisch und
Pa=(—1)"(X"+a,_ 1 X" 1. .+ X +ap)
das charakteristische Polynom von A. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

i) Aist negativ definit.
ii)  Alle Nullstellen Ay, ..., A, von Pa sind negativ.
iii)  Alle Koeffizienten ag,ay, ..., a,—1 von (—1)"- P4 sind positiv.

Ganz analog dazu ist A genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte positiv sind,
oder die Vorzeichen der Koeffizienten a; alternieren.

Beweis des Theorems Aus dem Lemma folgt, dass sowohl im reellen als auch im komple-
xen Fall

Pe=4+(X—A1)...-(X—=Ay) mit Aq,..., A R
Nun konnen wir Induktion tiber 7 = dim V fiihren. Der Fall n = 1 ist klar, sei also n > 2.
Zundchst wahlen wir einen normierten Eigenvektor v1 zu A4, es sei

Vi=K-v; und W:=Vit={weV: (v,w)=0}.
Offensichtlich ist F(V7) C Vj; aber entscheidend ist, dass auch F(W) C W:Istw € W, so
gilt

<U],F(TU)> = <F(01),w> = <)\1‘01,w> = /\1 . <Z)1,w> =0.
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Da V=V, OW, ist dimW = n — 1, also konnen wir die Induktionsannahme auf W und
F|W anwenden: Es gibt eine Orthonormalbasis (vs,...,v,) von W, bestehend aus Eigen-
vektoren von F|W und damit auch von F. Somit ist

B=(v,...,01)

eine Orthonormalbasis von V bestehend aus Eigenvektoren von F. u

Beispiel Wir wollen noch einmal die symmetrische Matrix

17 =32 29
A:=|-32 63 58
29 =58 59

aus 5.3.2 betrachten. Fiir das charakteristische Polynom erhélt man
Py = —(X3 —139X? + 562X — 250).

Nach der Vorzeichenregel hat es nur positive Nullstellen, also ist A positiv definit. Die
Berechnung der Eigenwerte ergibt

A =0.508..., Ay=23.645..., As=134.846....

An dieser Stelle scheint eine Anmerkung zum Vergleich der verschiedenen Definitheits-
Tests angebracht. Den geringsten Rechenaufwand erfordert das Diagonalisierungs-
Kriterium aus 5.3.2, dabei werden auch Rang und Positivitats-Index ablesbar (vgl. 5.2.5).
Das Haupt-Minoren-Kriterium erfordert die Berechnung von Determinanten, die bei
geeigneter Diagonalisierung auch schon an der diagonalen Matrix ablesbar sind. Es hat
etwas theoretische Bedeutung, weil man damit wegen der Stetigkeit der Determinaten
sofort sehen kann, dass die Definitheit bei kleinen Stérungen der Eintrdge der Matrix
erhalten bleibt.

Am meisten Aufwand bereitet die Berechnung der Eigenwerte, dafiir erhdlt man zusétz-
lich wichtige quantitative Informationen. Etwa dazu, wie stark eine Funktion mehrerer
Verdnderlicher von einem relativen Minimum aus in den verschiedenen Richtungen an-
steigt (vgl. 5.3.2). Bei der symmetrischen Diagonalisierung bleiben nur die Vorzeichen
stabil, nicht die Werte.

Die Existenz reeller Eigenwerte einer symmetrischen reellen Matrix hatten wir in obi-
gem Lemma 1 mit Hilfe komplexer Zahlen bewiesen. Man kann auch einen Beweis mit
Hilfe reeller Analysis geben, bei dem Eigenwert und Eigenvektor zusammen gefunden
werden, und der auch Grundlage fiir ein numerisches Rechenverfahren ist.

Lemma 2 Ist A € M(n x n;R) symmetrisch, so gibt es mindestens einen reellen Eigenwert
Avon A.
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Beweis Wir betrachten die zu A gehorige quadratische Form

7:R" 5 R, x+— (x,A-x) Za,]x,x]

Das ist eine stetige Abbildung, also nimmt q auf der kompakten Menge
Q:i={xeR" : x| =1}

ein Maximum und ein Minimum an. Ist v € Q derart, dass g in v ein Extremum annimmt,
so wird behauptet, dass es ein A € R gibt derart, dass

A-v=A-v,
d.h. v ist Eigenvektor zu A. Dazu betrachtet man das orthogonale Komplement
W:=(R-v)".
Um zu zeigen, dass A - v = A - v, geniigt es nachzuweisen, dass fiir jedes w € W
(A-v,w)=0 dh. A-vlw.

Weiter kann man ||w|| =1, also w € Q annehmen. Um das Problem auf das Extremum
einer reellen Funktion von einer Verdnderlichen zuriickzufiihren, benutzen wir den dif-
ferenzierbaren Weg

v {—g,g] — Q, v(t) :=(cost) - v+ (sint) - w

- M?:{
(=}
* N
| =
/™
7
/
=
=
| =
=

mit 7(0) = v und §(0) = w. Da g ein Extremum in v hat, ist 0 ein relatives Extremum
von g o y. Also muss

Lgom©=0

sein. Diese Ableitung kann man wie folgt berechnen: Zunéchst ist

Mit y(t) = (x1(t),...,xn(t)) folgt
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Fiir t = 0 erhélt man
0=2%ay; (0)1(0) = 2(A - (0), 4(0)) = 2{A - v,w).
i

Fiir den zum Eigenvektor v gehtrenden Eigenwert A kann man daraus nur den Betrag
angeben; wegen ||v|| =1 ist
Al =lA- o]

Die weiteren Eigenwerte und Eigenvektoren von A findet man iterativ, indem man g
zundchst auf W N Q beschrankt, u.s.w.

Aus der Analysis kennt man ein Verfahren, die Extrema von g auf Q zu bestimmen
[FO,, §8]. Dabei wird

xl-2—1=0

™=

h(x):=
1

als , Nebenbedingung” bezeichnet. Die LAGRANGE-Bedingung lautet dann
(grad 4)(0) = A - (grad ) (0). )
Wenn man die Gradienten ausrechnet, erhilt man
(gradh)(x) =2-x und (gradg)(x)=2-A-x.

Also ist (x) dquivalent zu A - x = A - x, das ist die Eigenwert-Bedingung fiir A. Der
LAGRANGE-Multiplikator A ist also gleich dem Eigenwert.

5.3.8 Hauptachsentransformation von Quadriken*

Dieser Abschnitt ist ein kleiner Hohepunkt der elementaren analytischen Geometrie.
Wie in 5.2.7 erldutert, sei eine quadratische Gleichung in den Variablen x,...,x, vor-
gegeben. Mit Hilfe von symmetrischen Matrizen kann man das so beschreiben: Zu
A €M(n x n;R) mit ‘A = A betrachtet man die erweiterte Matrix

400 ‘ Ao1 - Aon

A= a(:n eM((n+1) x (n+1);R).

aon
Ist ¥ :=rang A > 1, so hat man eine Quadrik

Qi={xeR": ¥ -A".x¥' =0} CR",
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und man mochte aus der Matrix A" die geometrischen Eigenschaften von Q berechnen.
In 5.2.7 hatten wir gezeigt, wie man durch symmetrische Umformungen von A’ eine
Affinitdt f : R" — R" bestimmen kann, so dass f(Q) durch eine Gleichung in Normal-
form beschrieben wird. Dadurch ist der Typ von Q bestimmt, aber da f weder Langen
noch Winkel respektieren muss, werden dadurch die metrischen Eigenschaften von Q
nicht entdeckt. Um ein verbessertes Ergebnis formulieren zu kénnen, ist noch einmal
ein neuer Name hilfreich.

Definition Eine Affinitit
fR"->R"' x—b+A-x,
mit A € GL(n;R) heifit Isometrie, wenn A orthogonal ist, d.h. A € O(n).

In 0.3.1 hatten wir fiir Punkte p,q € R den Abstand
d(p.q) = llg =l

eingefiihrt. Der Name Isometrie ist gerechtfertigt durch die einfache

Bemerkung Ist f eine Isometrie des R", so gilt fiir alle p,q € R"

d(f(p),f(a)) =d(p,q).

Beweis Aus f(x) =b+ A - x folgt
flg) —f(p)=b+A-q—b—A-p=A-(g—p), also |f(q)—f(p)l=lq—rl

nach Teil a) der Bemerkung aus 5.3.4. u
Wir erinnern noch einmal an die Bezeichnungen aus 5.2.7. Es ist r = rang A und
r' =rang A/, und nach Voraussetzung ist 1 <r <7 < n + 1. Weiter ist

r<r+2.
Das abschlieffende Ergebnis ist der Satz tiber die
Hauptachsentransformation von Quadriken Zu jeder Quadrik

Q={xeR": ¥ . A".x' =0} cR"

qibt es eine Isometrie f : R" — R" derart, dass f(Q) C R" durch eine der folgenden Gleichun-
gen beschrieben wird:

) 2 2 2 0 falls v =r, (0)
N X falls ¢ =r+1, (1)
“ Y Y r 21 falls r'=r+2. (2)
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Dabeiist 0 <k <rundw; >0fiiri=1,...,r. Dieay,...,a sind die Lingen der Hauptachsen
von Q.

Beweis Wir skizzieren ein iteratives Verfahren zur Berechnung einer Matrix S’ mit
S’ € GL(n + 1;R), die f beschreibt.

Im ersten Schritt wird die Teilmatrix A entsprechend 5.3.5 diagonalisiert, d.h. man be-
rechnet die Eigenwerte Aq,...,A; und dazu orthonormale Eigenvektoren v,...,v,. Die
Reihenfolge sei so gewahlt, dass

Ai>0furi=1,...,k, Aj<Ofuri=k+1,...,r und A =0firi=r+1,...,n
Ist Ty die Matrix mit vy,...,v, als Spalten, so ist T; € O(n) und

M 0
T ATy = :
0 Ay
Durch die Eigenvektoren vy,...,v, sind schon die Richtungen der Hauptachsen be-
stimmt, durch Aq,...,A; die Langen, denn aus

1 O
Mil:@ folgt oa;=|N|72 fur i=1,...,r.

Eine lineare Isometrie f; des R" ist erkldrt durch

0 --- 0

1

! . O

= . I €O(n+1),
0

eine Gleichung von f1(Q) ist gegeben durch die symmetrische Matrix

boo | bor -+ bou
=T AT = .
bo, | O An

Im zweiten Schritt werden die Terme byy, ..., bp, vereinfacht, geometrisch wird die ge-
suchte affine Isometrie durch eine zusétzliche Translation aus f; erhalten. Das kann
man rechnerisch durch wiederholte symmetrische Umformungen von A} und parallel
entsprechende Spaltenumformungen an T| und den daraus entstandenen Matrizen aus-
fithren. Dabei sind nur solche Umformungen erlaubt, die an der ersten Zeile (1,0, ...,0)
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der rechts stehenden Transformationsmatrix nichts dndern, und bei denen die Teilma-
trix orthogonal bleibt. Schematisch sieht das so aus:

By | T

B | T

7

wobei man fiir B’ je nach den Eintrdgen by, . . ., by, eine der folgenden Matrizen erhalten
kann:

0] 0 0 —-110 0
0] M 0 0 | Aq 0
)Lr 7 . /\1‘ 7
0 : 0
010 0 0 0 0
r'=r r'=r+1
0 0 0 -1
0 | M 0
0 Ay
—-110 0
r'=r+2

Dabei haben wir bei ¥’ = r + 2 nur den Fall r = n — 1 betrachtet. Ist dann f die durch
S" = (T")~! beschriebene Isometrie des R", so wird f(Q) C R" nach der Transforma-
tionformel aus 5.2.7 beschrieben durch

B =T -A"T.
Man beachte dabei, dass die erweiterten Matrizen S’ und T’ nicht mehr orthogonal sein

miissen. u

Wir behandeln nun nach diesem Verfahren noch einmal die schon in 5.2.7 auf affine
Normalform gebrachten Beispiele einer Parabel und einer Ellipse.
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Beispiel 1 Hier war

Q:={(x1,x) ER* : x} + 2110, + x5 + 22, +2=0}, also A =

_ O N
U )
[ Y

Zunichst wird die Matrix A = G D auf Hauptachsen transformiert.

P4 =X?>—2X hatdie Nullstellen A; =2 und A, =0.

Zur Abkiirzung setzen wir o = % V2 mit a? = % Dann sind zu Ay und A gehorige
normierte Eigenvektoren gleich

v = w,0) und vy =(a,—a).

Daraus erhilt man die Transformationsmatrizen

X 1 0 O

T1::< ) und T{=[0 a «a
x —w

0 o —a

mit det Ty = det Tl’ = —1. Durch v; und v, sind schon die Richtungen der Hauptachsen
der Parabel Q bestimmt. Um den Scheitel p von Q zu finden, muss noch eine passende
Translation des R? gefunden werden. Das geschieht wieder durch symmetrische Um-
formungen der Matrix

By :='Ty-A'-T|

mit parallelen Spaltenumformungen an T. Dabei ist zu beachten, dass die erste Zeile
der Transformationsmatrix rechts immer gleich (1,0,0) bleiben muss:

B, 7
| |
2 o - 1 0
X w
-« 0 a -
: M-
i w1
0 1 oa w
-« 1oa
(1) + 30+ (3)
0 -« 1
2 2 oa o«
a0 2 a w

I |
B’ T’
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Zur Kontrolle kann man noch einmal nachrechnen, dass B’ = T’ - A’ - T'. Um die ge-
suchte Isometrie f : R> — IR? zu erhalten, berechnet man

1 0 0
S=(T)"'=[1la a« a].
—fa a —a
Dann ist ganz explizit

(1) =)= () () wna
)= () =(5) Glntm),

Die Gleichung von f(Q) ist 2 - y2 = 2a - y; man kann sie durch « # 0 dividieren, dann
ist

f(Q) = {(y1,y2) €R?: \fZ-y%ZZ'}/z}-

Den Scheitel p von Q kann man an der ersten Spalte von T’ ablesen, es ist p = (%, f%).

Y2

X2

Beispiel 2 Bei Q= {(x1,x2) € R? : 5x2 — 2xyxp +2x3 4+ 8x1 +2x, +4 =0} ist
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Im ersten Schritt bestimmt man Eigenwerte und Eigenvektoren. Wir rechnen dabei mit
Dezimalbriichen, die Ergebnisse sind gerundet auf drei Stellen. Das charakteristische
Polynom von A ist P4 = X2 — 7X + 9 mit Nullstellen

1 1
M=5(7- V13) =1.697 und Ao=5(7+ V13) =5.303

wobei 0 < A; < A,. Eigenvektoren dazu sind

. (—5(3; \/ﬁ)> _ (o.io3> and s (—%(341r Jﬁ)) _ (3.1303)

Da vy L vp und ||v1]| = 1.045, ||vz|| = 3.451, wird daraus die Orthonormalbasis
o (0-290\ - (—0.957
1710.957)7 "2\ 0.290 )
Als Spalten in T; eingetragen erhdlt man

~(0.290 —0.957 t _(1.697 0
Tl_<0.957 0.290> und T - 4 Tl_( 0 5.303)‘

Nun erweitert man die Transforamtionsmatrix T; zu

1 00
T, = ( 0 T ) und berechnet Bj =Ty - A" - Tj.
0

Damit beginnt die zweite Etappe mit symmetrischen Umformungen von B}, daneben
die entsprechenden Spaltenumformungen von T7:

By Ti
I I
4 2.116 -3.539 1 0 0
2.116 1.697 0 0  0.290 -0.957
3.539 0 5.303 0  0.957 0.290
(1) 4 0.667 - (3)
1.639 2.116 0 1 0 0
2.116 1.697 0 0.639 0.290 -0.957
0 0 5.303 | 0.193 0.957 0.290
(1) — 1.247 - (2)
-1 0 0 1 0 0
1.697 0 -1 0.290 -0.957
0 0 5.303 -1 0.957 0.290

I I
B’ T'
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Schliellich kann man T’ noch invertieren:

1 0 0
S'=(T)'=| 1.247 0.290 0.957 |.
—0.667 —0.957 0.290

Ist dann die Isometrie f : R?> — IR? beschrieben durch S/, so ist f(Q) beschrieben durch
B/, d.h.

f(Q) = {(yllyZ) € ]R2 : Aly% + /\2}/% — 1= 0}

Die Hauptachsen von f(Q) und von Q sind alsoa = A, ?_0.768 und b — Ay .43,
Der Mittelpunkt von f(Q) ist der Ursprung o, sein Urbild p = f~!(0), das man an der
ersten Spalte von T’ ablesen kann, ist (—1,—1). Die Richtungen der Hauptachsen von
Q sind w; und wy, man findet sie in den Spalten 2 und 3 von T".

)
14£(p+ws)
X2
f(Q)
- TP+ w T’xl —f> C? J}(eru;]y)1
p+ wy Q
11

Nachdem wir bisher als Beispiele fiir Quadriken nur Kegelschnitte im R? betrachtet
hatten, sollen zum Schluf3 noch die typischen Beispiele von Quadriken im R® vorgefiihrt
werden, das sind Flachen. Wir beschrénken uns dabei auf den Fall rang A’ > 3. Die in
klassischer Weise von Hand gezeichneten Illustrationen sind aus [F-B] entnommen.

Typ (0) Der einzig interessante Fall ist k = 2 und r = v’ = 3, also lautet die Gleichung

2 2 2

X X X
1 2 3

Das ist ein elliptischer Kegel, der Schnitt mit jeder Ebene x3 = c # 0 ist eine Ellipse.
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2 2 2
_X% X%y
2 2 2= Y
&1 &y a3

das ist ein zweischaliges Hyperboloid.

2 2 2
X1, % X3
2t
&1 &y 43

das ist ein einschaliges Hyperboloid.
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Bemerkenswert ist, dass es auf einem einschaligen Hyperboloid Q zwei Scharen von
Geraden gibt. Ist etwa a1 = ap = w3 = 1, so sind die beiden Geraden durch (1,0,0) gege-
ben durch die Parametrisierungen

¢p1:R—=Q, t—(Ltt) und ¢:R—Q, t— (1,t,—1).

Alle anderen Geraden kann man analog beschreiben.

Fiir k = r =3 und r’ = 4 lautet die Gleichung

Typ (2) Firk=1,r=2und r’ =4 lautet die Gleichung

2 2
(44 28
1 2

diese Quadrik Q ist ein hyperbolisches Paraboloid von der Form einer Sattelfliiche.

Auch hier gibt es zwei Scharen von Geraden. Das kann man ganz einfach nachrechnen,
indem man Q durch die affin d&quivalente Quadrik

Q= {(y1y2y3) ER® : y1yr = y3}
ersetzt. Dann hat man eine bijektive Abbildung
p:R* = Q, (s,t) = (s,t,5°1),

bei der alle Geraden s = const. und t = const. aus R? auf Geraden in Q’ abgebildet
werden.
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Fiir k = r =2 und v’ = 4 lautet die Gleichung

das ist ein elliptisches Paraboloid.

Schliellich noch eine Bemerkung zum Fall eines kleinen Ranges von A’. Dazu betrach-
ten wir als Beispiel

Q:={(x1,x2,x3) eR® : x} + 3 =1} C R%.

Hier ist rang A =2 < rang A’ = 3 < 4 = n + 1. Da x3 in der Gleichung nicht vorkommt,
ist Q ein Zylinder mit dem Kreis

Q' =={(x1,x) ER?* : x{ + x5 =1} CR%.

als Basis.

le

X1

Ganz analog erhélt man im allgemeinen Fall Zylinder iiber einer Quadrik Q' aus einem
Unterraum.
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5.3.9 Der Tragheitstensor*

Von den zahlreichen Anwendungen der linearen Algebra wollen wir hier eine aus der
Physik beschreiben: Die elementare Dynamik rotierender Kérper. Zunachst einmal zur
Erinnerung an einen Korper der Masse m, der sich im Raum geradlinig mit der Ge-
schwindigkeit v bewegt. Dabei ist m € R ein Skalar und v € R® ein Vektor. Dann ist

1
p=m-v derImpuls und E= S |v||?> die Energie .
Wenn sich ein ,starrer ausgedehnter Kérper” um eine Achse dreht, ist die Beschreibung
schwieriger. Zunachst ist die Winkelgeschwindigkeit w € R® ein Vektor, der in Richtung
der Drehachse zeigt. Gesucht ist nun der

Drehimpuls L und die Rotationsengergie E
des Korpers als Funktion von w.

Zur Vereinfachung der Beschreibung nehmen wir an, dass der Kérper aus endlich vielen
Massenelementen zusammengesetzt ist, die beschrieben sind durch Skalare my,...,m; €
R und Vektoren ), .., #(M € R3, die die Positionen der Massenelemente zu einer fes-
ten Zeit angeben. Die Rotation soll so verlaufen, dass der Schwerpunkt zu jeder Zeit im
Ursprung liegt, d.h.

i my - V) =o.
v=1

Physikalisch bedeutet das, dass der Ursprung auf der Drehachse liegt.

Die Bedingung der ,Starrheit” des Korpers soll bedeuten, dass sich die Abstdnde der
Massenelemente zueinander und zur Drehachse wahrend der Rotation nicht &ndern. In
Koordinaten geschrieben ist

(v)

w1 r
w=| w und ) = ré")
w3 1’:(;/)

v)

Dabei sollen die w; von der Zeit unabhangig sein, wahrend die riv
abhédngen.

von w und der Zeit

Wir betrachten zunichst ein einzelnes Massenelement m, und seine Position r(V) wih-
rend der durch w beschriebenen Rotation zu einer festen Zeit. Wenn wir zur Verein-
fachung der Schreibweise den Index v voriibergehend unterdriicken, so gilt fiir Ge-
schwindigkeit und Impuls zu dieser Zeit

v=wxr und p=m-v=m-(wxr).
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Der Drehimpuls des Massenelements m ist nun erklart durch
L:=m-(rxv)eR.

Er hédngt also im Gegensatz zum linearen Impuls nicht nur von der Masse m und der
augenblicklichen linearen Geschwindigkeit v, sondern auch vom Radius r ab. Indem
man die GRASSMANN-Identitdt aus 0.3.7 benutzt und nach den Komponenten von r
und w sortiert, erhdlt man

L = m-(rxv)=m-rx(wxr)
= m-((r,r) -w—(rw)-r)

||T||2 - V% —rir —nr3 w1
= m: —Tar ||r\|2 - V% —TIr3 w2
—7r3r] —713rp [[r[|* - V% w3

Man beachte, dass L in dem von w und r aufgespannten Untervektorraum des R3 liegt.

Bezeichnet man die obige von r = r(*) abhingige symmetrische Matrix mit R, so kann
man fiir den Drehimpuls des Massenelements 1, auch

LW =m, R, - w

schreiben. Der gesamte Drehimpuls des Korpers ist dann erklart durch

Da die Matrizen R, symmetrisch sind, ist auch
n
@ = Z ny - RU
v=1

symmetrisch, und man erhalt schliefSlich
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L=0O- w.

Die symmetrische Matrix ® € M(3 x 3;R) wird Trigheitstensor des gegebenen starren
Korpers genannt. Bei einem Korper mit kontinuierlich verteilter Dichte kann man die
obigen n Summanden durch passende Integrale ersetzen.

Man beachte, dass die Radien r(*) von der Zeit t abhingen und dass der Verlauf
durch ein fest gewéhltes w gesteuert wird. Demnach héngen auch die Matrizen R, und
schliefslich ® von w und t ab.

Die Matrix ® hat verschiedene Wirkungen. Zunéchst ist
O:R-5R, w—0 w=L

eine lineare Abbildung. Wegen der Symmetrie beschreibt ® auch eine symmetrische
Bilinearform

s:REXR* =R, (x,x)—=k -0 %,
und dazu gehort eine Quadrik
Qi={xecR¥x - ®@ x=1} CR>.

Unter der Voraussetzung, dass die Massenelemente nicht alle auf einer Geraden durch o
liegen, kann man zeigen, dass © positiv definit ist. Dann ist Q ein Ellipsoid, man nennt
es Trigheitsellipsoid . Bevor wir seine physikalische Bedeutung beschreiben, berechnen
wir © in Spezialfdllen.

Beispiel 1 Besteht der Korper aus zwei Elementen gleicher Masse 711 in den Punkten

r —n
0 und 0 mitr; >0
0 0

zur Zeit t = 0, so gehort dazu der Trégheitstensor

0 o0 0
®0;=2-10 mlr% 0
0 0 mlr%

Befestigt man analog je zwei Massen m1; und m3 in Richtung x, und x3 in Abstdanden %,
und =73, so erhdlt man entsprechende Matrizen ®; und @s. Fiir den Tragheitstensor des
ganzen als starr angenommenen Korpers gilt dann

mzrg + m3r§ 0 0
O=0,+0,+03=2- 0 mlr%—f—mrjr% 0
0 0 myrs + mor3
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Das ist eine Diagonalmatrix, die diagonalen Eintrége
2 2
191' = 2(1’}1]'1’]- + mkrk)

mit paarweise verschiedenen i, j,k € {1,2,3} heilen Haupttriigheitsmomente des spezi-
ellen Korpers. In diesem einfachen Spezialfall ist also

Ly thw
L= Lz = 1926()2
L3 193(413

Bis hierher waren die Rechnungen ganz elementar, jetzt benutzen wir die Ergebnisse
aus 5.3.5. Da die Matrix ©, die im allgemeinen Fall den Trdgheitstensor eines starren
Korpers beschreibt, symmetrisch ist, hat sie reelle Eigenwerte ¢, 9,, 93 und es gibt eine
Matrix S € SO(3) derart, dass

% 0 0
(s.@-s=| 0 ¥ 0 |=D
0 0 o

diagonal ist.

Die Spalten von S sind Eigenvektoren v1,v5,v3 von ® zu den Eigenwerten ¢, ¢, ¥3. Man
nennt die Geraden R - v; die Haupttrigheitsachsen des gegebenen starren Korpers. Wie
im obigen Spezialfall heifien die Eigenwerte 0; die Haupttrigsheitsmomente . Man kann
nachrechnen, dass ® immer positiv semidefinit ist, also gilt auch ¢; > 0.

Die physikalische Konsequenz dieses Ergebnisses ist, dass ein allgemeiner starrer Kor-
per in den neuen orthonormalen Koordinaten

y:S_l.x: tS.x

das gleiche Tragheitsverhalten bei Rotationen hat, wie der ganz spezielle Korper mit
nur sechs Elementarmassen % in den Punkten auf den Koordinatenachsen mit den Ab-
stinden +/9; von 0. Man beachte, dass die Haupttriagheitsachsen wihrend der Rotation
nur relativ zu dem starren Korper unverandert bleiben. Relativ zu dem Koordinaten-
system des umgebenden Raumes bewegen sie sich mit dem rotierenden Korper. Die
Eigenwerte von O(t) sind dagegen bis auf die Reihenfolge von der Zeit unabhingig.
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Das Triigheitsellipsoid Q wird in den neuen y-Koordinaten wegen
x@x ='(Sy)0(Sy) =y('s@S)y ='yDy
beschrieben durch
Q={ye R3: 191]/% + ﬂzyg + 193y§ =1}.
Ist ® positiv definit, also ¢; > 0 fiiri = 1,2, 3, so ist das ein Ellipsoid mit den Hauptachsen

1
Vo

a; —=

Eine einfache physikalische Interpretation des Tragheitsellipsoids erhilt man durch die
Berechnung der in der Rotation des Korpers steckenden Energie. Fiir ein einzelnes Mas-
senelement m = m, ist die Energie gegeben durch

1 1
E=gm-lol]2 = gm- o x 1|2

Nach 0.3.7 ist
lw x r[[> = [l 171> = (w,r)* = (@, |Ir]]* - w = {w,r) - 7),

und daraus folgt fiir das Massenelement m1,, dass

1
E, = E<w,L(V>>.
Wegen E =Y E, = 1Y (w, LWy = 1 {w, L) folgt daraus schlieBlich fiir die gesamte Rota-
tionsenergie

Das kann man so sehen: Will man in einen starren Korper die Rotationsenergie 1

stecken, so muss man w auf dem Trégheitsellpsoid wahlen. Fiir eine beliebige vorge-
gebene Energie E hat man ein entsprechendes Energieellipsoid

Qr:={xcR®>:x-@® x=2EF}.

Nun wollen wir die Abhédngigkeit des Drehimpulses L von der Winkelgeschwindigkeit
w und von der Zeit t an einfachen Beispielen explizit berechnen.

Beispiel 2 Wir betrachten wieder einen als starr angenommenen Korper bestehend
aus zwei Massenelementen m = mp = % in den Positionen

= e1 und r@ = —eq.
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Dann liegt der Schwerpunkt in o und es ist

0 0 O

= 0 1 0

0 0 1

Waihlen wir nun fiir & € [0,277]
cosw 0
w = 0 , soist L= -w= 0
sinw sinu
my
/

Nur fiir w = Fe3 hat L die Richtung von w.

Beispiel 3 Um zu sehen, wie sich der Tragheitstensor ® und damit auch der Drehim-
puls L im Lauf der Zeit verdndern konnen, betrachten wir einen Korper, der aus zwei
Massenelementen mq; = my = % besteht, die sich zur Zeit t = 0 in den Positionen

”(1)(0) =e;+e3 und 2 (0) = _7(1)(0)

befinden. Bei Rotation um die x3-Achse mit Einheitsgeschwindigkeit, also w = e3, erhalt

man
cost

W)= sint | und @) =—D().
1

Daraus folgt durch einfache Rechnung

1+sin’t —costsint —cost
O(t)=| —costsint 14 cos’t —sint
—cost —sint 1
und somit
—cost
L(t)=| —sint

1
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\
|
, | ,
X1 ‘ X2
\
\
\
\

Der Drehimpulsvektor L(t) rotiert also mit dem Korper, die Norm ||L(t)|| = v/2 und
die Energie E = % (w,L(t)) = 1 bleiben dabei konstant. Der Tragheitstensor @() ist zu
keiner Zeit in Hauptachsenform.

Die in Beispiel 3 beobachtete Verdnderung des Drehimpulses im Laufe der Zeit hat eine
physikalische Bedeutung. Um sie zu beschreiben betrachten wir zunidchst wieder ein
einzelnes Massenlement 1, das sich in einer Position  mit der linearen Geschwindigkeit
v bewegt. Dann ist

L=m-(rxv),

wobei die Vektoren r und v, also auch L von der Zeit t abhidngen. Differentation nach ¢
mit Hilfe der Produktregel ergibt:

L=m(# xv+7rx0).
Da i =, folgt # X v = 0, also L = r x m 0. Der Vektor
F:=mo

ist die Zentripetalkraft, die das Massenelement zum Ausgleich der Zentrifugalkraft — F
in der Bahn hilt. Das ergibt ein Drehmoment

M:=rxF=rxmo=m(rxov)=L.

Also ist L gleich dem Drehmoment, das notig ist, um die Rotation des Massenelements
in einer stabilen Bahn zu ermoglichen. Das gilt fiir jedes einzelne Massenelement m1,,
also ist
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d.h. der Vektor L beschreibt das gesamte Drehmoment, das als zeitabhingige ,dufSere
Kraft” auf die Drehachse wirken muss um die Rotation zu stabilisieren.

In Beispiel 3 gilt fiir die Massenelemente #1; und 1,

—cost
o) = —sint und 09 = —z}(l), also
0
1 1 sint
MO = E(r(l) x o) = 3 —cost | =M?), also
0

M=MY 4+ M2 =1,

In der Physik beweist man durch Fortsetzung dieser Uberlegungen den

Satzvon der Erhaltung des Drehimpulses Bei Abwesenheit duflerer Kriifte ist der
Drehimpuls zeitlich konstant, in Zeichen

L=o.

Man nennt den Tragheitstensor © einen , Tensor 2. Stufe”. Eine prazise mathematische
Beschreibung dieser Objekte erfordert einigen formalen Aufwand (vgl. dazu etwa [BRO,
Kap. VII] oder [F1j, 6.3 J]. Von einem naiveren Standpunkt kann man einen Tensor 2.
Stufe als Matrix ansehen. Allerdings ist es wichtig hinzuzufiigen, welchen abstrakten
Vorgang sie beschreibt, und wie sie sich somit bei Anderung der Koordinaten transfor-
miert. Fiir den Tragheitstensor ® und orthogonale Transformationen ist das besonders
einfach. Sind im IR3, wie schon gerade beschrieben, neue Koordinaten gegeben durch

y=T-x mit T€SO(3), also x=S-y mit S=-T71

und bezeichnen ©, bzw. ®, die Tragheitstensoren in den x- bzw. y-Koordinaten, so
hat man fiir diese beiden Matrizen entsprechend ihren verschiedenen Wirkungen zwei
Transformationsformeln (vgl. 5.2.2)

Qy=T-0,- T '=51.0,-S,  alsEndomorphismen und
0,='S-0,-5 als symmetrische Bilinearformen.

Da S € SO(3), ist S~! =!S und diese beiden Formeln passen zusammen.
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5.3.10 Ausblick

Zum Abschluss dieses Buches erscheint ein Blick auf den grofsen Baum der Mathematik
angebracht: er ist im Laufe der Zeit hoch gewachsen und hat sich dabei weit verzweigt;
zwischen den verschiedenen Asten bestehen zahlreiche Querverbindungen. Am Ende
der vorausgegangenen Kapitel sind wir noch sehr weit entfernt von den Wipfeln, in de-
nen der Baum, genihrt aus den niedrigeren Asten, durch die Ergebnisse der aktuellen
Forschung stetig weiter wéchst. Jedes geloste Problem erzeugt neue Probleme und wei-
tere Verzweigungen der Aste. Wir konnen hier nur ganz kurz andeuten, wie es nun auf
einem der vielen Wege den Baum hinauf weitergeht.

In der analytischen Geometrie wird vieles tibersichtlicher, wenn man zu den Standard-
raumen K" ,unendlich ferne” Punkte hinzunimmt, und sie zu den projektiven Rédumen
IP,,(K) abschlieBt. Dadurch kann man - etwa bei der Klassifikation von Quadriken —
viele Fallunterscheidungen vermeiden. Im einfachsten Fall der Ebene R? kommt eine
unendlich ferne Gerade Lo, hinzu, und in IP>(IR) unterscheiden sich Ellipse, Parabel
und Hyperbel nur noch durch ihre Lage zu Leo:

| @ Loo

Ellipse Parabel Hyperbel

Quadriken sind beschrieben durch eine quadratische Gleichung und stehen — wie wir
gesehen haben — in engem Zusammenhang zu Matrizen und damit noch zur linearen
Algebra. Betrachtet man allgemeiner im K" oder in IP,(K) die Menge der Nullstellen
eines oder mehrerer Polynome beliebigen Grades, so erhilt man als Verallgemeinerung
der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems eine so genannte ,algebraische
Varietdt”; diese sind die Objekte der ,algebraischen Geometrie”, die sich im 20. Jahr-
hundert zusammen mit den Methoden der Algebra stiirmisch entwickelt hat. Durch die
engen Beziige der algebraischen Geometrie zur Zahlentheorie ist es gelungen, ein ural-
tes Problem zu l16sen. Es geht dabei um positive ganzzahlige Losungen der Gleichung

a4yt =2" ()

Fiir n = 2 heiflen die Losungen (x,y,z) — etwa (3,4,5) — pythagoreische Tripel. Dass
es davon unendlich viele gibt, die nicht Vielfache voneinander sind, ist schon seit EU-
KLID bekannt: Es gibt unendlich viele ungerade Primzahlen p, also auch unendlich vie-
le Zahlen der Form p? = 2k + 1, mit k € N. Daher ist jedes der unendlich vielen Tripel
(p,k,k + 1) pythagoreisch. FERMAT hatte 1670 die Aussage, dass es fiir n > 3 keine po-
sitiven ganzzahligen Losungen der Gleichung (*) geben kann, am Rand eines Buches
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notiert, aber keinen Beweis dafiir gegeben. Seither hatten sich zahllose Zahlentheoreti-
ker an diesem Problem versucht, aber nur relativ kleine Teilerfolge erzielt. Schliefilich
ist es A. WILES mit Unterstiitzung anderer Zahlentheoretiker im Jahr 1994 gelungen,
die Aussage von FERMAT zu beweisen. Dabei werden im 20. Jahrhundert erzielte Er-
gebnisse aus den hochsten Wipfeln der Algebra benotigt.

Leider ist es kaum moglich, in einem gewohnlichen Studium der Mathematik bis zum
Verstiandnis eines solchen Beweises vorzudringen; das gelingt nur einigen Experten.
Aber wenigstens eine tiber die lineare Algebra hinausgehende Vorlesung tiber , hthe-
re” Algebra gehort zu den meisten Curricula: Dort werden auf jeden Fall Polynome
beliebigen Grades und ihre Nullstellen, sowie grundlegende Ergebnisse tiber Gruppen
und Ringe behandelt.
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komplementire, 311
nilpotente, 343
orthogonale, 429
symmetrische, 211
transponierte, 211
unitdre, 429
Matrizen
dhnliche, 357
Matrizen-Ring, 254
Maximums-Norm, 238
Menge, 81
abzidhlbar unendliche, 89
abzihlbare, 89
endliche, 82
Mengen
gleichmachtige, 89
Methode der kleinsten Quadrate, 427
Mittelpunkt, 25
Modul, 94, 198
Monom, 184
Monomorphismus, 224
Multiplikation
mit einem Skalar, 9
von Matrizen, 249
zweier Vektoren, 11

Nachfolgeabbildung, 98
Norm, 20, 22, 238, 239, 419
einer komplexen Zahl, 145
Normalenvektor, 60
Normalform, 357
fiir Kegelschnitte, 402
fiir Quadriken, 408
HEssEsche, 37, 61
JORDANSche, 356
von Matrizen, 277
von nilpotenten Endomorphismen, 351
Null, 105
Nullfolge, 132
Nullmatrix, 176
Nullpolynom, 157
Nullstelle, 161
Nullteiler, 11
Nullvektor, 10, 174

Oktaven, 149

Ordnung
einer Gruppe, 106

Orientierung, 285

Orthogonalitat, 419

Orthonormalbasis, 419

Orthonormalisierungs-Satz von GRAM und
SCHMIDT, 421

Orthonormalitit, 419

Paar

geordnetes, 7
paarweise verschieden, 82
Parabel, 364, 366
Paraboloid

elliptisches, 457

hyperbolisches, 456
Paradoxon

vom Barbier, 83

von PERRON, 50
Parallelogramm, 61, 282
Parallelogramm-Gesetz, 24
Parameter, 13
Parameterdarstellung, 13, 51
Paritat, 302
Partialsumme, 126
PEANO-Axiome, 98
Periodenlidnge, 126
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Permutation, 298
Permutationsgruppe, 106
Permutationsmatrix, 303
Pivot, 67
Pol, 377
Polare, 377
Polarisierung, 382
Polarkoordinaten, 148
Polynom, 157

charakteristisches, 326

konstantes, 158

normiertes, 158
Polynomfunktion, 157
Positivitats-Index, 392
Potenzmenge, 83, 102
Primkorper, 152
Produkt

direktes, 84, 176

von Matrizen, 249
Produktfolge, 133
Punkt, 1,7,8

quadratische Form, 382
Quadrik, 397
Quaternionen, 149

Quotientenvektorraum, 236

Rang
einer Matrix, 212

einer symmetrischen Bilinearform, 384

Rang-Satz, 212
Realteil, 145
Rechtstranslation, 107
Reflexivitit, 94
Regel von SARRUS, 305
Reihe

geometrische, 127
Relation, 93
Représentant, 97
Restklasse, 97
Restklassenring, 135, 151
Richtungsvektor, 13
Ring, 115

kommutativ, 115
Rotationsenergie, 458

Sattelfldche, 456
Satz
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vom kleinsten Element, 101

von der Erhaltung des Drehimpulses, 465
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Schnitt
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Schubkastenprinzip, 87
Schwerpunkt, 25
Schwerpunkt-Satz, 26
Seitenhalbierende, 26
Sesquilinearform, 410
Signum, 299
Skalar, 9, 174

Skalarprodukt, 11, 20, 21, 27, 418

kanonisches, 409
Spalte, 66
Spaltenrang, 211
Spaltenraum, 211
Spaltenvektor, 210
Spat, 62
Spatprodukt, 61
Spiegelung, 318
Sprungfunktion, 238
Spur

einer Matrix, 327
Standardbasis, 188
Standardebene, 7
Standardraum, 175

reeller, 8
Strecke, 15
Substitution, 64
Summand

direkter, 206
Summe

direkte, 204, 206

orthogonale, 423

von Untervektorraumen, 180, 203

Summenfolge, 133
Symmetrie, 94

Tangentenvektor, 321
Teilmenge, 82

echte, 82
Teilung

mit Rest, 96

Tragheitsellipsoid, 460, 462
Tragheitsgesetz von SYLVESTER, 392
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Transivitit, 94
Translation, 9, 394
Transposition, 302
Trigonalisierbarkeit, 339
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Umformung
symmetrische, 388
Unbekannte, 12
Unbestimmte, 157
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Untergruppe, 112
Unterraum
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Unterring, 122
Untervektorraum, 52, 177
aufgespannter, 180
invarianter, 338
zyklischer, 350
Urbild, 85
Ursprung, 7, 9

Vektor, 9
negativer, 10
normierter, 22
senkrechter, 28, 31, 33, 43, 59, 420
Vektorfeld, 321
Vektorprodukt, 11, 41
Vektorraum, 10, 174
dualer, 269
endlich erzeugter, 188
euklidischer, 418

unitarer, 418
Vereinigung, 83
Verkntipfung

assoziative, 103

innere, 103

kommutative, 103
Verknupfungstafel, 107
Vielfachheit

einer Nullstelle, 165

eines Eigenwertes, 332
Vorperiode, 126
Vorzeichenregel, 115, 166

Winkel, 20, 27

orientierter, 284
Winkelgeschwindigkeit, 458
Wohldefiniertheit, 111
Wurzelsatz von VIETA, 166

Zahl
ganze, 2,110, 111
komplexe, 6
konjugiert komplexe, 145
nattirliche, 2, 98
positive, 124, 136
rationale, 3, 119, 121
reelle, 6, 134
Zahlbereich, 6
Zahlenebene, 143
Zahlkorper, 149
Z ASSENHAUS-Algorithmus, 210
Zeile, 66
Zeilenrang, 211
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Zeilenvektor, 210
Zentripetalkraft, 464
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Teilmenge, 82
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Vereinigung, 83
Durchschnitt, 84
Differenzmenge, 84
direktes Produkt, 84

oder Vektorprodukt, 41
Skalarprodukt, 20, 409, 418
Norm, 20, 409
Abstand, 22
Winkel, 27
senkrecht, 28
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dquivalent, 93
kongruent, 94
Anzahl der Elemente, 82
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direkte Summe, 204
orthogonale Summe, 423
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imagindre Einheit, 144
Nullvektor, 10, 174

kanonischer Basisvektor, 10, 188
Urbild oder Umkehrabbildung, 85
Einschrankung, 86

identische Abbildung, 85
Fakultit, 106

Translation, 393

nattirliche Zahlen, 2, 82, 98
nattirliche Zahlen ohne Null, 2
ganze Zahlen, 2, 110

rationale Zahlen, 3, 119

reelle Zahlen, 6, 134

reelle Zahlen > 0

S(X), Sn

M(m xn;K)
GL(n;K)
O(n)
SO(n)
U(n)
K[X]

komplexe Zahlen, 6, 144
Restklassenring, 151

Korper mit p Elementen, 152
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K ohne Null, 120
Standardraum, 175
kanonische Basis, 188

symmetrische Gruppe, 106
alternierende Gruppe, 304

Raum der Matrizen, 176
allgemeine lineare Gruppe, 256
orthogonale Gruppe, 430
spezielle orthogonale Gruppe, 430
unitdre Gruppe, 430
Polynomring, 157

erweiterte Matrix, 396
inverse Matrix, 255
transponierte Matrix, 211
komplementédre Matrix, 311
Basismatrix, 183
Einheitsmatrix, 252

M{Sl, Mp darstellende Matrizen, 243, 381

Abb
char
deg
det
dim
Eig
Hau
End
Hom
Ker
Los
ord
rang
sign
Span

Transformationsmatrix, 273
Koordinatensystem, 242
charakt. Polynom von F, 326

Abbildungen, 103, 175
Charakteristik, 153
Grad, 157
Determinante, 287
Dimension, 192
Eigenraum, 316
Hauptraum, 344
Endomorphismen, 227
Homomorphismen, 226
Kern, 220
Losungsmenge, 67, 231
Ordnung, 106

Rang, 212, 384

Signum, 299
aufgespannter Vektorraum, 180
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